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INTRODUCERE

Omologia gi coomologia grupurilor 1gi are originea in studiul unor probleme de topolo-
gie algebrici. In [Hu], Hurewicz a introdus ceea ce astizi se numesc spatiile K(G,1)
(un tip de spatii Eilenberg-MacLane) pentru un grup G, anume CW complexe cu grup
fundamental G si toate celelalte grupuri de omotopie triviale (tot Hurewicz a introdus
grupurile de omotopie 7,, n > 2). Se pune astfel in mod natural problema studiului
omologiei si coomologiei singulare a spatiilor K(G,1). Aceasta se poate lua ca definitia
omologiei gi coomologiei grupului G, odata rezolvate doua probleme: existenta spatiilor
K (G, 1) pentru fiecare G, si unicitatea grupurilor de (co)omologie definite astfel (cu alte
cuvinte, faptul ca ele nu depind de alegerea spatiului K(G,1)).

Existenta spatiilor K (G, 1) se demonstreaza simplu, pornind cu un graf si addugand
celule in dimensiuni superioare pentru a obtine in final un CW-complex cu grup fun-
damental G si grupuri de omotopie superioare nule. Cat despre problema unicitatii, ea
a fost atacata chiar de Hurewicz in articolul mentionat: a demonstrat ca toate spatiile
K (G, 1) sunt omotop echivalente. Putem deci vorbi despre un spatiu Eilenberg-MacLane
K (G, 1), acesta fiind unic pana la omotopie. Avem astfel o definitie pur topologica pentru
omologia si coomologia unui grup G, care ar putea fi folosita in locul celei algebrice date
mai jos (Definitia . Desigur, discutia de pana acum defineste omologia gi coomolo-
gia cu coeficienti in Z, dar se poate acoperi cazul cel mai general al unui G-modul lucrand
cu (co)omologie singulara in raport cu un sistem local de coeficienti.

Urmatorul pas spre o definitie algebrica a omologiei a fost facut de Hopf, care a dat
in [Ho| o definitie pentru Ha(G,Z) care foloseste o prezentare prin generatori si relatii
a lui G (in sensul ca G = F/R, unde F este un grup liber, si R < F este un grup
normal care da “relatiile” ce definesc GG). A urmat apoi dezvoltarea teoriei omologice
a grupurilor, si pana la mijlocul anilor 40 se obtinuse o definitie pur algebricd pentru
omologia gi coomologia grupurilor itnrodusa ca mai sus, in context topologic. S-a facut
legatura astfel cu subiecte studiate in algebra. Cateva exemple elocvente sunt problema
extensiilor de grupuri unde grupurile de coomologie H? au o importanta fundamentala,
“derivarile” sau morfismele incrucisate care apar in problema determinarii relatiei dintre
diverse complemente ale unui subgrup normal al unui grup (aici este important H'), si
punerea notiunii de transfer introdusa initial de Schur ([Sch]) intr-un cadru mai general,
acela al corestrictiei in coomologie si al restrictiei iIn omologie, morfisme definite In sens
invers celui uzual pentru subgrupuri H < G de indice finit ([Eck]).

De-a lungul timpului, pentru tehnicile omologice in teoria grupurilor s-au gasit multe
aplicatii, unele surprinzatoare. Mentionam de exemplu constructia unui corp de numere
algebrice cu sir infinit de corpuri Hilbert datorata lui Golod si Safarevic ([GS]), care
foloseste coomologia p-grupurilor finite, si demonstratia faptului ca p-grupurile finite care
nu sunt simple au un automorfism exterior de ordin p, datorata lui Gaschiitz (|Gall [Ga2]).
Coomologia grupurilor finite si generalizarea la grupurile profinite se foloseste astazi din
plin in multe domenii: in teoria algebrica a numerelor (in [CFr, Cap. VII] sunt enuntate
rezultatele fundamentale ale teoriei corpului claselor in limbaj coomologic), in geometria
algebrica, in probleme de “descent” (micgorarea corpului constantelor pentru varietati
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algebrice; se poate consulta [Se2, Cap. X] sau [Se3l Cap. III]), studiul inelului de
reprezentare al unui grup finit cu ajutorul claselor caracteristice ([Th]), etc.

Aceasta lucrare este organizata astfel:

In prima parte se face o trecere in revista a proprietatilor de baza ale omologiei si
coomologiei grupurilor. Urmeaza apoi in partea a doua cateva aplicatii: rolul grupurilor
de coomologie in dimensiuni mici in studiul extensiilor de grupuri, calcule de (co)omologie
singulard pentru un spatiu cu ajutorul coomologiei grupului fundamental al spatiului,
diverse rezultate de teoria grupurilor care folosesc in demonstratie notiunea de transfer,
o demonstratie pentru teorema Artin-Schreier asupra corpurilor real inchise ce folosegte
coomologia grupului Galois absolut al corpului studiat, gi in sfarsit, studiul catorva
situatii In care devine importanta notiunea de multiplicator Schur: extensii centrale,
reprezentari proiective, problema reprezentabilitatii functorilor H*(G, —), etc. In aceastd
ultima sectiune apare si o aplicatie (sub forma unui rezultat negativ) la problema deter-
mindrii grupurilor de ordin n? pentru care A ® M, (C) este produs crossed al lui A prin
G, unde A este o algebra C*.

Aplicatiile prezentate nu sunt poate cele mai interesante, dar scopul a fost numai de
a da cateva exemple, unele poate mai rar intalnite in lucrarile in domeniu.



1. DEFINITII §I CONSTRUCTII DE BAZA

1.1. Omologie si coomologie ca functori derivati. Vom da aici definitia omologiei si
coomologiei de grupuri folosind notiuni de algebra omologica: d-functori, functori derivati
al unui functor exact la stanga/dreapta intre categorii abeliene, in particular functorii
Tor; si Ext?, etc. Pentru aceste notiuni facem referire la texte ca [Roll, Wel [CE].

Fie G un grup. In general, cu A vom nota inelul grupal Z[G]; atunci cand va trebui sa
specificam si grupul G, folosim notatia Ag. Foarte importanta pentru noi va fi categoria
grupurilor abeliene inzestrate cu o actiune a lui G prin automorfisme; un asemenea grup
il vom numi si G-modul. Morfismele in aceasta categorie sunt morfismele de grupuri
abeliene care comuta cu actiunile lui G pe cele doua grupuri. E ugor de vazut ca aceasta
categorie este echivalenta cu y M, categoria modulelor stangi peste A. Vom mai nota
aceast categorie cu AbC, pentru ci ea este chiar categoria de functori de la G, privit ca
§i categorie cu un obiect, la Ab, categoria grupurilor abeliene. Analog, notam cu Abg
categoria grupurilor abeliene inzestrate cu o G-actiune la dreapta, care poate fi privita
ca fiind categoria A-modulelor drepte. Le vom numi pe acestea si G-module drepte.

Avem o scufundare (functor deplin fidel) Ab — Ab® (resp. Abg), care trimite fiecare
grup abelian in acel grup abelian inzestrat cu actiunea triviald a lui G. In acest context,
daca A este grup abelian pe care nu am dat apriori o actiune a lui G, el va fi privit si ca
A-bimodul, fara a mai mentiona in mod explicit acest lucru. De exemplu, in definitia de
mai jos, prin Z intelegem grupul aditiv Z pe care G actioneaza trivial la stanga in prima
parte, si la dreapta in partea a doua.

Definitia 1.1.1. Fie A € Ab“ un grup cu o actiune a lui G. Numim grupul de coomologie
de rang i al lui G in raport cu A (sau cu valori in A) si notam cu H*(G, A) grupul
Exth (Z, A).

In mod analog, numim grupul de omologie de rang i al lui G in raport cu A si notim
cu H;(G, A) grupul Tor*(Z, A).

Cand vrem sa ne referim colectiv la grupurile de coomologie (omologie) vom folosi
notatia H*(G, A) (respectiv H.(G, A)). Pentru A = Z (pe care G actioneaza trivial)
scriem simplu H*(G) si respectiv Hy(G).

Observatia 1.1.2. A da un morfism de G-module de la Z la A este acelasi lucru cu a
da un element din A fixat de actiunea lui G. Daca notam cu A® subgrupul lui A format
de elementele fixate de G, atunci A — A% este in mod evident un functor de la Ab% la
Ab izomorf natural cu yHom(Z, —). Rezulta deci ca H® pot fi priviti ca functorii derivati
la dreapta ai acestui functor A — AC.

In mod analog, functorul Z @, — este izomorf natural cu A — Ag = A/IgA, unde
Io < A este idealul “de augmentare”, generat de s — 1, s € G, si deci IgA < A este
subgrupul generat de sa —a, s € G, a € A. Ag este cel mai mare cat al lui A pe care
G actioneaza trivial, si H; pot fi priviti ca functorii derivati la stanga ai lui A — Ag.

Observatia 1.1.3. Putem da definitii analoage lucrand nu peste inelul Z, ci peste un
inel arbitrar R. Vom considera atunci cateogria pM a R-modulelor stangi, categoria
rME a R modulelor stangi pe care G actioneaza prin izomorfisme de module, ce poate
fi identificata cu categoria modulelor stangi peste inelul grupal R[G], etc.
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Din Definitia si din proprietatile binecunoscute ale functorilor derivati se pot
deduce proprietati ale omologiei si coomologiei de grupuri. Doar vom enunta rezultatele;
pentru demonstratii se pot consulta de exemplu [Wel Cap. 2|, [CE, Cap. V], si de
asemenea [Hal Cap. III, §1] pentru o foarte rapida trecere in revista a proprietatilor de
baza ale functorilor derivati (inclusiv terminologia legata de d-functori, ce se poate gasi
si in [Wel §2.1]).

Teorema 1.1.4. In ipotezele din Definitia au loc urmdtoarele:
(a) H*(G,—) este un d-functor coomologic universal definit pe categoria AbC.
(a') Hy(G, =) este un §-functor omologic universal definit pe categoria AbS .
(b) HY(G,I) =0, Vi > 1 pentru orice obiect injectiv I € AbC.
(V) Hy(G,P) =0, Vi > 1 pentru orice obiect proiectiv P € AbC.
(¢) Pentru orice rezolutie

0—A—Iy—1LH —
in AbC in care I sunt obiecte coomologic aciclice (adica H'(G, I;) = 0 pentru toti j si
toti i > 1), H'(G, A) se poate calcula ca fiind coomologia complexului
0— I§ — IF —
(c') Pentru orice rezolutie
— Pl —=P' A0

in AbY in care PJ sunt obiecte omologic aciclice (H;(G, P7) = 0 pentrui > 1), H;(G, A)
se calculeazda ca omologia complexului

.— PL — P% —0.

Fiind functori derivati, coomologia (omologia) se anuleaza pe obiecte injective (respec-
tiv proiective) din categoria abeliana Ab%. O observatie utili este aceea cd functorii se
anuleaza pe obiecte cu care este in general mai ugor de lucrat: cele coinduse (respectiv
induse). Definim aici clasele respective de obiecte i demonstram afirmatia facuta.

Fie X un grup abelian, si consideram grupul abelian Hom(A, X) (Hom peste Z). G
are o actiune naturald pe X = Hom(AX), anume cea definita prin

(sf)(g) = f(gs), Vf € X, Vs,g € G.

“Dual”, putem considera G-modulul X = A ® X (tensor peste Z), unde actiunea lui G
este data de inmultirea la stanga pe A.

Definitia 1.1.5. Un G-modul se numeste coindus daca este izomorf cu unul de forma
X = Hom(A, X), cu actiunea lui G descrisa mai sus.

Un G-modul se numeste indus daci este izomorf cu unul de forma X = A ® X, cu
actiunea naturala a lui G.

Fie acum X un grup abelian, si

0 — X —Iy—1 — ... (1.1.1)
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o rezolutie injectiva a lui X in Ab. Pentru cd A este un grup abelian liber, dupa ce
aplicam functorul Hom(A, —) sirului ((1.1.1)) obtinem tot un sir exact:

0—X—Ip—IL —.... (1.1.2)

Cum I; sunt grupuri abeliene injective si deci divizibile, obiectele I_] sunt toate injective in
A ([Roll, Teorema 3.26]). ([1.1.2)) este asadar o rezolutie injectivé a lui X, si coomologia
H*(G, X) este chiar coomologia complexului

0— L% — L% — .. .. (1.1.3)

Se vede insa imediat din definitii ca in general, pentru un grup abelian Y, avem un
izomorfism natural Y = Y. Sirul se reduce deci la sirul , din care s-a
omis primul termen X. Cum este rezolutie, coomologia H' calculats astfel va fi
nuld pentru ¢ > 1. Am demonstrat astfel prima parte a rezultatului urmator (a doua
parte demonstrandu-se analog):

Propozitia 1.1.6. Orice obiect coindus din AbC este coomologic aciclic; orice obiect
indus este omologic aciclic.

Incheiem cu observatia ca orice G-modul se poate scufunda intr-unul coindus: avem
un morfism canonic injectiv de G-module de la A la A care trimite a € A in morfismul de
grupuri A — A definit prin s — sa, Vs € G. In mod analog, avem un morfism canonic
surjectiv de G-module A — A, care trimite s®a € A € A, s € G in sa.

1.2. (Co)cicli standard. Din Definitia se vede ca omologia si coomologia unui
grup G in raport cu un G-modul A se pot calcula astfel: se considera o rezolutie proiectiva

P.:...—>P1—>P0—>Z—>O
alui Z in AbC (Abg), si H*(G, A) (resp. H.(G,A)) este coomologia (resp. omologia)
complexului \Hom(P,, A) (resp. Py @5 A).
Pentru a putea face calcule concrete, se alege o anume rezolutie P, (de A-bimodule,
deci functioneaza atat pentru coomologie, cat gi pentru omologie) dupa cum urmeaza:

Pentru orice numar natural n, P, este inelul grupal Z[G"*!] (produsul a n + 1 copii
ale grupului G), pe care G actioneaza la stanga si la dreapta prin inmultire la stanga si
respectiv dreapta, G fiind privit ca subgrup in G"*! prin scufundarea diagonala

S+ (8,8,...,8).

P, este asadar un Z-modul liber cu baza (sg, s1,...,5,) € G"1. Pentru a putea trata
simultan si termenul Z din rezolutia cautats P,, vom conveni ca G° si desemneze grupul
trivial, si deci vom pune P_; = Z[G°] = Z. Pentru n > 0, P, este liber atét la stanga
cat si la dreapta ca A-modul.

Pentru orice n € N si orice i € 0,n, fie m; : G — G™ proiectia pe componentele
diferite de ¢. Cu alte cuvinte,

(50,81, -+ 8n) = (50,81, -+ Si—1,Si+1s-- -5 5n)-

Cand n = 0 apare un mic abuz de notatie: morfismul 7y va fi atunci pur si simplu unicul
morfism de la G la grupul trivial. Aceste morfisme induc aplicatii de G-bimodule (tot
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m;) d la P, la P,_;. Diferentiala d, : P, — P,—1 a complexului P, pe care vrem sa-l
construim se defineste acum ca
n

dn == Z(—l)zﬁz

=0

Nu e greu de vizut ci acesta este un complex (d?> = 0), si ci el este aciclic, deci
obtinem intr-adevar o rezolutie proiectiva (liberd chiar) a lui Z atat in AbC cat i in
Abg. O vom numi rezolutia standard a lui Z, dar cociclii cu care vom lucra vor fi usor
modificati, dupa cum explicam in cele ce urmeaza.

Cum orice element din \Hom(P,,, A) este morfism de G-module, el este unic determinat
de valorile sale pe elemente de forma (1, s1,...,s,) € G"L. Reciproc, orice functie g de
la G" la A am alege, exista un element f din \Hom(P,, A) care evaluat in (1, s1,...,5p)
da g(s1,...,8,). Functia g : G — A corespunzatoare unui n-colant f o vom numi n-
colant neomogen, sau standard. Lucrand cu colanturi neomogene, vedem acum ca putem
calcula coomologia H*(G, A) si astfel (nu demonstrez; sunt simple verificari, facand
trecerea de la colanturi obignuite la cele neomogene, dupa cum am descris):

Fie C"(G, A) (sau C™(A), sau C™ cand nu este pericol de confuzie) grupul abelian al
functiilor G™ — A pentru n > 0 (din nou, G este grupul trivial). Pentru f € C"(A)
definim df € C""1(A) prin

df(s1,- s sn11) = s51f (52,5 $nr)+ D (=1 f(515- 5858511, 80 )+(=1)" f (51, 80).
j=1

Atunci d? = 0, si H*(G, A) este coomologia complexului C*(G, A).

O constructie analoaga de “deomogenizare” se poate face si pentru omologie, dar nu
vom avea ocazia sa o folosim. Se poate consulta de exemplu [Se2, Sectiunea VII §4].
Elementele din C"(G, A) anulate de d se numesc n-cocicli neomogeni sau standard, si
analog, elementele din d(C™~1) se vor numi n-coborduri neomogene, sau standard. Cum
numai acestea vor fi obiectele folosite pentru calculul coomologiei, noi le vom numi pur si

simplu colanturi, cocicli, coborduri. Grupul n-cociclilor neomogeni il notam cu Z™(G, A)
(sau Z"™(A), sau Z™), iar pe cel al n-cobordurilor cu B"(G, A) (sau B"(A), sau B").

1.3. Functorialitate. Este clar din definitia (co)omologiei ca H*(G,—) si H.(G,—)
sunt functori aditivi covarianti de la AbC la Ab. Vom vedea acum ce se intampld cand
schimbam gi grupul G printr-un morfism de grupuri H — G. In acest scop, introducem
notiunea urmatoare:

Definitia 1.3.1. Fie ¢ : H — G un morfism de grupuri, si fie f : A — B un morfism de
grupuri abeliene, unde B si A sunt un H- si respectiv un G-modul. Vom spune ca ¢ si
f sunt cocompatibile (sau ca perechea (f,p) este cocompatibila) daca are loc relatia

f(p(t)a) =tf(a), Vae A, t € H.

Daca f : B — A este un morfism de grupuri abeliene, spunem ca ¢ si f sunt compatibile
(sau ca perechea este compatibila) daca are loc

f(tb) = ¢(t)b, Vb e B, t € H.
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Observatia 1.3.2. Definitia se interpreteaza simplu astfel: ¢, f sunt cocompatibile daca
si numai daca f este morfism de H-module, structura de H-modul pe A fiind cea indusa
de structura sa de G-modul prin restrictia scalarilor de la Ay la Ag data de . Analog,
compatibilitatea este echivalenta cu faptul ca f este morfism de H-module.

Fie acum (f, ) o pereche cocompatibila pentru H-modulul B si G-modulul A (ca in
definitie). Ea va induce atunci un morfism @? de la H*(G,A) la H*(H, B) dupa cum
urmeaza:

Fiind dat un morfism de inele R — S si S-module stangi M, N, avem un morfism
canonic Ext§(M, N) — Exti(M, N), structura de R-module pe M, N fiind cea obtinuta
prin restrictia scalarilor. Aplicand asta pentru morfismul Ay — Ag indus de ¢ si
M =7, N = A, obtinem un morfism de la H*(G, A) la H*(H, A). Compunand apoi cu
morfismul H*(H, A) — H*(H, B) indus de morfismul de H-module f : A — B, obtinem
aplicatia cautata.

Analog, daca (f, ) este pereche compatibila, avem un morfism indus H,(H, B) —
H,(G,A), notat cu @Z;.

Sa observam ca daca reprezentam clasele de coomologie prin cocicli neomogeni ca in
sectiunea precedenta, atunci morfismul in coomologie indus de o pereche cocompatibila
(f, ) este cel obtinut dupa factorizarea prin coborduri din morfismul de la Z™(G, A) la
Z"™(H, B) definit prin

a— foaop" Yae Z"(G,A),
unde ™ : H" — G™ este produsul a n copii ale lui (.

Cateva exemple importante de morfisme induse de perechi (co)compatibile:

Orice morfism de grupuri ¢ : H — G este atat cocompatibil cat si compatibil cu
identitatea pe G-modulul A, unde ca pana acum, structura de H-modul va fi cea data
de restrictia scalarilor prin morfismul Ay — Ag indus de ¢. Morfismul H*(G, A) —
H*(H, A) in coomologie ce se obtine astfel se numeste restrictie (in coomologie), iar cel
in omologie, care merge de la H,(H, A) la H,(G, A), se numeste corestrictie (in omologie).
In particular, aceste exemple functioneaza dacd H < G §i ¢ este incluziunea. Pentru
restrictie folosim notatia Resg, sau Resg, g, sau numai Res cand este clar la ce morfism
de grupuri ne referim, iar pentru corestrictie folosim notatia Corfl, sau Corg, g, sau Cor.

Pe de alta parte, fie H < G un subgrup normal, si ¢ : G — G/H proiectia. Daca A
este un G-modul, G/H actioneaza pe A”. Daca f: A — A este incluziunea, se vede
imediat c# (f, ) este pereche cocompatibild. Vom avea deci un morfism H*(G/H, A?)
la H*(G, A), numit inflafie. Vom nota acest morfism cu Infg7 sau Infg /g, sau pur si
simplu Inf.

Un alt exemplu interesant ni-l ofera cazul cdnd morfismul ¢ este un automorfism
interior al lui G. Fie s € G un element, si ¢ : G — G conjugarea cu s: t +— sts™ L.
Daca A este un G-modul, fie f : A — A automorfismul grupului abelian A definit prin
f(a) = s7la (actiunea elementului s=! pe A). C&a (f,¢) este o pereche cocompatibila
se verifica imediat, deci ea induce un endomorfism @? al lui H*(G, A). Afirm ca acesta
e de fapt identitatea. Asta rezultd din faptul ca endomorfismele @f constituie de fapt
o transformare naturala de o-functori (comuta cu diferentiala din girul exact lung de
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coomologie pentru siruri exacte scurte de G-module), si cum pe H? este usor de verificat
cd ® este identitatea si H*(G,—) este un d-functor universal (Teorema [1.1.4] (a)), ®
trebuie sa fie identic peste tot.

Afirmatiei de mai sus ca ® este identic i se poate da si o demonstratie directa (apare
una de exemplu in [Se2, Sectiunea VII §5]), dar tipul de argument de mai sus, ce folosegte
universalitatea J-functorului, va fi foarte util in cele ce urmeaza.

Exemplul precedent se poate generaliza. Fie H < G un subgrup normal, gi s € G un
element. Atunci s actioneaza prin conjugare pe H. Aceasta actiune va fi ¢ : H — H.
Pentru un G-modul A avem, ca si mai sus, f : A — A definit prin f(a) = s~'a. Din nou
(f, ) formeaza o pereche cocompatibila, si obtinem un automorfism al lui H*(H, A).
Variind s € G se vede ca de fapt obtinem o actiune a lui G pe H*(H, A). In sfarsit, din
exemplul precedent se vede ca H actioneaza trivial pe H*(H, A). De aici rezulta ca de
fapt avem o actiune a lui G/H pe H*(H, A). Aceasta este importanta de exemplu in
formarea aga-numitului sir spectral al extensiei de grupuri (sau Hochschild-Serre), dupa
cum vom vedea mai tarziu, in Teorema

Enuntam acum fara demonstratie un rezultat ce leaga morfismele de inflatie si de
restrictie in coomologie pe care le-am introdus mai sus. Este Propozitia 5 din [Se2,
Sectiunea VII §6].

Propozitia 1.3.3 (Sirul inflatie-restrictie). Fie G un grup, H <G un subgrup normal,
si A un G-modul. Fie de asemenea q¢ > 1 un numdr natural. Dacd H'(H, A) = 0 pentru
i = 1,q—1 (in particular, conditia este vidd dacd q = 1), atunci urmatorul gir este
exact:
0 — HYG/H,AT) ™ ga(G, 4) 25 HoH, A) (1.3.1)

Acum vom schimba ugor contextul. Am introdus mai sus restrictia H*(G,A) —
H*(H, A) in coomologie, si corestrictia H,(H, A) — H,(G, A) in omologie. Cand H < G
este subgrup de indice finit, sagetile pot fi inversate: vom descrie mai jos un morfism de
corestrictie H*(H, A) — H*(G, A) in coomologie pentru un G-modul A, si un morfism
de corestrictie H.(G,A) — H.(H, A) in omologie.

Fie deci G un grup si H < G un subgrup de indice finit n. Alegem in G un sistem
si, i = 1,n de reprezentanti la stAnga modulo H. Pentru orice G-modul A, vom considera
urmatorul endomorfism de grupuri abeliene:

n
Ng/p(a) = Zsia, Va € A. (1.3.2)
i=1

Ca de obicei, daca este clar la ce grupuri ne referim, notam pur si simplu N. Daca a € AH
(cu alte cuvinte a este element fixat de H), atunci se vede imediat cd N(a) € A9. Avem
astfel o transformare naturald de la functorul HO(H,—) (pe Ab%) la H°(G,—). Am
vrea sa extindem aceasta transformare la intreg o-functorul H*(H,—) (din nou, acesta
e considerat aici un é-functor pe Ab°, bu pe AbH ). Ca putem face asta va rezulta din
lucruri generale asupra é-functorilor pe care le reamintim mai jos.

Vom spune ca un functor aditiv F' : A — B intre categorii abeliene este efasabil (din
fr. effagable) daca orice obiect a din A admite un monomorfism u : a — a’ cu T'(u) = 0.
Analog, spunem ca este coefasabil (coeffacable) daca orice obiect a € A admite un
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epimorfism v : @’ — a cu T'(u) = 0. Rezultatul care ne intereseaza este urmatorul ([Gr,
11, 2.2.1]):

Teorema 1.3.4. Daca T = (Ti)izo este un O-functor cu proprietatea cd toti T%, i > 1
sunt efasabili, atunci T este un d-functor universal.

Folosind teorema de mai sus, pentru a extinde transformarea H°(H,—) — H°(G, —)
data de “norma” N la o tramsformare de d-functori de la H*(H,—) la H*(G,—) va
fi suficient s aritam ci toti H'(H,—), i > 1 sunt efasabili pe Ab®. Asta deoarece
atunci teorema spune ca H*(H, —) este universal, si extinderea se poate face (unic). Ca
H'(H,—), i > 1 sunt efasabili pe Ab® este insi usor de aritat: pentru ci Ag este plat
(liber chiar) la dreapta peste Ap, modulele injective peste Ag sunt injective si peste Ay
(structura lor de H-module fiind cea data de restrictia scalarilor). Cum orice G-modul
se poate scufunda intr-unul injectiv (rezultat binecunoscut, valabil pentru module peste
orice inel; [Roll, Teorema 3.27], de exemplu), asta ne va da concluzia dorita.

Avem deci o transformare de d-functori pe Ab® de la H*(H,—) la H*(G,—). Cum
spuneam la Inceput, vom numi aceasta transformare corestrictie, si o vom nota cu Corg,
sau Corg, g, sau Cor, daca nu exista pericol de confuzie. Un rezultat interesant si util
in aplicatii este urmatorul:

Propozitia 1.3.5. Fie G un grup st H < G un subgrup de indice n. Atunci Cor o Res
pe H*(G, —) este inmultirea cu n.

Demonstratie. Cor o Res este prin constructie o transformare naturala de d-functori. La
fel, inmultirea cu n este o transformare de J-functori. Cum H*(G, —) este universal pe
AbY (Teorema m, (a)), cele dous transformari coincid daca ele coincid pe H?. Dar
asta se constata imediat din definitiile restrictiei si corestrictiei. |

In mod analog se poate trata si omologia. Cu aceleasi notatii introduse Inaintea
definitiei normei , definim aplicatia
n
N'(a) = Zsfla, Va € A. (1.3.3)
i=1
E usor de vazut ca acest endomorfism induce unul de la Ag la Ag, si un argument analog
celui folosit pentru definitia corestrictiei arata ca putem extinde aceasta transformare
Hy(G,—) — Hy(H, —) in mod unic la o transformare de d-functori pe Ab“ de la H, (G, —)
la H,(H,—). Vom numi aceastd transformare restrictia in omologie, i o notam ca si
pana acum cu Resg, sau Resg,/pr, sau Res. Propozitia are de asemenea un analog
in omologie.
Aceste constructii ficute in cazul cand indicele lui H < G este finit pot fi obtinute
dupa o reformulare si ca fiind induse de o pereche cocompatibild (sau compatibila in
cazul omologiei). Dam mai jos detalii.

Fie R — S un morfism de inele. Pentru orice S-modul stang N, pHom(S, N) are o
structura de S-modul stang data de (sf)(t) = f(ts) pentru s,t € S. Are loc urmatorul
rezultat simplu (a carui demonstratie o includem, fiind foarte scurta):
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Propozitia 1.3.6 (Lema lui Shapiro). Fie M un S-modul sting. Daca S este proiectiv
ca R-modul stang, atunci avem un izomorfism canonic de d-functori pe categoria pM a
R-modulelor stangi

Extp(M, —) = Extg(M, gHom(S, —)), (1.3.4)

unde pentru un S-modul stang N, gHom(S, N) are structura de S-modul stang data de

(sf)(t) = f(ts), Vs, t € S.

Demonstratie. Pentru *x = 0 izomorfismul este binecunoscut, fiind pur si simplu adjunctia
dintre restrictia scalarilor de la S'la R (adjunctul stang) si pgHom(S, —) (adjunctul drept).
Pentru ca S este proiectiv la stdnga peste R, S-modulele stangi proiective sunt proiective
si peste R. Asta inseamna ca cei doi functori pot fi calculati dintr-o rezolutie proiectiva
a lui M peste S aplicand termenilor rezolutiei functorii in prima variabila pHom(—, —)
si sHom(—, grHom(S, —)), care am observat deja ca sunt izomorfi natural. [ |

Aplicand propozitia in cazul cand R — S este incluziunea Ay — Ag indusid de
incluziunea H < G, obtinem Lema lui Shapiro pentru coomologia grupurilor:

H*(H,A) = H*(G,M§(A)), VA € Ab", (1.3.5)
unde pentru un H-modul A prin ME(A) desemnam G-modulul A, Hom(Ag, A).

In cazul cind H < G are indice finit si A este G-modul, avem o aplicatie o de la
M§(A) la A definita prin

f = Zsif(si_l)7
=1

unde s; € G formeaza un sistem de reprezentanti la stinga modulo H. Se vede ci « este
de fapt morfism de G-module (care de fapt nu depinde de sisyemul (s;)), deci (1¢, @) este
pereche cocompatibild. Avem asadar o compunere de morfisme de d-functori pe Ab®:

H*(H, =) = H*(G, M§(-)) — H"(G,-).
Se verifica imediat faptul ca aceasta este chiar corestrictia in coomologie, fiind suficient
sa facem verificarea pentru H.

Din nou, rationamente analoage se pot face gi pentru omologie. Se foloseste o alta
versiune a Lemei lui Shapiro, in care Tor ia locul lui Ext i S® g — ia locul lui pgHom(S, —).

1.4. Produse cup. Vom arata cd exista o transformare naturala de la bifunctorul
HP(G,—)® HI(G,—) — HPT(G, — ® —) (toate produsele tensoriale sunt peste Z) cu
proprietati analoage produsului cup din coomologia singulara. Imaginea unui element
de forma £ @ n € HP(G, A) ® HI(G,B) in HPT9(G, A ® B) se va numi produsul cup al
claselor de coomologie £ € HP(G, A) sin € HY(G, B), si o vom nota pur si simplu cu £7.

Pentru a arata ca exista o asemenea transformare naturalda vom folosi notiunea de
modul coindus, introdusa in Deﬁni@ia si scufundarea naturala A — A = Hom(A, A)
din observatia de la sfarsitul acelei subsectiuni. Am vazut in Propozitia[I.1.6]ca obiectele
coinduse sunt aciclice. Avem atunci, pentru fiecare G-modul A, o rezolutie canonica
aciclica in Ab“

C'(A)=0—A— 1y — L — ...,
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Cu Iy = A, I, este modulul coindus asociat conucleului aplicatiei naturale A — I, etc.
Fiind o rezolutie aciclica, ea poate fi folosita pentru a calcula functorii derivati H*(G, A).
De asemenea, se observa ca ea este functoriala in A: pentru orice morfism de G-module
A — B avem un morfism de complexe de la rezolutia C*(A) la C*(B) compatibil cu
morfismul dat.

S& observim acum ci incluziunea canonicad A — Iy = A spliteaza peste Z. Cu alte
cuvinte, A se scufundd ca un sumand direct in grupul abelian A. Un sumand com-
plementar din A = Hom(A, A) este, de exemplu, multimea tutror acelor morfisme de
grupuri abeliene de la A la A care se anuleaza in elementul unitate al grupului. Rezulta
de aici ca rezolutia C*(A) este omotopa cu zero peste Z, si deci ca si produsul tensorial
de complexe C*(A) ® C*(B) este omotop cu zero. In particular, C*(A) ® C*(B) este o
rezolutie a lui A ® B. Avem atunci un morfism de complexe de la C*(A4) ® C*(B) la o
rezolutie injectiva in Ab® a lui A ® B, unic pand la omotopie. Acesta induce atunci un
morfism

H*(C*(A)®C*(B)) — H*(G,A® B).
Compunand cu morfismele naturale
HP(G,A) @ HY(G, B) = H?(C*(A)) ® HY(C*(B)) — H""(C*(A)® C*(B)), p,q €N,
obtinem morfismul cautat
HP(G,A)® HY(G, B) — HPT(G,A® B), (1.4.1)

si functorialitatea in A gi B rezultd imediat din constructie. De asemenea, se vede ca
atunci cand in avem p = ¢ = 0, morfismul gisit este cel natural de la AY @ B
la (A® B)C.

Produsele cup se pot de fini si concret, la nivel de colanturi. Vom folosi notatiile din
Sectiunea (1.2 Daca lucram cu rezolutia standard P, introdusa acolo, atunci fie f,g
cocicli care reprezinta clasele £ € HP(G, A) sin € H1(G, B). Atunci £n este reprezentat
de cociclul fg, definit prin

(f9) (50,81, Sprq) = f(50,--58p) @g(Sps -+, Sptq), Vsi € G. (1.4.2)

Daca pe de alta parte lucram cu cocicli neomogeni si ca mai sus £, n sunt reprezentate
de cociclii f € CP(A) si respectiv ¢ € C4(B), atunci &n este reprezentata de fg €
CPT1(A ® B), unde

(fa)(s1,. .y 8prq) = f(S1,...,5p) ® spg(.s;lserl, cee sglserq). (1.4.3)

Se poate arata ca cele doua definitii coincid. Pentru constructia produsului cup pentru
aga-numitele grupuri de coomologie Tate H", n € 7Z facem referire la [CEY, Sectiunea
IV §7], sau la [CE, Cap. XII]. In cazul n > 1 grupurile de coomologie Tate sunt cele
obignuite cu care lucram aici, si se recupereaza cea de-a doua definitie data mai sus.
Enuntam mai jos cateva proprietati ale produsului cup pentru care se poate consulta tot
[CE], Cap. XII] (unele dintre acestea se verifica imediat folosind definitia datd mai sus).

Teorema 1.4.1. Fie G un grup si A, B,C trei G-module. a,b sunt elemente din
HP(G, A) si respectiv H1(G, B), iar Cor si Res desemneaza corestrictia si restrictia in
raport cu un subgrup H < G. Produsul cup are urmdtoarele proprietdti:
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(a) Este asociativ, daca identificam in mod canonic (A® B)® C cu A® (B® C).
(b) Este graduat-comutativ: ba = (—1)P%ab daca identificaim B ® A cu A® B.

(c¢) Res(ab) = Res(a)Res(b).
(d) Cor(aRes(b)) = Cor(a)b.

Incheiem cu observatia ci daci avem un morfism de G-module de la A® B la C, atunci
morfismul de mai sus se poate compune cu cel natural de la HPT9(G, A ® B) la
HP'(G, C), obtinand astfel o generalizare a produsului cup. Daci A este de pilda un inel
pe care actioneaza G (prin automorfisme de inele), atunci avem o inmultire (asociativa)

pe H*(G,A) = @ H'(G, A), care este graduat-comutativi daci A este inel comutativ.
i>0

1.5. Coomologie necomutativa. Pana acum am considerat actiuni ale unui grup G
pe un grup abelian A. Acum vom extinde definitia grupurilor de coomologie H® si H!
la cazul cand G actioneazi prin automorfisme pe un grup nu neaparat comutativ A. H°
este grup, dar H' va fi in general numai o “multime punctata”, adicd o multime cu un
element distins. Vom vedea apoi ca se pastreaza partial proprietatea coomologiei de a fi
o-functor, adica pentru un sir exact scurt de G-module necomutative

1—A—B—(C—1

se pastreaza o portiune initiala a sirului exact lung de coomologie, daca dam o definitie
convenabila notiunii de sir exact in categoria multimilor punctate.

Fie deci A un G-modul necomutativ, adica un grup pe care G actioneaza la stanga
prin automorfisme. Vom nota actiunea cu G' x A > (s,a) — *a. H°(G, A), notat si
A% va fi, ca si in cazul comutativ, multimea elementelor fixate de G. Desigur, este un
subgrup al lui A.

Vom numi 1-cociclu o aplicatie @ : G — A notata s — as cu porprietatea
ast = asay, Vs, t € G.
Vom spune ca doua cocicluri a, b sunt omoloage daca exista un element a € A astfel incat
by = a tassa, Vs € G.

Se verifica usor faptul ca omologia intre cocicluri este o relatie de echivalenta pe multimea
cociclurilor. Multimea claselor de echivalenta de cocicluri modulo omologie se noteaza
cu H'(G, A), si se numeste prima multime de coomologie a Iui G cu valori in A. Ca si
H°, H'(G, A) este o multime punctati, avand ca element distins clasa cociclului constant
egal cu elementul unitate al lui A. Cand A este comutativ, aceastd multime punctata
este chiar cea subiacents grupului clasic de coomologie H'(G, A), deci cele dous notiuni
coincid 1n cazul comutativ.

Inainte sa enuntam rezultatele analoage sirului exact lung de coomologie anuntate mai
sus, avem nevoie de urmatoarea definitie:

Definitia 1.5.1. Un sir (X,z) — (Y,y) — (Z, 2) de aplicatii de multimi punctate se
numeste exact in Y daca imaginea lui X in Y coincide cu preimaginea lui z € Z.

Un sir de mai multe aplicatii de multimi punctate se numeste ezact daca este exact in
fiecare termen (care nu se afla intr-unul din capetele girului).
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Propozitiile anuntate sunt urmatoarele:

Teorema 1.5.2. Fie
1—A—B—C—1

un §ir exact scurt de G-module, nu neaparat comutative. Avem atunci un gir exact lung
de multimi punctate:

1 A% - BY - % % HYG, A) —» HY(G,B) — HY(G,C). (1.5.1)
Daca A este subgrup central al lui B in propozitia precedenta, putem spune mai mult:

Teorema 1.5.3. Dacd in Teorema A este subgrup central al lui B, atunci girul
se poate prelungi la dreapta cu incda un morfism

HY(G,C) 25 H2(G, A), (1.5.2)
formand tot un sir exact de mullimi punctate.

Pentru demonstratii, care consta intr-o serie e verificari simple (odata ce am definit
aplicatiile 0, A), facem trimitere la [Se2, Anexa Cap. VII|. Vom defini doar aplicatiile

“cobord”  gi A care apar in ((1.5.1)) si respectiv ((1.5.2]).

Fie deci ¢ € CC. c este imaginea unui element b € B. Cum c este fixat de G, elementele
b=!.%h € B apartin de fapt lui A < B. Definim 6(c) = @, cu cociclul @ dat de

as=b"1-%b, Vs € G.

Verificarea faptului ca a este intr-adevar cociclu este imediata (este chiar cobord cu valori
in B, adica in B, el este omolog cu cociclul constant egal cu unitatea lui B). b nu este
unic, dar alegeri diferite duc la 1-cocicluri omoloage, deci § este bine definita cu valori
in H.

Pentru definitia lui A, fixim o clasd din H'(G,C) reprezentatd de un 1-cociclu ¢
cu valori in C. Constructia este analoaga celei pentru d: exista elemente by € B care
se proiecteaza peste ¢, € C, pentru fiecare s € G. Definim acum cociclul neomogen
f € C*(G, A) prin

f(S,t)bSt = bssbt, VS,t € G.
Pentru ca ¢ = (¢s)seq este cociclu, in formula de mai sus f(s,t) trebuie intr-adevar
sa apartind lui A. Din nou trebuie verificat ca f este cociclu, si ca alegeri diferite ale
elementelor by duc la cocicli ce dau aceeasi clasa de coomologie. Toate acestea sunt
simple verificari.

Are sens si in cadrul necomutativ notiunea de pereche cocompatibila, si constructia
unui morfism in coomologia HY si H' indus de o pereche cocompatibili. Pentru asta se
foloseste definitia la nivel de cocicluri neomogene, care a aparut si in Sectiunea [1.3|intr-o
observatie.

Vom avea astfel, pentru orice subgrup H < G si orice G-modul necomutativ A un
morfism Resq /g de la H*(G, A) la H*(H, A) cu * = 0, 1. De asemenea, avem morfismul
de inflatie Inf/ 5 de la H*(G/H, AHYla H*(G, A), si casi in cazul comutativ, conjugarea
cuun s € G pe G si actiunea lui s7! pe A formeaza o pereche cocompatibilii, care induce
identitatea in coomologie. Avem deci, pentru orice subgrup normal H < G i orice
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G-modul necomutativ A, o actiune naturala a lui G/H pe multimile punctate H*(H, A)
(actiune prin automorfisme de multimi punctate, si de grupuri pentru * = 0).

1.6. Coomologie Galois si grupuri profinite. Pdna acum G a fost un grup discret
arbitrar. Acum vom explica pe scurt cum se extinde teoria coomologiei grupurilor la
cazul cand G este grup compact total neconex, sau, ceea ce este echivalent, grup profinit
(limita proiectiva de grupuri finite). Pentru rezultate generale asupra grupurilor profinite
se poate consulta de exemplu [MZ]. Coomologia grupurilor profinite este tratata in [Se3],
si o introducere rapida se face in [CFrl, Cap. V].

G-modulele pe care le luam in considerare in acest caz sunt acele G-module A cu
proprietatea ca actiunea G x A — A este continua in raport cu topologia profinita a
lui G gi topologia discreta a lui A. Echivalent, aceasta proprietate este echivalenta cu
conditia ca A si fie reuniunea subgrupurilor AV, unde U parcurge multimea tuturor
subgrupurilor deschise ale lui G. Numim aceste G-module discrete sau continue, sau pur
si simplu G-module, subintelegand faptul ca atunci cand G este profinit, lucram numai
cu G-module discrete.

Un mod natural de a defini coomologia H*(G, A) pentru un grup profinit G §i un
G-modul discret A (x = 0,1 cand A este necomutativ) este de a imita definitia uzuald
cu cocicluri neomogene, folosind insa numai cocicluri continue G — A in raport cu
topologia lui G de grup compact si topologia discreta a lui A. O alta definitie posibila
este urmatoarea:

Am introdus in Sectiunea (si in Sectiunea in cazul necomutativ) morfismul
de inflatie Inf : H*(G/H,A") — H*(G,A). Fie acum V < U subgrupuri deschise
normale ale lui G. Vom avea atunci un morfism de inflatie

Inf : H*(G/U, A) — H*(G/V, A).

Din naturalitatea inflatiei, obtinem un sistem inductiv atunci cand grupul normal deschis
U dscreste. Vom pune

H*(G, A) = limg H*(G/U, AY). (1.6.1)
U

Ca cele doua definitii coincid se vede imediat, observand ca multimea C"(G, A) a
tuturor functiilor continue G™ — A (ca de obicei, A are topologia discreta) este limita
inductiva, a multimilor C™(G/U, AY) cand U parcurge multimea subgrupurilor deschise
normale in G. Asta e valabil gi pentru Z™, adica submultimea lui C"™ alcatuita din acele
functii pentru care diferentiala din Sec@iunease anuleaza (sau multimea 1-cociclurilor,
asa cum au fost definite In Sectiunea cand n = 1 si A este necomutativ), etc.

Ca gi In cazul cand G era discret, avem restrictie, corestrictie, inflatie, etc. pentru
subgrupuri H < G inchise iIn G. Coomologia este §-functor pe categoria abeliana a G-
modulelor discrete comutative, avem sirul inflatie-restrictie din Propozitia [1.3.3] si avem
de asemenea si portiunea din girul exact lung de coomologie data de Teorema (si
Teorema in cazul necomutativ, dacd lucram numai cu G-module discrete.

Notiunea de coomologie a unui grup profinit apare de exemplu in contextul urmétor:

Fie G un grup algebric peste un corp k. Asta inseamné cd GG este o schema de tip finit
peste Spec(k) (notat de acum incolo cu k, daca nu exista pericol de confuzie) inzestrata cu
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morfisme de k-scheme G ®; G — G, G — G si k — G care satisfac axiomele produsului,
inversului, si respectiv unitatii intr-un grup obisnuit. Cu alte cuvinte, este un grup
in categoria k-schemelor de tip finit ([Frl Cap. II, Ex. C] pentru definitia unui grup
intr-o categorie cu produse si obiect final). Pentru fiecare extindere de corpuri K D k,
multimea morfismelor de k-scheme de la K la G (sau echivalent, multimea morfismelor
de K-scheme de la K la G xj K) are structura de grup. Vom nota aceasta multime cu
Gi; se numeste multimea punctelor lui G rationale peste K, sau cu valori in K. Daca
K D k este o extindere Galois (algebrica, separabila gi normala, dar posibil infinita),
atunci grupul Galois Gal(K /k) actioneaza in mod natural pe G.

Orice grup Galois are o structura de grup profinit, pentru ca orice extindere Galois
este reuniunea subextinderilor sale Galois finite, gi in situatia din paragraful precedent
G este un Gal(K/k)-modul discret, dupa cum se poate vedea cu ugurinta. Are deci
sens sa vorbim despre grupurile de coomologie H*(Gal(K, k), Gk ), pentru * € N daca G
este grup algebric comutativ (definitia este evidenta), si cu * = 0,1 in general.

Un exemplu ar fi G = G, schema care ne da, pentru orice extindere K a lui k, grupul
aditiv al lui K. Grupurile de coomologie sunt atunci H*(Gal(K, k), K). Se poate arata
ca acestea sunt nule pentru * > 1. Un altul este G = G,,, grupul multiplicativ al
scalarilor nenuli. Avem atunci grupurile H*(Gal(K/k), K*). Pentru « = 1 acest grup
este nul (asa-numita Teorema 90 a lui Hilbert), iar pentru * = 2 vom vedea mai tarziu
ca acest grup joaca un rol foarte important.

Pentru teoria generald a schemelor facem referire la [Ha, Cap. II] sau [Mul. Pentru o
introducere rapida in teoria grupurilor algebrice se poate consulta [Bo, Cap. AG, I].

1.7. Rezultate suplimentare. Aici enuntdm si discutam pe scurt cateva rezultate
binecunoscute ca formule Kiinneth, coeficienti universali, giruri spectrale care sunt utile
in lucrul cu (co)omologia grupurilor, etc.

Cunoscand omologia unui grup G cu valori in Z (ca G-modul trivial, ca de obicei),
putem deduce (co)omologia sa cu valori in orice modul trivial, prin intermediul formulei
coeficientilor universali. Mai precis, avem ([HSt], Teorema VI 15.1]):

Teorema 1.7.1 (Teorema Coeficientilor Universali). Fie G un grup, si A un grup
abelian, considerat ca G-modul trivial. Atunci, pentru orice numar natural n > 0 avem
urmdatoarele siruri exacte de grupuri abeliene, naturale in A si G:

0— H,(G)® A — H,(G,A) — Tor(H,_1(G),A) — 0, (1.7.1)

0 — Ext(H,-1(G),C) — H"(G,C) — Hom(H,(G),C) — 0, (1.7.2)
unde produsele tensoriale, Hom, Tor si Ext sunt peste Z. Mai mult, aceste siruri
scindeaza, dar scindarea nu este naturald in A.

Aceastd teorema reduce calculul (co)omologiei lui G cu valori intr-un G-modul trivial
la acela al omologiei cu valori in Z. Pentru doua grupuri G, H, se pune problema de
a determina H,(G x H,Z) in functie de omologia intreaga a lui G si H. Acesta este
contextul in care se enunta diverse rezultate “de tip Kiinneth” (o referinta: [Roll Cap.
11]). In cazul de fatd avem ([HST, Teorema VI 15.2])
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Teorema 1.7.2 (Teorema lui Kiinneth). Fie G, H doud grupuri. Avem atunci pentru
orice n € N un gir exact de grupuri abeliene natural in G, H

0— @ Hy(G)® Hy(H) — Hp(Gx H) — P Tor(Hy(G), Hy(H)). (1.7.3)
pt+g=n p+g=n—1

Mai mult, sirul scindeaza, dar scindarea nu este naturald.

Vom trece mai departe la studiul urmatoarei situatii: avem un grup G si un subgrup
normal H < G. Se pune problema de a obtine informatii asupra (co)omologiei lui G
cunoscand (co)omologia lui H si a lui G/H (aici coeficientii variaza; nu lucram doar
peste Z, sau doar cu module triviale). Vom vedea ca raspunsul este dat de un sir
spectral.

Pentru definitii si proprietatile elementare ale girurilor spectrale se pot consulta nu-
meroase surse. Cateva exemple: [We, Cap. 5], [Roll, Cap. 11], sau [McC, Cap. 2,3]. Ne
va interesa mai ales conceptul de gir spectral Grothendieck asociat unei compuneri de
functori, care este tratat intr-o sectiune speciald in primele doua referinte. Reamintim
pe scurt in ce consta.

Vom considera urmatoarea situatie: avem doi functori aditivi exacti la stanga F' :
A — Bgi G: B— C pentru categorii abeliene A, B, C. Presupunem cunoscuti functorii
derivati la dreapta RF™* si RG™* ai lui F i G, si am vrea ca de aici sa obtinem ceva despre
functorii derivati R*(GF') ai compunerii GF : A — C. Avem atunci urmatorul rezultat
(IRoll Teoremele 11.38, 11.39]):

Teorema 1.7.3 (Sirul spectral Grothendieck). Fie U : A — B i V : B — C functori
aditivi intre categoriile abeliene A, B, C.

Presupunem ca U,V sunt exacti la stanga, si ca A si B au suficiente obiecte injective,
adica orice obiect este subobiect al unuia injectiv. De asemenea, presupunem ca U aplica
orice obiect injectiv intr-unul V-aciclic (adica obiect B € B cu proprietatea ca RPV (B)
este nul pentru p > 1). Existd atunci un sir spectral de tip coomologic

EPY = RPV(RIU(A)) = RPH(VU)(A). (1.7.4)

Dual, daca U,V sunt exacti la dreapta, A si B au suficiente obiecte proiective (orice
obict este un obiect factor al unuia proiectiv), si U aplicd obiectele proiective in obiecte
V -aciclice, atunci exista un gir spectral de tip omologic

E} = LV (LaU(A)) = Lpyq(VU)(A). (1.7.5)

Fixam acum un grup G si un subgrup normal H < G. Vom aplica teorema de mai sus
cu A = AbG, B = AbG/H i C = Ab. Desigur, toate aceste cateogrii au suficiente obiecte
proiective si injective, fiind chiar categoriile modulelor stangi peste inelele Z[G|, Z|G/H],
si respectiv Z. In primul caz, cel coomologic, functorul U va i A — AH jar V va fi
B — BS/H_ Evident, ei sunt exacti la stanga, si compunerea lor VU este A — AC.
In cazul omologic, U este A — Ap si V este B — Bg/g- Sunt exacti la dreapta si
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compunerea lor este A — Ag. Functorii derivati la dreapta (resp. stanga) in cele doua
situatii dau exact coomologia (resp. omologia).

Pentru a putea aplica teorema de mai sus, ar mai trebui sa verificim acum ca in primul
caz, pentru un G-modul injectiv I, I'! este G//H- coomologic aciclic. Analog, trebuie
sa aratam ca pentru un G-modul proiectiv P, Py este G/H-omologic aciclic. Pentru a
fixa ideile, dam argumentul in cazul coomologic; demonstratia duala decurge intru totul
analog. Am vazut in remarca de dupa Propozitia ca orice G-modul I se scufunda
in G-modulul coindus I = Hom(Ag, I) (definitiile sunt in Sectiunea . Daca I este
injectiv, atunci scufundarea in cauzi scindeaza. Functorul U : A — A se calculeaza
separat pe sumanzi cand A este suma directda de G-module, deci pentru a obtine concluzia
dorit# este suficient s& aritam ci orice G-modul coindus X = Hom(Ag, X) (X un grup
abelian) este trimis de U intr-unul G/ H-aciclic. Dar se vede imediat din definitii cd UX
este chiar Hom(Ag g, X), adica un G//H-modul coindus. Stim din Propozitia ca
modulele coinduse sunt aciclice, deci am obtinut ce doream. Acum putem enunta

Teorema 1.7.4 (Lyndon-Hochschild-Serre). Fie G un grup, H < G un subgrup normal,
si A un G-modul. Avem atunci urmdtoarele siruri spectrale, primul de tip coomologic,
tar al doilea de tip omologic:

EY" = HY(G/H, HI(H, A)) = H'1(G, A), (1.7.6)

E.,=H,(G/H,Hy(H,A)) = Hy (G, A). (1.7.7)

Observatia 1.7.5. In teorema de mai sus, actiunea lui G/H pe H*(H, A) este cea
naturald introdusa in Sectiunea in discutia despre comportamentul (co)omologiei
cand morificam grupul G.

O consecinta imediata este sirul exact cu 5 termeni (“five-term exact sequence”) din
(co)omologia grupurilor ([Roll, teoremele 11.42, 11.43)):

Corolarul 1.7.6. In ipotezele teoremei precedente, avem urmatoarele siruri exacte:
0 — HY(G/H, A" — HY(G,A) — H'(H, A" - H*(G/H, AT) - H*(G, A)
(1.7.8)
HQ(G, A) — HQ(G/H, AH) — Hl(H, A)G/H — Hl(G, A) — Hl(G/H, AH) — 0 (179)

Observam ca (|1.7.8) da o formulare mai precisa a girului inflatie restrictie ce a aparut
in Propozitia in cazul ¢ = 1. Cazul general se obtine si el usor folosind girul spectral
Hochschild-Serre.
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2. APLICATII

2.1. H', H? si extensii. Vom da aici citeva aplicatii ale inei teoreme a lui Schreier,
care afirma ci H?(G, A) clasifici extensiile de grupuri ale lui A prin G. In acest context,
elementul trivial al grupului abelian H2(G, A) 1l joac& produsul semidirect al lui A cu
G indus de actiunea lui G pe A dati initial. Vom vedea apoi ce rol joacd H' in teoria
extensiilor de grupuri. Nu demonstram aceste rezultate in detaliu. Ca referinta se poate
consulta de pilda [Roll, Cap. 5, 10, 11].

Ca gi pana acum, A va fi un G-modul (intotdeauna abelian, dacd nu precizam con-
trariul). Cand A este abelian folosim fara nici o restrictie atat notatia aditiva cat si cea
multiplicativa pentru operatia lui A. Ne intereseaza urméatoarele obiecte:

Definitia 2.1.1. O extensie a lui A prin G este un sir exact de grupuri de forma

(E):1—A-SE-LG—1, (2.1.1)

astfel incat actiunea prin conjugare a unui element e € F pe A < FE si fie actiunea data
a lui p(e) € G pe A.

Acestea sunt obiectele pe care vrem si le clasificam, fiind dat G-modulul A. Vom
introduce pe multimea lor o relatie de echivalenta, si clasificarea se va face pentru clasele
de echivalenta.

Definitia 2.1.2. Doua extensii (F) si (E’) ca in definitia precedenta se numesc echiva-
lente daca exista un morfism ¢ : E — E’ care face urmatoarea diagrama comutativa:

1 A - B -G 1
11A [ 1|G
1 - A - E' - G -1

Observatia 2.1.3. Se remarca imediat ca un morfism f ca in definitia aceasta trebuie
sa fie de fapt izomorfism.

O extensie (E) ca in Definitia se va numi triviala daca p este o retractie, adica
exista un morfism z : G — E astfel incat pox = 1. Cu alte cuvinte, girul (E) trebuie
s& scindeze. In acest caz E se mai numeste si produsul semidirect al lui A prin G,
subintelegandu-se aici actiunea lui G pe A. Desigur, notiunea de produs semidirect are
sens gi dacd G-modulul A este necomutativ.

Vom nota multimea claselor de echivalentd de extensii ale lui A prin G cu Ext(G, A).
Clasa unei extensii triviale o vom nota cu 0 € Ext(G, A) (toate extensiile triviale sunt
echivalente). Enuntam acum rezultatul de clasificare anuntat:

Teorema 2.1.4 (Schreier). Ezistd o bijectie intre H*(G,A) si Ext(G, A) astfel incat
0 € H%(G, A) corespunde lui 0 € Ext(G, A).
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Vom reaminti pe scurt felul In care se construieste bijectia. Vom folosi notatiile
din Sectiunea pentru cocicli si coborduri neomogene, anume Z"(G, A) si respectiv
B"(G, A). Pe noi ne intereseaza aici cazul n = 2.

Presupunem data o extensie (E) ca in . Alegem o sectiune x pentru p. x este o
functie de la G la E astfel incat pox = 1¢, dar nu este neaparat un morfism de grupuri.
Vom presupune si ca z este normalizata, adica x(1) = 1. Din faptul ca p este morfism
insa (si din faptul ca A este nucleul lui p), deducem existentd unei functii f : G xG — A
astfel Incat

z(s)x(t) = f(s,t)x(st), Vs, t € G.
Se verifica imediat faptul ca f este 2-cociclu, folosind asociativitatea produsului din G
(se calculeaza z(stu) in doud moduri). De asemenea, f este normalizat in sensul ca
f(1,s) = f(s,1) =0, Vs € G. Se arata apoi ca extensii echivalente dau nagtere unor
cocicli omologi (cu aceeasi clasa de omologie). De asemenea, o extensie triviala da nastere

clasei triviale de coomologie: se alege x morfism de grupuri, si atunci cociclul asociat f
este identic nul. Avem deci o functie de la Ext(G, A) la H*(G, A).

Reciproc, pornim cu un cociclu f. Orice cociclu este omolog cu unul normalizat: e
suficient s& adunam la f cobordul unui colant din C*(G, A) care in 1 € G ia valoarea 0.
Putem deci presupune ca f este normalizat. Atunci construim urmatoarea extensie (F)
ca in :

Ca multime, F = A x GG. Produsul este definit prin
(a,)(b,8) = (a+ b+ f(s,8), st).

Se verifica faptul ca inmultirea este asociativa, si ca avem un element neutru, si ca
elementele sunt inversabile. Incluziunea A — F este a — (a, 1), si proiectia E — G este
(a,s) — s. Acum se arata ca doi cocicli normalizati omologi dau extensii echivalente, si
obtinem deci o aplicatie de la H?(G, A) la Ext(G, A). Mai mult, se verifica imediat ca cele
doua constructii facute sunt inverse una alteia, deci obtinem intr-adevar o bijectie intre
cele doud multimi. Se vede si ca extensia corespunzatoare clasei triviale de coomologie
este triviala.

Observatia 2.1.5. Teorema lui Schreier functioneaza si in cazul cand G este profinit,
daca ne marginim la G-module discrete finite. Asta rezulta din existenta unei sectiuni
continue pentru orice morfism surjectiv de grupuri profinite ([Se3, Sectiunea 1.2, Prop.

1]).

Vom considera acum extensii triviale. Vrem sa clasificam automorfismele ¢ : E — E
ca in Definitia[2.1.2] care conserva structura extensiei. Le vom numi pe acestea automor-
fisme stabilizatoare, si notam multimea lor cu Stab(FE). Ea este grup cu compunerea,
si notam cu Stabg(E), grupul automorfismelor interioare care stabilizeaza extinderea
scindata (F).

Grupul E este ca multime A x G, cu inmultirea data de

(a,s)(b,t) = (a+ °b, st).

Un morfism stabilizator ¢ trebuie sa fie de forma (a, s) — (a + h(s),s), unde h: G — A
este o functie. Pentru ca ¢ sa fie morfism, este necesar si suficient ca h sa fie 1-cociclu
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(se traduce pur si simplu asociativitatea lui ¢ intr-o proprietate a lui h, care va fi exact
conditia de 1-cociclu). Pe de alta parte, pentru ca ¢ sa fie automorfism interior, este
necesar si suficient ca h sa fie cobord, adica de forma h(s) = *ag — ag pentru un ag € A:
daca h este de forma asta atunci ¢ este conjugarea cu (—ag, 1), i reciproc, daca ¢ este
conjugarea printr-un element (b, t), atunci h(s) + b este functie constanta in s, deci h(s)
va fi chiar —*b+ b. Din definitia bijectiei dintre 1-cociclii Z*(G, A) si Stab(E) vedem c&
ea este de fapt morfism de grupuri. Avem deci:

Teorema 2.1.6. Fie A un G-modul si (E) extensia triviald corespunzatoare. Ezista un
izomorfism de grupuri Z'(G, A) = Stab(E) care aplicd subgrupul BY(G, A) < ZY(G, A)
pe grupul Stabg(G) al automorfismelor interioare care stabilizeaza (E). Avem deci un

izomorfism intre H' (G, A) si Stab(E)/Stabg(FE).

Observatia 2.1.7. De fapt, un izomorfism intre grupul automorfismelor care stabi-
lizeazd o extensie E a lui A prin G si Z1(G, A) exista chiar daci extensia nu este triviala.
Demonstratia este foloseste aceeasi idee ca discutia de mai sus, numai ca in loc sa privim
G ca subgrup al lui F, lucram cu o sectiune pentru proiectia £ — G.

In particular, se vede ca grupul automorfismelor stabilizatoare pentru o extensie a lui
A prin G este abelian gi nu depinde decat de actiunea lui G pe A, si nu propriu-zis de
extensia £ — G.

Ca o consecinta a acestor teoreme de clasificare i a calculelor asupra restrictiei si
corestrictiei din Sectiunea [1.3| avem urmatorul rezultat:

Propozitia 2.1.8 (Lema Schur-Zassenhaus). Fie G un grup finit, si A. Daca ordinele
n = |G| si m = |A| sunt prime intre ele, atunci orice extensie E a lui A prin G scindeazd.
Mai mult, complementele lui A in E (adica subgrupurile lui E care se aplica izomorf pe
G prin E — G) sunt conjugate.

Demonstratie. Teoremane spune ci prima afirmatie este echivalents cu H?(G, A) =
0. Cum G este finit, avem un morfism de corestrictie de la coomologia grupului trivial 1 la
cea a lui GG; in cele ce urmeaza Cor = Cor?, si la fel pentru restrictie. Din Propozit_;ia
stim cd avem Cor o Res pe H?(G, A) este inmultirea cu n = |G|. Este de asemenea
morfismul nul, pentru c& factorizeaza prin 0 = H?(1, A). Pe de alti parte, cum m = |A|
este prim cu n, inmultirea cu n este un izomorfism pe A si deci si pe H?(G, A) (din
functorialitate in A). Rezulta de aici ci H?(G, A) este intr-adevar nul, c.c.t.d.

Folosind Teorema [2.1.6], se vede ca ultima afirmatie din enunt este echivalenta cu a
arata cd H'(G,A) = 0. Demonstratia este perfect analoaga celei de mai sus, pentru
H?. |

Observatia 2.1.9. In afirmatia lemei se poate renunta la ipoteza ca A si fie abelian,
obtinandu-se astfel Teorema Schur-Zassenhaus, dar rezultatul devine considerabil mai
dificil.

Introducem acum urmatorul concept:

Definitia 2.1.10. dimensiunea coomologicd a unui grup G, notata cd(G), este cel mai
mare numar natural n pentru care existd un G-modul A cu H"(G, A) # 0.
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Observatia 2.1.11. In mod analog se poate introduce si dimensiunea omologica, folosind
omologia in locul coomologiei.

Observatia 2.1.12. Din Lema lui Shapiro (Propozitia|l.3.6) rezulta imediat ca cd(H) <
cd(G) pentru orice subgrup H < G.

Vom vedea acum ca grupurile libere au dimensiune coomologica 1. Se observa ca ea
este cel putin 1 pentru un grup liber (netrivial) G, pentru ca G admite morfisme nenule
in orice grup, iar H'(G, A) = Hom(G, A) pentru un G-modul trivial A. Avem mai intai
urmatorul rezultat simplu:

Lema 2.1.13. Fie G un grup si n > 1 un numdar natural. Daca H"(G,A) = 0 pentru
orice G-modul A, atunci cd(G) <mn — 1.

Demonstratie. Trebuie sa arat ca H™ (G, A) = 0 pentru orice G-modul A si orice m > n.
Este suficient sa arat pentru m = n + 1, pentru ca dupa aceea se foloseste inductie.
Scudundam A intr-un G-modul aciclic I (un G-modul injectiv de exemplu, sau in G-
modulul aciclic A folosit in repetate randuri paa acum), si obinem un sir exact sucrt de

G-module
0—A—I—I/A—0.

Aplicand sirul exact lung de coomologie si folosind faptul ca I este aciclic, vom obtine
H™(G,A/I) = H""}(G, A). Concluzia rezultd de aici. [ ]

Teorema 2.1.14. Un grup liber netrivial G are dimensiune coomologica 1.

Demonstratie. Am observat deja mai sus c& dimensiunea coomologica este cel putin 1.
Din Lema rezultd ca e suficient si aratdm ci H2(G, A) = 0 pentru orice G-modul
A. Dar din Teorema [2.1.4] stim c& asta eechivalent cu faptul ca toate extensiile prin G
scindeaza, ceea ce este evident: o sectiune a unui morfism surjectiv £ — G se definegte
pe o familie liberd de generatori pentru G. |

Mult mai dificila este reciproca acestei teoreme: grupurile de dimensiune coomologica
1 sunt libere. A fost demonstrata in ipoteza ca grupul in cauza este finit generat in [St],
si complet in [Sw].

2.2. Sirul spectral asociat unei acoperiri. Vom vedea aici cum putem face legatura
dintre grupurile de (co)omologie singulara ale unui spatiu topologic X (cu proprietatile
necesare) si cele ale acoperirii sale universale X. Rezultatul va fi sub forma unui sir
spectral in care apare si (co)omologia grupului fundamental 71 (X). Voi avea nevoie de
chestiuni de baza despre hiperomologie, pentru care fac trimitere la [Wel, 5.7].

X va fi un spatiu topologic conex prin arce, local conex prin arce, si semilocal simplu
conex. Vom desemna acoperirea sa universala prin 7 : X — X. Grupul fundamental
m1(X) actioneaza pe X, deci si pe complexul C,(X) al lanturilor singulare ale lui X.

Mai mult, se vede ca pentru feicare n € N, C™(X) este un G-modul liber. Rezultatul
care ne intereseaza este
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Teorema 2.2.1. Fie A un gru abelian. Atunci au loc urmdatoarele:
(a) Exista un gir spectral de tip omologic

B}, = Hy(m(X), Hy(X,A)) = Hyr (X, A). (2.2.1)
(b) Ezista un sir spectral de tip coomologic

EY? = HP (1 (X), HY(X, A)) = HPTY(X, A). (2.2.2)

Demonstratie. Demonstram (a), (b) fiind analog. Rezultatul este o consecinta a faptului
ca exista doua siruri spectrale de tip omologic care converg la hiperomologia unui complex
marginit inferior asociata unui functor exact la dreapta ([We, Prop. 5.7.6]).

Functorul exact la dreapta pe care il folosim este F' : Ab¢ — Ab dat de B — Bg
pentru orice G-modul B. Complexul este

Co=...— C1(X,A) — Cy(X,A) — 0.

Cele doua siruri spectrale care converg la hiperomologia Hy,,(C) date de [Wel, Prop.
5.7.6] sunt pe de o parte Hp(mi(X), Hq(X, A)), care apare in enunt, si pe de alta parte
H,(H,(m1(X),C,)). Cum insid am observat mai sus ci C,(X) sunt G-module libere,
G-modulele C,,(X, A) sunt G-module induse, deci omologic aciclice (Propozitia .
Rezulta ca termenii celui de-al doilea sir spectral sunt nuli pentru g > 0; pentru ¢ = 0

se vede ca el dau exact omologia complexului C,(X, A), deci omologia singulara a lui
X. |

Corolarul 2.2.2. Daca acoperirea universala X este spatiu contractibil, atunci pentru
orice grup abelian A avem
(CL) H*(X7 A) = H*(T('l(X), A)l

Observatia 2.2.3. In acest corolar apare coomologia lui G cu valori intr-un G-modul
trivial. El se poate generaliza la G-module arbitrare A, caz in care trebuie sa folosim
coomologia lui X cu valori in sistemul local de coeficienti dat de G-modulul A ([Hat],
Anexa 3.H]).

Demonstratie. Pentru ¢ X este contractibil, ambele siruri spectrale din teorema prece-
denta au termeni nuli pntru ¢ > 1, si pentru ¢ = 0 termenii sunt Hy(m(X), A) si
respectiv HP (m1(X), A). [

Vom vedea acum cateva aplicatii ale acestor rezultate la probleme de topologie. Pentru
asta, voi avea nevoie si de grupurile de coomologie ale grupurilor ciclice finite. Notez cu
Z/n grupul ciclic d ordin n. Daca s este un generator al acestuia, ae sens sa consideram
pentru fiecare Z/n-modul A inmultirea cu elementul D = s — 1 € A, pe care o notam
n—1

tot cu D, gi inmultirea cu N = Z s', notatd de asemenea cu N. Atunci, rezultatul se
i=0

enunta astfel ([Se2, VIII §4)):
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Teorema 2.2.4. Fie n € N* un numdar natural nenul, si G = Z/n grupul ciclic de ordin
n. Atunci, pentru orice G-modul A au loc

ACG ,p=20
HP(G,A) =< (ker N)/DA ,p>1,impar (2.2.3)
AG/NA ,p>1,par

Corolarul 2.2.5. Grupurile cu dimensiune coomologica finitd sunt fard torsiune.

Demonstratie. Fie G un grup si H < G un subgrup ciclic finit. Avem cd(H) < cd(G)
(Observatia [2.1.12]), dar dacd H este netrivial, Teorema arata ca are dimensiune
coomologica infinita. [ ]

Cu aceste pregatiri, trecem la exemple de aplicatii. Ca o consecinta a rezultatului din
Corolarul putem da o interpertare topologica (co)omologiei grupurilor. Reamintim
ca pentru un numar natural n §i grup netrivial G, un spatiu K(G,n) este un spatiu
topologic al carui singur grup de omotopie netrivial este m, = G. Aceste spatii se
numesc spatii Eilenberg MacLane, exista CW-complexe Eilenberg-MacLane pentru toti
n si G, singura conditie fiind cea evident necesara ca G sa fie abelian daca n > 2, si
sunt unice pana la omotopie (daca sunt CW-complexe). Pentru informatii suplimentare
se poate consulta de exemplu [Hatl Sectiunea 4.2]. In contextul de fata sunt importante
din cauza urmatorului rezultat.

Teorema 2.2.6. Fie G un grup, si X un CW-complex K(G,1). Atunci (co)omologia
lui G cu valori intr-un grup abelian A este (co)omologia singulard a lui X cu valori in
A.

Demonstratie. Acoperirea universald a lui X este CW-complex cu toate grupurile de
omotopie nule, deci este contractibila conform Teoremei lui Whitehead ([Hat, Teorema
4.5]). Se poate aplica acum Corolarul [

Observatia 2.2.7. Acest rezultat se poate formula gi altfel: exista un fibrat principal
universal cu grup structural G, iar baza sa este un CW-complex K (G, 1) notat de obicei
cu BG si numit spatiul clasifiant al lui G (referinta: [Hus| 4.11,12,13]). Teorema spune
atunci ca de fapt (co)omologia grupului G este chiar (co)omologia singulara a spatiului
sau clasifiant.

O aplicatie interesanta a discutiei de pana acum la studiul punctelor fixe ale automor-
fismelor varietatilor contractibile:

Propozitia 2.2.8. Fie M o varietate neteda contractibild, si h un automorfism al lui
M (in categoria varietatilor netede) de ordin prim. Atunci h are un punct fiz.

Demonstratie. Fie p ordinul lui h. Daca h nu ar avea un punct fix, atunci catul M /(h)
lui M prin actiunea lui h ar fi o varietate neteda, cu grup fundamental Z/p, si acoperire
universala contractibila M. Dar atunci, din Corolarul coomologia lui M/(h) cu
valori in Z ar coincide cu H,(Z/p,Z). Contradictia provine din faptul ca pe de o parte
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coomologia unei varietati se anuleaza In dimensiuni mari, dar pe de alta parte, Teo-
rema spune ca exista infinit de multe ranguri unde coomologia e nenula (toate
rangurile pare). |

Folosind rezultatul asupra acoperirilor universale contractibile, putem descoperi pro-
prietati pentru grupurile fundamentale ale anumitor varietati. Un exemplu:

Propozitia 2.2.9. Fie M o varietate Riemann completd si conexd care are curbura
sectionala < 0. Atunci grupul fundamental al lui M nu are torsiune.

Demonstragie. Un rezultat fundamental asupra varietatilor Riemann complete, conexe,
simplu conexe, i cu curbura < 0 este Teorema lui Cartan ([Mil, Teorema 19.2]), care
afirma ca o astfel de varietate este contractibila (si de fapt, difeomorfa cu un spatiu
euclidian de aceeasi dimensiune).

Rezulta ¢ a varietatea noastra M are acoperire contractibila, si putem aplica Coro-
larul Daca 71 (M) ar avea un subgrup ciclic finit netrivial, atunci, inlocuind M cu
acoperirea corespunzatoare acestui subgrup, putem presupune ca 71 (M) este ciclic finit
si netrivial. Dar atunci coomologia sa cu valori in Z este pe de o parte nenula in toate
rangurile pare, si pe de altd parte, fiind izomorfa cu H*(M,Z) (Corolarul 2.2.2), este
nula In dimensiuni mai mari decat cea a lui M. Obtinem deci o contradictie. |

Mai departe, folosind coomologia grupurilor ciclice finite, teorema lui Kiinneth in vari-
anta coomologica ((1.7.3)) si tehnicile din aceasta sectiune, vom deduce un binecunoscut
rezultat al lui P.A. Smith ([Sm]) asupra grupurilor finite care actioneaza liber pe o sfera
S". Inainte de asta facem céteva observatii asupra coomologiei unui produs de doua
grupuri ciclice finite.

Fie G = (Z/m)?, produsul direct a doud grupuri ciclice de ordin m > 2. Aplicand
Kiinneth in varianta pentru coomologie, vom avea

0— @ H"(Z/m)® HY(Z/m) — H'(G)—~ O Tor(H"(Z/m),HY(Z/m)) - 0.
ptg=n p+g=n+1
Din Teorema stim cum arata coomologia lui Z/m. Pentru n par, in girul exact de
mai sus termenul din dreapta se anuleaza, pentru ca unul dintre p,q cup+qg=n+1
este impar, si coomologia (cu valori in Z) in grade impare a lui Z/m se anuleaza. Vom
avea deci H™(G) = (Z/m)2" daci n este par si nenul. Cand n este impar, pe de alti

n—1

parte, primul termen din sirul exact se va anula, si vom avea H"(G) = (Z/m) z . Am
obtinut deci:

Propozitia 2.2.10. Fie m > 2 un numdr natural, si G = (Z/m)?. Atunci vom avea
Z ,n=20
HY(G)={(Z/m)"T  ,n>1,impar (2.2.4)
(zZ/m)2+t n > 1, par
Putem demonstra acum rezultatul lui Smith din [Sm] pe care l-am mentionat mai sus.

Prin actiune libera a unui grup finit pe o varietate neteda compacta intelegem actiune
prin automorfisme (in categoria varietatilor netede) astfel incat nici un element netrivial
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al grupului nu are puncte fixe. Rezulta atunci (pentru ca grupul este finit gi varietatea
este compacta) ca se poate forma catul varietatii prin actiune, care este tot o varietate, si
ca aplicatia de proiectie este acoperire normala al carei grup de transformari de acoperire
este chiar grupul cu care am pornit.

Rezultatul anuntat da informatii asupra grupurilor abeliene finite care actioneaza liber
pe o sfera.

Teorema 2.2.11. Un grup finit abelian care actioneaza liber pe o sfera S™ (pentru un
n > 1) este ciclic.

Demonstratie. Putem presupune ci G este de forma (Z/m)?, si incercdm si gisim o
contradictie. Vom nota cu X catul S”/G prin actiunea lui G, cu H* coomologia intreagd
a sferei S, si cu H*(X) cea a lui X. Desigur, nenule sunt numai grupurile H°, H™,
izomorfe cu Z.

Aplicdm Teorema [2.2.1] in cazul de fatd, acoperirii S” — X. Cum sirul spectral
coomologic se anuleaza pe liniile diferite de 0, n, avem un sir exact lung

o= HPP™(G HY) — HPT™(X) — HP(G, H™) — HP™" (G HY) — HPPT (X)) — ...

Sa observam ca o aplicatie S® — S™ fara puncte fixe este omotopa cu aplicatia an-
tipodala. Daca n este par, atunci aplicatia antipodala nu conserva orientarea, si deci
singurele grupuri finite care actioneaza liber pe sferele pare sune cel trivial gi Z/2. Putem
deci sa presupunem ca n este impar, caz in care aplicatia antipodala pastreaza orientarea.
Va rezulta atunci ca GG conserva orientarea, si deci actioneaza trivial pe H". Evident, el
actioneaza trivial si pe HO.

Ne vom uita acum la portiunea sirului alcatuita din ultimii patru termeni, cu p impar
suficient de mare incat termenii din capetele acestei portiuni sa fie nuli. Se poate alege

p astfel, pentru ca X este varietate de dimensiune n. E suficient sa luam de exemplu
p > 0. Atunci morfismul de la mijloc, H?(G) — Hp+”+1iG), va fi izo. Cei doi termeni

p+n

vor fi (Z/m)p%1 si respectiv (Z/m) 2z (Propozitia 2.2.10), evident neizomorfi. Avem
asadar o contradictie, si demonstratia este incheiata. |

Aceasta teorema se aplica desigur la subgrupurile abeliene ale oricarui grup finit care
actioneaza liber pe o sferd. Este un fapt binecunoscut ca un p-grup ale carui subgrupuri
abeliene sunt ciclice este ciclic daca p este numar prim impar, si ciclic sau grup cuater-
nionic generalizat daca este 2-grup. Deducem astfel imediat:

Corolarul 2.2.12. Daca grupul finit G actioneaza liber pe o sfera S™, atunci subgrupurile
sale Sylow de ordin impar sunt ciclice, si cele de ordin par sunt fie ciclice, fie grupuri
cuaternionice generalizate.

Observatia 2.2.13. Milnor a aratat in [Mill] ca grupurile finite care actioneaza liber
pe o sfera au in plus proprietatea ca elementele lor involutive (adica de ordin doi) sunt
centrale. Se vede ca tinand cont de ce am demonstrat mai sus, asta e echivalent cu a
spune ca grupurile in cauza au cel mult un element involutiv. In sfargit, in 1978, Madsen,
Thomas si Wall au aratat in [MTW] ca e valabila si reciproca acestor rezultate: daca
un grup finit are grupuri Sylow ciclice sau cuaternionice generalizate si elementele sale
involutive sunt centrale, atunci el actioneaza liber pe o sfera.
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Ramaéanand in cadrul actiunilor de grupuri finite pe sfere, vom folosi Teorema [2.2.1|intr-
o varianta mai find pentru a calcula inelul de coomologie al unui spatiu lenticular (ne
intereseaza deci si structura multiplicativa a inelului data de produsul cup in coomologia
singulara) cu valori intr-un inel de forma Z/m.

Reamintim c& fiind date numere naturale m,n > 2 si numere naturale ¢;, i = 1, n prime
cu m, spatiul lenticular L2"~1(¢1, ... £,) este catul sferei S**~! prin urmitoarea actiune
(care va fi evident ca este liberd) a grupului ciclic C,,, = Z/m: se considera sfera unitate
S?7=1 ca fiind scufundatd in mod uzual in C" ca multimea n-uplurilor (z1,...,2,) de

numere complexe de modul 1, gi un generator al lui C,,, actioneaza trimitand (z1, ..., 2y,)
2mil Tiln, . . . v
in (e m z,... ,62 0 zn) ([Hat, Ex. 2.43]). Spatiul definit astfel este o varietate neteda

de dimensiune 2n — 1, orientabila (actiunea lui Cy, pe sfera conserva orientarea). Pentru
ca in calculul inelului de coomologie numerele /; nu au nici o importanta, le vom omite
si vom nota pur si simplu L% ! (2n — 1 este dimensiunea varietitii, aceeasi cu a sferei
pe care actioneaza grupul), sau L,, atunci cand nu exista pericol de confuzie.

Pentru a putea folosi sirul spectral al acoperirii S?*~! — L,, in calculul inelului de
coomologie, trebuie sa stim cum se comporta acest sir spectral fata de produse: pro-
duse cup In coomologia singulara, si ceea ce am numit tot produse cup in coomologia
grupurilor, in Sectiunea Aici intervine notiunea de gir spectral de algebre, pen-
tru care se poate consulta [McCl §2.3]. Ce ne intereseaza aici este faptul ca termenii
FE» ai girului spectral din Teorema formeaza de fapt o algebra bigraduata
diferentiald, si ca se poate arata ca sirul spectral converge la coomologia singulara a
spatiului acoperit in sensul sirurilor spectrale de algebre. Nu demonstram asta, dar
observam numai ca structura de algebra bigraduata apare folosind produsele cup din
cele doua teorii de coomologie, si observatia de dupa Teorema |1.4.1] care da produse
cup generalizate H*(G,A) ® H*(G,B) — H*(G,C) pentru un morfism de G-module
A® B — C. Aici A, B si C vor fi grupuri de coomologie singulara (cu valori intr-un inel
comutativ) ale acoperirii X, si morfismul respectiv este chiar produsul cup pe X.

Teorema ne spune cum arata coomologia lui C;, cu valori intr-un Cj,-modul,
dar nu spune nimic despre structura multiplicativa. Se poate arata ca exista o clasa de
coomologie v € H?(C,,, A) astfel incat produsul cup cu v da izomorfisme H*(C,,, A) —
H*t2(C,,, A) pentru * > 1 ([Se2, Cap. VIII, §4], de exemplu). De asemenea, mai ob-
servam ci elementele grupului H'(Cy,,Z/m) = Z/m au patrat nul in inelul de coomolo-
gie H*(Cyn,Z/m) al grupului ciclic Cy,.

Avem acum instrumentele necesare pentru calculul inelului de coomologie al lui L.
Ne va interesa coomologia cu valori in Z/m (acelagi m), si cea cu valori in Z. In [Haf]
inelul de coomologie H*(L,,,Z/m) se calculeaza prin alte cateva metode ([Hat, Ex. 3.41,
3E.2]). Enuntam rezultatul:

Propozitia 2.2.14. H*(L?"~ 1, 7) este inelul graduat Z|c, B]/(ma) factorizat prin partea
de grad > 2n, unde « $i B au grade 2 gi respectiv 2n — 1.

H*(L?"=1 Z/m) este inelul graduat (Z/m)[c, B]/(a?) factorizat prin partea de grad
> 2n, unde o 1 B au grade 1 st respectiv 2.

Demonstratie. Pentru ca instrumentul de baza in ambele cazuri este sirul exact lung
care a aparut si in demonstratia pentru Teorema [2.2.11] vom folosi peste tot notatia H*
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pentru coomologia sferei, care va avea valori fie in Z, fie in Z/m; analog, pentru spatiul
lenticular, scriem H*(L27~1). Sirul exact va fi atunci

RN Hp(Cm,HQH_l) N H}H—Zn(cm’HO) N Hp+2n(L3£L—1) N Hp+1(cm,H2n_l) N
— HPP2 (O HY) — HPPRY (L) —

H gi H*"~! sunt ambele egale cu inelul coeficientilor (Z sau Z/m) pe care C,, actioneazi
trivial. In ambele cazuri, pentru p € —2n, —2 portiunea acestui sir alcatuita din primii
patru termeni arats ca aplicatia H(C,,, H®) — H'(L,,) este izomorfism pentru ¢ intre
0 si 2n — 2 inclusiv. Impreuns cu observatiile asupra inelului de coomologie al grupului
ciclic Cy, cu valori in Z si Z/m facute inainte de inceputul acestei demonstratii, asta
arata ca inelul de coomologie al spatiului lenticular cu valori in Z si Z/m este ca in
enunt, in grade < 2n — 2. Desigur, este nul in grade > 2n pentru ci L27~! este varietate
2n — 1-dimensionala, deci ramane sa vedem ce se intampla in grad 2n — 1.

Stim deja (din dualitate Poincaré, de exemplu) ca H?"~1(L27~1) este egal cu inelul
de coeficienti (Z sau Z/m in cazul nostru). Daca lucram peste Z, am vazut mai sus ca
avem coomologie nenuli doar in grade pare. Asta aratd imediat ca H*(L2"~!, Z) este ca
in enunt. Pentru Z/m mai examinam girul exact de mai sus. Pentru p = —1, girul va fi

0— H*™ 1(C,,H) - H*™ (L) - H°(C,,, H*" 1) = H**(C,,,H") — 0.

Cum primii doi termeni sunt ambii grupuri ciclice de ordin m (Teorema si primul
morfism este mono, el trebuie sa fie izo. In acest caz rezultd deci ci aplicatia de la
H'(Cp, H°) 1la H'(L,,) din sirul nostru exact (dat de convergenta sirului spectral la
coomologia spatiului lenticular) este izomorfism pentru toti ¢. Observatiile asupra inelu-
lui de coomologie al lui C), cu valori in Z/m facute inaintea demonstratiei aratd acum
ca H*(Cp,,Z/m) este ca in enunt, si argumentul tocmai incheiat arata ca& H*(Ly,, Z/m)
este izomorf cu H*(Cyy,, Z/m). [

2.3. Morfismul de transfer. Aici G va fi un grup arbitrar, iar H < G va fi un subgrup
de indice finit. Transferul este un morfism de grupuri V' de la abelianizatul Gy, = G/G’
la Hy, = H/H' (poate fi privit i ca morfism de la G la H,,, dupd compunerea cu
proiectia G — Ggp); aici, G’ este subgrupul derivat [G,G]. Vom da doud definitii ale
transferului gi cateva aplicatii.

Transferul a fost introdus de Schur pentru a da o demonstratie simpla a faptului ca
orice grup G al carui centru are indice finit are abelianizat G, finit ([Ro2, Teorema
7.57)).

Fie deci G un grup, si H < G un subgrup de inice finit n € N*. Alegem acum un sistem
{si, i = 1,n} de reprezentanti la stanga modulo H. Cum G actioneazi pe multimea
G/H a claselor la stanga modulo H prin inmultire la stanga, pentru un element s € G
vom avea

$8; = Sgihi, h; € H,i =1,n, (2.3.1)
unde o este o permutare a multimii [n] = 1, n.

Definitia 2.3.1. In situatia de mai sus, morfismul de transfer V : Gg — Hgyp este
aplicatia care trimite clasa lui s € G In Gy, in clasa lui H h; € Hin Hg,.

)
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Din aceasta definitie nu sunt evidente doua lucruri: (a) definitia lui V' nu ar trebui sa
fie independent de sistemul de reprezentanti (s;), si (b) din moment ce V' a fost numit
morfismul de transfer, am vrea ca el sa fie intr-adevar morfism de grupuri. Pentru a
demonstra acestea, observam:

Lema 2.3.2. Fie G,H,(s;) si V ca mai sus. Fie de asemenea x un caracter al lui H
(morfism de la H la S'). x este o reprezentare 1-dimensionald a lui H, deci induce o

reprezentare n = [G : H]-dimensionald p a lui G. Cu €(s) notam semnul permutarii
induse de s € G pe G/H prin inmultire la stanga. Are atunci loc
x(V(s)) =e(s)det(p(s)), Vs € G. (2.3.2)

Demonstratie. Reprezentarea indusa p se poate descrie astfel: se alege o baza e; pentru
C"™, si p este atunci dat de

p(s)e; = x(hi)egi, Vi.

De aici afirmatia pe care vrem sa o demonstram rezulta imediat. |

Corolarul 2.3.3. V din Definitia este independent de sistemul de reprezentanti
si, st este morfism de grupuri. Mai mult, in Definitia putem alege sisteme de
reprezentanti la dreapta, obfinand acelasi morfism.

Demonstratie. Alegerea unui alt sistem de reprezentanti inseamna o schimbare de baza
in C™ in lema precedentd. Partea dreaptd din nu depinde de baza, deci pentru
orice caracter y al lui Hgp, x(V(s)) depinde numai de s. Dar cum caracterele unui grup
abelian separa elementele acestuia, V' (s) este un element bine definit al lui Hy, care
depinde numai de s.

Pennrtu y fixat, partea dreapta din este multiplicativa in s. De aici rezulta ca
pentru orice x, x o V este aplicatie multiplicativia. Concluzia doritd rezultd acum din
aceeasi observatie ca elementele unui grup abelian sunt separate de caracterele acestuia.

Pentru ultim afirmatie se observa ca in caracterizarea transferului din lema precedenta
avem simetrie stanga-dreapta. |

Putem sadam o definitie omologicpentru morfismul de transfer V. Am vazut in
Sectiunea [1.3| ca atunci cand indicele subgrupului H < G este finit, avem morfisme
de restrictie in omologie, H,(G,A) — H.(H, A), pentru orice G-modul A. Vom vedea
ca V se descrie ca un astfel de morfism de restrictie.

S& observam mai Intai cd pentru orice grup G, H;(G) (adica Hi(G,Z) pentru G-
modulul trivial Z) este canonic izomorf cu abelianizatul G,,. Vom nota cue : A — Z
morfismul de augmentare, care trimite toti s € G in 1 € Z, i cu I = Ig nucleul lui e.
Se vede ca pentru orice G-modul A, Hy(G, A) este A/IA. Avem un gir exact scurt de
G-module

0—T—A-57—50.

Ne uitam acum la girul exact lung de omologie asociat. Cum A este G-modul indus
(Definitia|l.1.5)), el este omologic aciclic (Propozitia[l.1.6]). Sirul de omologie va fi atunci

0— Hi(G) — I/I* — AT — 7 — 0.
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Ultimul morfism este chiar izomorfismul A/I — Z indus de ¢, deci morfismul H;(G) —
I/1? este izo. Dar aplicatia care trimite s € G in clasa lui s—1 € I modulo I? factorizeaz
prin G g, si este izomorfism de grupuri. Asta ne da identificarea lui H1(G) cu Ggp.

Observatia 2.3.4. Ca H;(G) este chiar G4, se poate vedea imediat si altfel: am spus
mai sus (Observatia ca G este grupul fundamental al spatiului sau clasifiant BG,
si ca omologia lui G este omologia singulara a lui BG. Se stie insa ca primul grup de
omologie al unui spatiu este abelianizatul grupului sau fundamental, deci H;(G) = G g.
Avem totugi nevoie de identificarea de mai sus dintre H; si Ggp pentru calculele care
apar in Propozitia

Rezultatul urmator se demonstreaza folosind definitia restrictiei in omologia de grad

zero data in Sec‘giunea§i faptul cad morfismul Res comuta cu diferentiala § : Hy = /1?
din girul exact lung de omologie. Pentru detalii se poate consulta [Se2l VII §8], unde
apare definitia clasica a transferului folosind sisteme de reprezentanti la dreapta (ultima

afirmatie din Corolarul [2.3.3)).

Propozitia 2.3.5. Dupa identificarea lui Gop cu Hi(G) de mai sus, transferul V' de la
Gap la Hyy este chiar restrictia Res : Hi(G) — Hy(H).

In aplicatiile pe care le vom da morfismului de transfer avem nevoie de faptul ca atunci
cand H este central in Z, transferul are o forma foarte simpla. Avem mai intai

Propozitia 2.3.6. Dacan =[G : H], V(s) este clasa unui produs de conjuagte ale unor
puteri s, j =1, cu an =n.

Demonstratie. Folosim Definitia si descompunem permutarea o € S,, care apare
acolo 1n cicluri disjuncte. Daca (1,2,...,k) este un asemenea ciclu, de exemplu, atunci
§8; = Si+1hi, = 1,k — 1,

SS — Slhk.
Vom avea deci
k
—1
H hi—ip1 = 57 's"s1
i=1
(am inmultit »; in ordinea descrescitoare a indicilor). Facem asta pentru toate ciclurile,

si rezulta concluzia. |

Avem urmatoarea consecintd imediati a acestei propozitii:

Corolarul 2.3.7. Daca subgrupul central H < G are indice n, atunci transferul este
aplicatia s — s™.

Vom vedea acum cateva probleme in rezolvarea carora morfismul de transfer joacd un
rol important. Mai intai un rezultat care ajuta la studiul structurii grupurilor finite:

Propozitia 2.3.8. Fie G un grup finit, si H un subgrup central cu proprietatea cd
m = |H| sin = |G/H| sunt prime intre ele. Atunci G este produsul dintre H $i un grup
K.
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Demonstratie. Corolarul ne spune ci x +— " este un morfism V : G — H.
Restrictia lui V' la H este un automorfism al lui H, pentru ca (m,n) = 1. Cum H
este central, rezulta de aici ca G este produsul dintre H si nucleul lui V. |

Un grup se va numi cu conjugare finita, abreviat FC, daca toate clasele sale de conju-
gare sunt finite; echivalent, centralizatorii tuturor elementelor trebuie sa fie subgrupuri
de indice finit. Un fapt care va fi folositor in repetate randuri in cele ce urmeaza este
urmatorul:

Propozitia 2.3.9. Orice grup FC fara torsiune este abelian.

Demonstratie. Fie G un grup FC i fara torsiune. Putem presupune ca este finit generat
(e suficient sa ne uitam la subgrupurile sale generate de doua elemente). Fixam o multime
finita S de generatori. Intersectia tuturor centralizatorilor elementelor din S este chiar
centrul lui G. Pentru ca toti acesti centralizatori au indice finit gi sunt in numar finit,
centrul Z(G) are indice finit n. Atunci transferul este z — 2" (Corolarul [2.3.7)), si este
injectiv pentru ca G nu are torsiune. Rezulta ca putem scufunda G in grupul abelian
Z(G), deci G este abelian. [

Se stie ca un grup finit generat, fara torsiune, care are un subgrup liber de indice finit
este liber (conjectura lui Serre, care apare ca [Stl Teorema 5.3]). Vom demonstra aici
asta pentru grupuri libere de rang 1, adica grupuri ciclice infinite.

Propozitia 2.3.10. Fie G un grup fard torsiune care are un subgrup ciclic infinit H de
indice finit. Atunci G este ciclic infinit.

Demonstratie. Sa observam mai intai ca pentru orice grup G si orice subgrup de indice
finit H, existd un subgrup normal al lui G de indice finit continut in H: se ia pur si
simplu intersectia conjugatelor lui H prin elementele dintr-o clasa de reprezentanti la
stanga modulo H, si se vede usor ca acest grup este normal si de indice finit in G, fiind
intersectia unui numar finit de subgrupuri de indice finit.

Se vede ca daca In plus un grup cu proprietatile din enunt este si abelian, atunci
concluzia are loc: aplicatia x — x™ pentru n convenabil ales va fi un morfism injectiv al
grupului nostru in subgrupul lui ciclic infinit, deci grupul trebuie sa fie ciclic infinit.

Conform observatiei de la inceputul demonstratiei, putem presupune ca avem un sub-
grup ciclic infinit (a) < G normal si de indice finit. Un element b € G actioneaza prin
conjugare pe (a), fie prin bab~! = a, fie prin bab~! = a~! (singurele automorfisme ale
unui grup ciclic infinit generat de a). S& presupunem cid avem varianta a doua, si sa
lucram in grupul (a,b) generat de a si b. In primul rand, se observi ci {a,b?) este co-
mutativ, deci este ciclic infinit, conform paragrfului precedent. Rezulta ca (a,b) are un
subgrup ciclic infinit de indice 2 pe care b actioneaza netrivial.

Ne uitdm acum la transferul de la {(a,b) la (a,b?). Folosind sistemul de reprezentanti
1,b, vedem ci imaginea lui b este b?. In particular, transferul nu este trivial. Dar atunci
rezulta ca el este injectiv: orice subgrup netrivial are indice finit, deci daca nucleul ar
fi # 1, am avea un morfism netrivial al unui grup finit intr-unul ciclic infinit, evident
absurd. Deci avem un morfism injectiv V' de la grupul presupus neabelian (a,b) la
grupul ciclic infinit (a, b?), si am obtinut o contradictie. Rezulta deci ca de fapt (a) este
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subgrup ciclic central al lui G, de indice finit n, sa zicem. Dar atunci transferul este
x — z" (Corolarul , este injectiv pentru ca G nu are torsiune, si avem asadar o
scufundare a lui G intr-un grup ciclic infinit, de unde rezulta concluzia. |

Avem urmaétoarea aplicatie a transferului la studiul elementelor de torsiune dintr-un
grup:

Propozitia 2.3.11. Fie G un grup ale carui elemente de torsiune formeazda o multime
S C G finita. Atunci ele formeazad un subgrup.

Demonstrafie. Putem presupune ca G este generat de S. Evident, multimea S e fixata
de toate conjugarile, deci elementele lui G actioneaza prin conjugare pe S. Asta ne da
un morfism ¢ al lui G intr-un grup simetric finit, si nucleul comuta cu toate elementele
din S; cum S genereaza G, nucleul lui ¢ este subgrup central de indice finit in G.

Corolarul ne spune acum ca pentru n = |Im(¢)|, = — 2™ este morfismul de
transfer. Pentru ci toti 2" sunt centrali,  — z*" este morfism pentru orice k. Daca
alegem acum k care sa fie divizibil cu ordinele tuturor elementelor din S, din faptul ca
x — x*" este aplicatie multiplicativi rezultd ci S este multime inchisi la inmultire, deci
subgrup al lui G. |

Tehnici asemanatoare se pot aplica la studiul elementelor cu clasa finita de conjugare
dintr-un grup. Pentru un grup G, vom nota cu A(G) multimea elementelor a caror clasa
de conjugare este finitd. Cu A1 (@) notdm mulfimea elementelor de torsiune din A(G).
A(G) se mai numeste centrul finit conjugat (sau centrul fc) al grupului G, si este un
obiect foarte util in studiul algebrei grupale a lui G peste un corp. Apare, de exemplu,
in caracterizarea algebrelor grupale care sunt prime sau semiprime. Pentru o discutie se
poate consulta [Pas, prima expunere, A-methods in group rings|. Ne intereseaza numai
urmatoarele lucruri, pentru demonstrarea carora se va aplica morfismul de transfer:

Propozitia 2.3.12. Fie G un grup, si A = A(G), AT = AT(G). Atunci au loc
urmatoarele:

(a) A si AT sunt subgrupuri caracteristice ale lui G;

(b) AT este reuniunea subgrupurilor normale finite din G

(c) AJAT este grup abelian fdrd torsiune.

Demonstratie. (a) Este clar c& multimile A si AT sunt fixate (ca mul{imi, nu punctual)
de toate automorfismele lui GG, deci partea importanta este si ardtam ca sunt grupuri.
Pentru A asta e clar: orice conjugat al lui ab este un produs de conjugati ai elementelor
a i b, deci parcurge numai o multime finitd daca a,b € A.

Ramane acum sa aratam ca torsiunea intr-un grup FC formeaza grup. Demonstratia
este practic identica celei pentru Propozitia[2.3.11} se ia ca multime S reuniunea claselor
de conjugare a doua elemente arbitrare a,b. Acum demonstratia pentru Propozitia[2.3.11]
se poate copia cuvant cu cuvant.

(b) Din definitia lui AT se vede c& toate subgrupurile normale finite ale lui G sunt
continute in AT, Reciproc, alegem un element a € A™, si consideram grupul H generat
de clasa de conjugare a lui a. Este un subgrup normal al grupului initial, si este FC, de
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torsiune, gi finit generat. E deci suficient sa vedem ca un grup H FC, de torsiune, si finit
generat este finit.

Printr-un argument folosit de cateva ori pana acum, un grup FC si finit generat are
centru de indice finit. Un subgrup de indice finit intr-unul finit generat este tot finit
generat (rezultat binecunoscut), deci Z(H) este grup abelian, finit generat, si de torsiune.
Din structura grupurilor abeliene finit generate rezulta ca Z(H) este finit. Cum H/Z(H)
este finit, H trebuie sa fie finit.

(c) Cum AT contine toate elementele de torsiune, grupul A/A™T este intr-adevar fara
torsiune. Dar este si un grup FC, deci Propozitia spune ca este abelian. [

Prezentam acum un rezultat interesant care da o conditie suficienta pentru ca un grup
finit sa fie rezolubil. Nu cunosc sursa, dar pare sa fie binecunoscut. In demonstratia de
mai jos (exista si altele) se va face in mod crucial uz de morfismul de transfer.

Propozitia 2.3.13. Fie G un grup finit. Presupunem cd G are un subgrup mazimal
(propriu) M care este abelian. Atunci G este rezolubil.

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie dupa ordinul lui G. Daca G are centru
netrivial Z, acesta fie este continut in M, fie nu este. In cel de-al doilea caz G este generat
de M si Z si deci este abelian, iar in primul caz trecem la G/Z care are un subgrup
maximal M /Z care este abelian. Din ipoteza de inductie G/Z va fi atunci rezolubil, deci
G este si el rezolubil. Putem deci presupune mai departe ca GG are centru trivial.

Daca M este normalizat de un element g € G\ M atunci din nou, am terminat: M este
normal (fiind maximal), iar catul G/M trebuie sa fie ciclic de ordin prim. G va fi agadar
rezolubil. Putem acum presupune ca normalizatorul lui M este chiar M. Dar atunci,
daca g € G\ M, conjugatul gMg~! este diferit de M si ambele sunt maximale, deci
impreuna ele genereaza (G. Cum sunt si abeliene, intersectia lor va fi subgrup central in
G. Conform presupunerii noastre ci centrul Z(G) e trivial, rezultd ca gMg= N M = {1}
pentru toti g din afara lui M.

Acum studiem transferul V' de la G la M. Mai precis, scopul este sa arat ca V|, este
identitatea pe M. Fie deci s € M un element, de ordin m, sa zicem. Sa observam ca in
actiunea lui s pe multimea claselor la stanga modulo M, G/M, prin inmultire la stanga,
singura clasa fixata este M. Intr-adevir, daci sgM = gM, atunci s va fi continut in
M N gMg~!, si din discutia de mai sus, asta implica faptul cad g € M. Acelasi lucru
este valabil pentru puterile netriviale ale lui s, si deci actiunea prin permutari a lui s pe
G /M se descompune intr-un ciclu de lungime 1, si cicli disjuncti de lungime m.

Ne reamintim acum din demonstratia pentru Propozitia ca transferul V(s) se
scrie ca un produs de conjugate de puteri s* unde k parcurge multimea lungimilor ciclilor
din permutarea indusa de s pe G/M. In cazul nostru am vizut ci ciclii au lungime m,
mai putin unul, care are lungime 1. Cum s are ordin m, se vede imediat de aici ca
V(s) = s. Am demonstrat deci ceea ce doream: restrictia lui V' la M este identitatea.
Va rezulta atunci ca K = ker(V') este un complement normal al lui M, in sensul ca G
este produsul semidirect al lui K prin M.

Pentru a incheia demonstratia mai ramane sa arat ca nucleul K = ker(V') este rezolu-
bil. Sa observam ca actiunea prin conjugare a lui M pe K este liberd, adica elementele
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netriviale din M nu fixeaza elemente netriviale din K. Asta din presupunerea noastra ca
centrul este trivial. Un rezultat al lui Burnside ([Bul) asupra grupurilor care actioneaza
liber arata ca subgrupurile Sylow ale unui asemenea grup sunt fie ciclice, fie grupuri
generalizate de cuaternioni; in particular, daca grupul este abelian, el este ciclic. Asta
arata deci ca M este de fapt ciclic.

In sfargit, se poate arita cid un automorfism fara puncte fixe netriviale al unui grup
finit fixeaza un subgrup Sylow. Aplicand asta automorfismului lui K dat de conjugarea
cu un generator al lui M, si folosind faptul cd M era maximal in G, dducem ca K
este de fapt p-grup pentru un prim p. in particular, este rezolubil, si demonstratia este
incheiata. |

Observatia 2.3.14. In demonstratia de mai sus, morfismul de transfer ne-a permis sa
aratam existenta acelui grup normal K, atunci cand conjugatii lui M prin elemente din
G \ M 1l intersecteaza trivial pe M. Un rezultat general al lui Frobenius afirma ca dac
a G este grup finit si H < G subgrup astfel incat gHg ' N H = {1}, Vg € G\ H,
multimea elementelor neconjugate cu elemente din H impreund cu {1} formeaza un
subgrup (evident normal). Am evitat aici folosirea acestei teoreme. Toate demonstratiile
cunoscute ale ei folosesc teoria reprezentarilor liniare ale grupurilor finite.

Observatia 2.3.15. Din rezultatul lui Burnside invocat mai sus care da structura
grupurilor Sylow ale unui grup de automorfisme libere avem nevoie numaid e faptul
ci pentru un numir prim p, (Z/pZ)? nu poate actiona liber si fidel pe un grup finit.
Pentru asta exista o demonstratie elementara si nu foarte lunga, dar nu am inclus-o
pentru a nu lungi inutil demonstratia de mai sus.

Aceeagi remarca este valabilda si pentru faptul cd un automorfism liber fixeaza un
subgrup Sylow.

O aplicatie pentru propozitia anterioara:

Propozitia 2.3.16. Fie p; numere prime distincte cu proprietatea cd pentru i # j, p;
nu divide p; — 1. Atunci orice grup de ordin [[p; este ciclic.

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie dupa ordin. Pentru cazul cand avem
un singur numar prim e clar, gi ipoteza de inductie ne spune acum ca e satisfacuta ipoteza
din Propozitia Rezulta ca grupul este rezolubil. Daca H este um subgrup normal
propriu si netrivial, atunci este abelian din ipoteza de inductie, si din ipoteza asupra
numerelor p; rezulta ca de fapt este central. Dar asta Inseamna ca grupul nostru este de
fapt nilpotent, deci este produsul subgrupurilor sale Sylow. Asta incheie demonstratia.

|

Observatia 2.3.17. Se poate arata ca numerele de forma [ [ p; ca in enunt sunt singurele
numere naturale n cu proprietatea ca orice grup de ordin n este ciclic.

Observatia 2.3.18. Demonstratia precedenta se poate modifica foarte ugor astfel incat
sa rezulte faptul ca un grup G cu proprietatea ca divizorii primi ai lui |G| sunt p; si cu
grupuri Sylow ciclice este ciclic.

Propozitia urmatoare este un caz particular al teoremei lui Frobenius mentionata in

Observatia [2.3.14] Demonstratia va folosi tehnica din Propozitia [2.3.13] unde am vazut
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ca in anumite conditii, transferul V' : G — H intr-un subgrup abelian H al unui grup
finit G are proprietatea ca restrictia V| este identitatea.

Propozitia 2.3.19. Fie G un grup finit, si H < G un subgrup rezolubil cu urmdtoarea
proprietate: pentru orice element s € G\ H, conjugatul sHs™! se intersecteazd trivial cu
H. Atunci H are un complement normal (subgrup normal N astfel incit G = N x H ).

Demonstratie. Demonstram afirmatia pentru H abelian. In acest caz, se aratd ca in
demonstratia pentru Propozitia[2.3.13]ca actiunea oricirui element z din H prin inmultire
la stanga pe multimea G/H a claselor de echivalenta la stanga modulo H se descompune
in cicluri de lungime egala cu ordinul lui z, mai putin un ciclu de lungime 1. Va rezulta
atunci ca restrictia transferului la H este identitatea. Nucleul transferului va fi acum
complementul normal cautat N.

Mai departe, facem inductie dupa ordinul lui H. Exact ca mai sus se arata ca restrictia
transferului V' : G — Hgy, la H este proiectia naturala H — Hg,. H a fost presupus
rezolubil, deci in particular H,, va fi netrivial. Asta inseamn& ca subgrupul normal
K = ker(V) este strict mai mic decat G. De asemenea, H' = K N H (subgrupul derivat
al lui H) este strict mai mic decat H. Este clar acum ca perechea de grupuri (K, H')
satisface conditia pe care prin ipoteza o satisface perechea (G, H): dacd un conjugat
sHs™' s € K intersecteaza netrivial grupul H’, atunci s trebuie si aparting lui H, din
ipotezd. Dar asta inseamnd ca s € H' = K N H.

Acum aplicam ipoteza de inductie perechii (K, H'), si concluzia este ca avem un com-
plement normal N al lui H in K. Din argumentul (folosit pana acum in repetate
randuri) privind actiunea lui H pe G/H prin inmultire la stanga se vede ca ordinul lui
H 4i indicele lui in G sunt prime intre ele. Asta Inseamna ca exista o multime finitda P
de numere prime astfel incat N sa fie subgrupul lui K generat de elementele de ordin
putere a unui prim din P. Asta arata clar cd N este de fapt subgrup caracteristic al lui
K (adica este fixat de orice automorfism al lui K). Fiind subgrup caracteristic al unui
subgrup normal K < GG, este normal in GG. Asta incheie demonstratia. |

Observatia 2.3.20. In rezultatul mai tare datorat lui Frobenius (pe care l-am mentionat
in Observatia [2.3.14)) nu se pune ipoteza ca H sa fie rezolubil; se demonstreaza pana la
urma ca aceasta are loc automat, dar asta se arata folosind teorema lui Frobenius.

Demonstratia de mai sus ar functiona si pentru rezultatul mai tare daca am arata ca
un subgrup H < G ca in enunt este rezolubil (sau mai general, nu este perfect). Am
avea astfel o demonstratie noua a teoremei lui Frobenius.

Ne mai propunem acum sa folosim in aceasta sectiune rezultate asupra transferului (si
in general asupra morfismelor de cortestrictie in coomologie sau corestrictie in omologie)
pentru a determina structura grupurilor cu subgrupuri Sylow ciclice (Teorema .
Un asemenea rezultat, pe care 1l enuntam fara demonstratie, este urmatoarea descriere
a partii p-primare a (co)omologiei unui grup finit G, datorata lui Swan. Pentru o
demonstratie se poate consulta de exemplu [Th, Lema 3.4]. Vom folosi notatia A,
pentru a desemna partea p-primara a unui grup abelian de torsiune (adica elementele al
caror ordin este o putere a numarului prim p).
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Propozitia 2.3.21 (Swan). Fie G un grup finit, G, un subgrup Sylow abelian al sau,
si Ny normalizatorul lui Gp. Atunci pentru orice G-modul A si x > 1, H*(G, A)
este izomorf cu H*(Gp, A)Nv, subgrupul lui H*(Gp, A) alcdtuit din elementele fivate
de actiunea lui Ny pe H*(Gyp, A). Analog, pentru x > 1, H.(G,A),) este izomorf cu
H.(Gp, A)Nr.

Observatia 2.3.22. [Th, Lema 3.4] este enuntatd mai succint, folosind coomologia
Tate a unui grup finit, care inglobeaza atat coomologia cat si omologia. Cum noi nu am
introdus aici coomologia Tate, am adaptat enuntul.

O consecinta a acestui rezultat este urmatoarea:

Corolarul 2.3.23 (Teorema complementului normal a lui Burnside). Fie G un grup finit
st G un p-subgrup Sylow al lui G conlinut in centrul normalizatorului sau N,. Atunci
G)p are un complement normal in G (un subgrup normal K 1 G cu G = KG,, KNG, =

{1p).

Demonstratie. Pentru ca G, este abelian (fiind inclus in centrul normalizatorului sau),
transferul este un morfism V : G — (). Pentru a obtine concluzia dorita, este sufi-
cient sa aratam ca restrictia lui V la G, este un automorfism al lui G,. Vom folosi
Propozitia pentru omologia Hy (cu valori in G-modulul trivial Z).

Stim din Propozitia @ ca aplicatia Corgp o Resgp : Hi(G) — Hi(G) este inmultirea
cu numarul [G : Gp|. Cum acesta nu se divide cu p, restrictia transferului V' : G, — G,
la (Gap)(py trebuie sa fie injectiva. Dar Propozitia pentru Hy spune ca (Gap)(p)
este izomorf cu GZ],V ? = () (ultima egalitate avand loc pentru ca N, centralizeaza G)). Pe
de altd parte, sa observam ca (Ggp)(p) este chiar imaginea lui G, prin G — Ggp. Rezulta
de aici ca intr-adevar, V]GP : G, = G, este izo, ceea ce doream sa demonstram. |

In sfargit, teorema lui Burnside asupra grupurilor cu subgrupuri Sylow ciclice la care
am facut referire mai sus este:

Teorema 2.3.24 (Burnside). Fie G un grup finit cu subgrupuri Sylow ciclice. Atunci
G este produs semidirect de doud grupuri ciclice cu ordine prime intre ele.

Demonstratie. Fie G un grup finit cu subgrupuri Sylow ciclice. Daca p este cel mai
mic numar prim care divide ordinul lui G, atunci grupul automorfismelor unui subgrup
Sylow G, de ordin p", sa zicem, este p"~1(p — 1). Din minimalitatea lui p rezulta ca
normalizatorul N, al lui G in G centralizeazd G), deci se poate aplica Corolarul
Gy, are deci un complement normal in G. Prin inductie dupa numarul de divizori primi ai
lui |G| se aratd acum ca daca p este cel mai mare divizor prim al lui |G|, atunci subgrupul
Sylow G, este normal in G.

Vom face acum inductie dupa numarul de divizori primi ai lui |G|, cazul cand G este
ciclic fiind trivial. Tot ce ne intereseaza din argumentul de mai sus este concluzia cd G
are un subgrup Sylow G}, normal. Fie t un generator al acestui grup (presupus ciclic
prin ipoteza). Avem acum doud cazuri:

(a) t este central in G.
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Aplicand din nou Corolarul grupului Sylow G, = (t), va rezulta ca G este
(izomorf cu) produsul direct G x (G/G)p). Subgrupul derivat al lui G coincide atunci cu
subgrupul derivat al lui G/G), care din ipoteza de inductie este un subgrup Hall (adica
entru care ordinul si indicele sunt prime intre ele) ciclic, si am terminat.

(b) t nu este central.

Existd atunci un element a € G de ordin prim cu p astfel incat ata™! = t*, unde
p fk — 1. Asta inseamns ci t*~! este comutatorul [a,t] = ata™'t~!; cum p fk — 1, tF~1
genereazd G,. Vom avea deci G, < G'. Subgrupul derivat al lui G/G), este G'/G)p, si va
fi ciclic (si subgrup Hall al lui G/G,) din ipoteza de inductie. Cum G), este un subgrup
abelian normal in G, avem o actiune prin conjugare a lui G/G, pe G,. Asta ne da un
morfism G/G, — Aut(G,). Cum cel de-al doilea grup este abelian, G'/G), = (G/G),)’
actioneaza trivial pe G,. Asta inseamnd cd G’ este abelian (deci ciclic pentru c& are
subgrupuri Sylow ciclice), si din faptul cd G'/G, este subgrup Hall al lui G/G, si G,
este Hall in G rezultd acum ci G’ este subgrup ciclic Hall al lui G, c.c.t.d. |

Dintre multele aplicatii ale transferului, mai mentionez aici doar faptul ca el apare in
mod natural in teoria algebrica a numerelor, in studiul corpului claselor si al reciprocitatii
Artin. De exemplu, un rezultat important in acest context este faptul ca dacd G este
un grup finit generat, atunci transferul de la G/G’ la G'/G" este trivial ([AT]); asta
se foloseste la demonstratia faptului ca idealele prime ale unui corp de numre algebrice
devin principale dupa trecerea la corpul claselor al lui Hilbert asociat corpului initial.

2.4. Teorema Artin-Schreier. Vom demonstra aici o caracterizare binecunoscuta, da-
torata lui Artin gi Schreier, a corpurilor cu proprietatea ca inchiderea lor algebrica este o
extensie (proprie) finitd. Desi de obicei demonstratiile care se dau sunt elementare, aici
obtinem rezultatul folosind coomologia grupurilor ciclice finite (Teorema [2.2.4]).

Reamintim ca un corp k se numeste real inchis daca (a) are o structura de corp ordonat
astfel incat orice element nenegativ este patratul unui element, si (b) orice polinom peste
k de grad impar are o radacind in k. Sa observam ca ordinea de la (a) este unic definita
numai de structura algebrica a corpului, elementele nenegative fiind exact patratele.
Acestea sunt corpuri care au proprietati foarte asemanatoare cu R, in sensul c& pentru
ele se poate demonstra un analog al Teoremei Funademntale a Algebrei. Pe noi insa ne
intereseaza aici o reciproca a acesteia.

In afarg de exemplul evident al numerelor reale, un exemplu de corp algebric inchis ar
fi cel al numerelor algebrice reale. Analog, se pot obtine alte exemple in felul urmator:
se ia orice corp algebric inchis continut in C si se considera multimea elementelor reale
ale sale. Corpul numerelor reale este cel mai mare, iar cel al numerelor reale algebrice
cel mai mic corp obtinut asa. Se poate arata ca toate acestea sunt neizomorfe, deci avem
o clasa bogata de exemple.

Am mentionat mai sus ca pentru un corp real inchis k are loc un analog al Teoremei
Fundamentale a Algebrei. Mai precis, avem:

Teorema 2.4.1. Fie k un corp real inchis. Atunci k(v/—1) este algebric inchis.

Nu vom demonstra asta aici complet. Exista demonstratii ale Teoremei Fundamentale
a Algebrei (C este algebric inchis) care functioneaza cuvant cu cuvant in acest cadru
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mai general. Rezultatul de baza al acestei sectiuni este urmatoarea reciproca (dar care
contine partial gi afirmatia din teorema de mai sus):

Teorema 2.4.2 (Artin-Schreier). Fie k un corp care nu este algebric inchis, dar a carui
inchidere algebrica K are grad finit peste k. Atunci k este real inchis, si K = k(i), unde
i este o radacind patrata a lui —1.

Demonstratie. incepem prin a observa ca de fapt extinderea K/k este Galois: este evi-
dent normala pentru ca K este algebric inchis, si este separabila pentru ca altfel K ar fi
pur inseparabil peste un subcorp al siu, si deci aplicatia z — 22 (%) ny ar fi surjectivi
pe K, ceea ce este absurd. Vom nota cu G grupul Galois al extensiei, dar pe parcursul
demonstratiei corpul k£ se va mai modifica, fiind inlocuit cu diverse extensii ale sale; de
fiecare data G va desemna grupul Galois al lui K/k. Demonstratia se face in cativa pasi.

Pasul 1. Aici demonstrez ca ordinul grupului G este prim cu ep(k), exponentul
caracteristic al lui k. Reamintim ca acesta este caracteristica lui k daca char(k) # 0, si
1 daca char(k) = 0.

Presupunem c& nu este aga. Atunci, inlocuind G cu un subgrup ciclic de ordin p =
ep(k) si k cu corpul fixat de acest grup ciclic, putem presupune ca G este ciclic de ordin
p = ep(k) = char(k). Daca F' : K — K reprezinta morfismul aditiv z — af — z, vom
avea un gir exact scurt de G-module

0—F, K- 5K -—0, (2.4.1)

unde K aici reprezinta G-modulul aditiv K, iar IF,, este corpul prim al lui k. O portiune
a girului exact lung de coomologie asociat va fi

HY(G,K) — H*(G,F,) — H*(G,K).

Termenii din capete sunt nuli; am facut observatia aceasta in Sectiunea [1.6] chiar la
sfargit. Se poate demonstra folosind Teorema Bazei Normale, si pentru o demonstratie
se poate consulta [Se2l X §1]. Asta inseamna ca si termenul din mijloc este nul. Dar
grupul ciclic de ordin p G actioneaza trivial pe F), si atunci Teorema aratd ca H?
este ciclic de ordin p. Am obtinut deci contradictia cautata.

Pasul 2. Acum vom fixa un numéar prim p care divide ordinul lui G, si vom inlocui
G cu un p-subgrup abelian maximal al sau, si k cu corpul fixat de acest grup. Conform
pasului 1, & nu are caracteristicd p. Scopul pasului 2 este si aratam cd G actioneaza
fidel pe grupul radacinilor unitatii de ordin putere a lui p.

Notam cu T : K* — K* morfismul  — 2P de grupuri multiplicative. Daca pu, este
grupul radacinilor unitatii de ordin p din K, avem sirul exact scurt de G-module

O—>up—>K*l>K*—>O. (2.4.2)

iy este grup de ordin p pentru ca char(k) # p, si G actioneaza trivial pe p, (G este
p-grup, si grupul automorfismelor lui p, are ordin p — 1). O portiune a girului lung de
coomologie este

HY(G,K*) 1 HY(G,K*) — HY(G, 1) — H'(G, K*).
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Ultimul termen este nul (Teorema 90 a lui Hilbert; [Se2, X §1]), iar primul mor-
fism este pur si simplu ridicarea la puterea p in k*, adica elementele lui K* fixate de
G. Teorema arata ca H'(G, p) este nenul, deci ridicarea la puterea p pe k este
nesurjectiva.

Fie a € k* \ (k*)P. Daca intregul grup ppy~ al radacinilor de ordin putere a lui p ar fi
continut in k, atunci e usor de vazut ci polinomul X?" — a ar fi ireductibil de grad p”
peste k, contrazicand [K : k] < co. Rezulta deci ca k nu contine tot ppe~. Aplicand acest
rationament si corpului obtinut prin adjunctionarea lui ppy~ la k, tragem concluzia ca
K = k(pp=). Cu alte cuvinte, G actioneaza fidel pe grupul radacinilor unitatii de ordin
putere a lui p.

Pasul 3. Aici vom arita, folosind rezultatul de la pasul 2, ca char(k) = 0, ca grupul
initial G era de ordin 2, si ca G nu fixeaza radacinile patrate ale lui —1 (deci K =
k(v/=1)).

Presupunem mai intai ca char(k) = ¢ # 0, si facem rationamentul de la pasul 2 pentru
un numar prim p care divide |G|. Atunci rezulta ca un p-subgrup abelian maximal se
scufunda in grupul Galois absolut al corpului cu p elemente. Dar este binecunoscut ca
acest grup Galois este izomorf cu Z, completarea lui Z in raport cu topologia definita de
toate subgrupurile sale netriviale. In particular, avem o scufundare a unui grup finit de
torsiune intr-unul fara torsiune, absurd.

In caracteristicd nuld pe de alta parte, este usor de vazut ca pp~ este izomorf cu
Qp/Zyp, grupul aditiv al corpului numerelor p-adice factorizat prin grupul intregilor p-
adici. Acest grup este dualul Pontrjagin al lui Z,, si deci grupul automorfismelor sale
este Up, grupul unitatilor p-adice (elementele inversabile din inelul Z,). Daca facem
acum rationamentul de la pasul 2 pentru un p-subgrup abelian maximal G, al lui G,
vedem ca acesta este scufundat in U,. Mai mult, daca U; este grupul unitatilor p-adice
congruente cu 1 modulo p, atunci U,/ U]} are ordinul p — 1. Rezulta ca G), se scufunda
in UI}. Dar structura grupurilor UI:Jl este binecunoscuta (de exemplu [Iw, Prop. 2.7]): UI}
este izomorf cu Z, daca p # 2, si cu Zy x (Z/2) daca p = 2.

Concluzia este ca G nu are p-subgrupuri abeliene netriviale pentru p # 2, i un 2-
subgrup abelian maximal al lui G are ordin 2. De aici rezulta ca |G| = 2. Mai mult,
torsiunea lui U constd exact din {#1}. Din felul in care se realizeaza U} ca grup de
automorfisme ale lui pgee = Qo/Zsy se vede ca —1 € U21 nu fixeaza radacinile primitive
de ordin patru ale unititii, adicd K = k(v/—1).

Pasul 4. Aici incheiem demonstratia, aratand ca k poate fi ordonat astfel incat toate
elementele pozitive sa fie patrate. Din faptul ca inchiderea algebricd a lui k are grad
doi peste k rezultd imediat afirmatia asupra polinoamelor de grad impar din definitia
corpului real inchis.

O ordine este definitd daca spunem cine este conul P elementelor (strict) pozitive.
Concluzia la care vrem sa ajungem forteaza ca acesta sa fie multimea patratelor (vom
lucra cu nenule). Din portiunea sirului de coomologie asociat lui folosita in pasul
2 se vede ci indicele lui (k*)? in k* este egal cu ordinul lui H'(G, uo), adicd 2. Cum —1
nu este patrat in k (pasul 3), avem PU—P = k*, si reuniunea este disjuncta. Tot ce mai
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trebuie sa aratam este ca P este Inchis la adunare; cu alte cuvinte, ca o suma de patrate
a® + b? este tot patrat.

a® +b? este norma elementului a + by/—1 € K, si ceea ce dorim se reduce la a arita ca
norma N : K* — k* are imaginea (k*)2. Evident, N(K*) D (k*)2. Cum |k*/(k*)?| = 2,
incluziunea inversa va rezulta daca aratam ca N(K*) este continut strict in k*. O alta
portiune a sirului lung de coomologie pentru (2.4.2) ne da

HY(G,K*) — H*(G,u2) — K*(G,K*).

Primul termen este nul (Teorema 90 a lui Hilbert), al doilea este ciclic de ordin doi, iar al
treilea este chiar k* /N (K*), din Teorema Rezulta deci ca intr-adevar N(K*) # k¥,
si demonstratia este incheiata. |

Cateva consecinte, utile in studiul grupurilor Galois:

Corolarul 2.4.3. Fie k un corp, si K inchiderea sa algebrica. Daca grupul Galois G
al lui K peste k are torsiune, atunci k se poate ordona (in particular char(k) = 0), si
subgrupurile finite maximale ale lui G au ordin dos.

Corolarul 2.4.4. Normalizatorul (sau echivalent, centralizatorul) unui element a de
ordin doi al grupului Galois absolut al lui Q este grupul generat de a.

Demonstratie. Un element care comuta cu a actioneaza pe corpul K fixat de a. Dar
conform teoremei, K este real inchis. Am remarcat mai sus ca automorfismele corpurilor
real inchise conserva si ordinea. Se stie ca un corp ordonat are o “inchidere” ordonata,
adica un corp real inchis si algebric peste corpul dat, si aceasta extensie e unica pana la
izomorfism de extensii.

In cazul nostru, va rezulta ca extensia Q C K este izomorfd cu incluziunea lui Q
in corpul numerelor algebrice reale. Asta inseamna ca Q este dens in K (in raport cu
topologia data de ordine), si deci K nu are automorfisme netriviale. Am aratat deci ca
t fixeaza K punctual, si t trebuie sa fie atunci sau trivial, sau a. |

Observatia 2.4.5. Demonstratia functioneaza de fapt pentru orice corp de numere
(extensie finita a lui Q) care are cel putin o scufundare in R.

Asta implicd imediat
Corolarul 2.4.6. Grupul Galois absolut G = Gal(Q/Q) are centru trivial.

Observatia 2.4.7. Demonstratia pentru acest ultim rezultat este valabila in cazul
mai general cand in locul lui Q avem un corp de numere care are o scufundare in R
(Observa‘gia. De fapt, acest ultim corolar este valabil pentru orice corp de numere,
dar demonstratia rezultatului general este mai complicata.

2.5. Extensii centrale si reprezentari proiective. Vom introduce aici notiunea de
multiplicator Schur, pe care o vom folosi pentru studiul extensiilor centrale de grupuri
si al reprezentarilor proiective, adica al morfismelor unui grup dat la grupul proiectiv
liniar. La sfarsitul sectiunii vom vedea niste aplicatii ale acestei discutii.

Ne intereseaza acum mai ales G-modulele triviale; pentru acestea ne vom aplica teo-
rema de clasificare a lui Schreier (Teorema [2.1.4)) si vom vedea ca in anumite conditii,
exista o asemenea extensie “universala” pentru grupul dat G.
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Definitia 2.5.1. Multiplicatorul Schur al unui grup G, notat si cu M(G), este grupul
Hy(G,Z), unde Z este G-modul trivial.

S& ne amintim de girul (1.7.2)) ce apare in Teorema Coeficientilor Universali (Teo-
rema |1.7.1)) pentru n = 2:

0 — Ext(Hi(G), A) — H*(G, A) — Hom(H>(G), A) — 0, (2.5.1)
pentru orice G-modul trivial A. Teorema spunea ca el este natural in A si ca scindeaza,
dar scindarea nu este naturala.

Mai stim din Teorema cad H?(G, A) clasifica pani la echivalenti extensiile centrale
ale lui A prin G (centrale in sensul ca A este subgrup central in extensia rezultata, pentru
ca G actioneaza trivial pe A). Vom nota cu Ext.(G, A) multimea claselor de echivalenta
pentru asemenea extensii. Functorul H?(G, —) = £xt.(G, —) este un endofunctor al
categoriei Ab, si se pune in mod firesc intrebarea cand/daca el este reprezentabil.

Daci G este liber abelian, atunci este clar ci H?(G, —) va fi reprezentat chiar de
M (G). Partea interesanta este ca are loc si reciproca:

Propozitia 2.5.2. Ext.(G, —) este reprezentabil daca si numai dacd abelianizatul G g =

H\(G) este abelian liber, caz in care obiectul care reprezinta functorul este multiplicatorul
Schur M(G) = Ha(G).

Demonstratie. Am observat deja ca daca Gy, = 0, nu e nimic de aratat: Ext(H(G), —)
se anuleazi, si (2.5.1)) aratd c& avem un izomorfism natural H?(G, —) = Hom (M (G), —).

Reciproc, sa presupunem ca H?(G, —) este reprezentat de un grup abelian X. Ultimul
morfism din girul spune ca avem o transformare naturala de la Hom(X,—) la
Hom(M(G),—). Din lema Yoneda ([Macli III §2]; functioneaza si pentru categoria Ab,
nu numai pentru Set), transformarea respectiva este data de un morfism de grupuri
f:MG) — X.

Acum vom considera functorii coindusi Hom(M (G), —) si Hom(X, —) ca functori nu
pe intreg Ab, ci numai pe categoria C a grupurilor abeliene injective (sau echivalent,
divizibile). Dar pe C functorul Ext(H;(G), —) e nul, deci spuneca f : M(G) - X
induce un izomorfism natural f* intre functorii reprezentati de cele doua grupuri pe
categoria C. De aici rezulta insa ca f este izo: daca nu ar fi surjectiv atunci incluziunea
lui X/f(M(G)) intr-un grup divizibil ar i un morfism nenul care compus cu f devine
nul, si daca f nu este injectiv atunci scufundarea lui M (G) intr-un grup divizibil nu s-ar
afla in imaginea lui f*.

Rezulta din toate acestea ca de fapt ultimul morfism din sirul ne da un izomor-
fism natural de functori (cand A variaza), si deci Ext(Ggp, —) se anuleaza. Dar asta e
echivalent cu a spune ca G este grup abelian proiectiv, deci abelian liber. |

Observatia 2.5.3. Demonstratia functioneaza si pentru cazul general dat de Teorema
Coeficientilor Universali, cand n este arbitrar (Teorema girul ) Puteam, cu
alte cuvinte, sa aratam ca endofunctorul H"(G, —) pe categoria Ab este reprezentabil
daca si numai daca H,_1(G) este abelian liber, si in acest caz obiectul de reprezentare
este Hy,(G). Ne-a interesat insa cazul n = 2 pentru ca avem o interpretare alternativa a
lui H%(G, ) ca Exto(G, —).
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Propozitia anterioara ne da, in cazul cand G, este abelian liber, o extensie centrala
U):0— MG —U—G—0
cu urmatoarea proprietate de universalitate: pentru orice extensie centrala
(E):0—A—FE—G—0,

existd un unic morfism f : M(G) — A astfel incat urmatoarea diagrama sa fie comuta-
tiva:

0 M(G) - U - G 0
f id
0 - A - B - G >0

S& observam insa ca morfismul U — F rezultat ne e neaparat universal. De aceasta
proprietate mai tare de universalitate ne ocupam mai departe.

Vom nota cu Ext.(G) categoria morfismelor surjective 7 : £ — G cu proprietatea
ca nucelul lui 7 este central in F. Se subintelege ca morfismele de la 7 : £ — G la
7’ : ' — G sunt morfismele de grupuri f : £ — E' cu 7’ o f = 7. Se vede imediat ci
proprietatea de universalitate despre care am vorbit in paragraful precedent se rezuma
la a da un obiect initial in Ext.(G). Avem

Definitia 2.5.4. O extenie centrald universala a lui G este o extensie
0—X —U-"5G—0

pentru care 7 este obiect initial in Ext.(G).

Se pune intrebarea cand un grup G are o asemenea extensie centrald universala.
Raspunsul este dat de

Propozitia 2.5.5. Grupul G are o extensie centrald universala U — G dacd st numai
daca este perfect, adica G = 0.

Demonstratie. Sa presupunem ca avem o extensie centrala universala 7 : U — G. Daca
abelianizatul G4, nu e nul, atunci exista morfisme netriviale de la G la un grup abelian
A. Dar grupul acestor morfisme este chiar Z'(G, A) = Hom(G, A) (cociclii sunt mor-
fisme pentru ca A este G-modul trivial), care, aga cum am remarcat ceva mai sus in
Observatia poate fi identificat cu grupul automorfismelor stabilizatoare ale unei
estensii (centrale in cazul de fatd) E a lui A prin G. Dar atunci morfismul de la U la E

care face comutativa diagrama
™

U G

E

nu va mai fi unic, putand fi compus cu automorfisme stabilizatoare netriviale ale lui E.
Cum U — G a fost presupusa universala, trebuie intr-adevar sa avem Gy, = 0.
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Reciproc, sa presupunem ca G este perfect. Atunci Propozitia ne spune ca
H?(G, —) este reprezentat de M(G). Afirm ci extensia
0— MG —U—G—0

data de proprietatea de universalitate a lui M(G) este extensie centrald universala in
sensul mai strict al definitiei precedente. Intr-adevir, reprezentabilitatea lui H?(G, —)
spune ca pentru orice extensie centrala

0—A—F—G—0

vom avea o diagrama

0 M(G) U G 0
f g id
0 - A - K - G >0

f este unic din universalitatea Iui M(G). Tot faptul cd& H?(G, —) este reprezentat de
M (Q) prin intermediul extensiei U — G ne mai spune si ca g este unic pana la compuneri
cu automorfisme stabilizatoare ale extensiei £ — (. Ca si in implicatia precedenta,
identificim grupul de automorfisme stabilizatoare cu Z'(G, —) = Hom(G, —), grup care
este trivial pentru ca G este perfect. |

Observatia 2.5.6. Am folosit pana acum In mod tacit urmatoarea descriere a mor-
fismului f. : H*(G, A) — H*(G, B) indus de un morfism de G-module f : A — B in
interpretarea lui H? ca extensii: clasa extensiei

(F):0— B—F—G—0
este f, aplicat clasei de echivalenta a extensiei
(£):0—A—FE—G—0

daca si numai daca avem o diagrama comutativa

0 A - F - G 0
f g id
0 - B - F - G >0

In acest caz se vede usor ca g este unic pana la compuneri cu automorfisme stabilizatoare
ale extensiei (F).

Urmatorul rezultat pe care il vom trata nu este propriu-zis o aplicatie a notiunilor
universale de mai sus; el ar putea apdrea de exemplu in Sectiunea 2.1} unde apare
clasificarea extensiilor prin intermediul lui H?. Pare insi natural si il includem aici,
pentru ca in demonstratie apar mai ales extensii centrale si tehnici foarte asemanatoare
celor folosite pana acum in aceasta sectiune.
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Ne punem urmatoarea problema foarte naturala: exista oare grupuri finite arbitrar de
mari cu putine automorfisme? Pentru a formula riguros, introducem o notatie. Pentru
un numar natural n € N* fie ¢(n) cel mai mic numar de forma |[Aut(G)| cu G grup de
ordin n, unde Aut(G) este grupul automorfismelor lui G. Intrebarea este: e adevirat ci
limita la infinit a lui ¢ este infinit? Raspunsul se dovedeste a fi afirmativ.

Propozitia 2.5.7. Pentru orice numar natural N existd un numar natural ng astfel
incat orice grup finit cu > ng elemente sa aiba cel putin N automorfisme.

Demonstratie. incepem cu observatia ca este foarte usor de aratat ca afirmatia din enunt
are loc daca lucram cu grupuri abeliene. Cu alte cuvinte, daca in enunt, inlocuim cuvantul
“grupurile” cu “grupurile abeliene”, afirmatia rezultata este ugsor de demonstrat. Se
foloseste teorema de structura a grupurilor abeliene finite, etc.

Presupunem acum contrariul afirmatiei din enunt. Asta inseamna cé exista un sir in-
finit de grupuri E,,, n > 1 cu proprietatea ca ordinul lui F, tinde la infinit, dar |Aut(E,,)|
este marginit. Asta inseamna in primul rand ca grupurile Out(E,) = Aut(E,)/Inn(E,,)
ale automorfismelor exterioare ale grupurilor E,, au ordine marginite. Dar Out(F,) este
izomorf cu catul lui E,, prin centrul sau A, = Z(E,), deci indicii |E, /A,| formeaza un
sir marginit. Asta inseamna ca grupurile E,, /A,, parcurg numai o multime finita de clase
de izomorfism, deci putem presupune ca E, /A, sunt toate izomorfe cu un acelasi grup
finit G. Lucram deci acum cu extensii centrale ale unor grupuri A,, prin grupul G.

Grupurile A,, se scriu ca sume directe de grupuri ciclice. Extensia F, — G este data
de o clasa de coomologie din H?(G, A,,), deci este reprezentata de un 2-cociclu al lui G
cu valori in G-modulul trivial A4,,. Vom presupune ca divizorii primi ai lui |A4,| se afla
printre cei ai lui |G|, pentru ca Propozi‘gia arata usor ca oricum sumandul lui A,, ce
consta din elementele de ordin prim cu |G| este sumand direct si al lui E,. Avem acum
doua variante: fie numarul sumanzilor tinde la infinit, fie nu.

Tratam mai intai primul caz. Cociclul f, ia valori intr-o multime de ordin cel mult
|G|? alui A,,. Pentru orice element al unui grup abelian finit, putem gasi o descompunere
a grupului ca suma directa de grupuri ciclice astfel incat acel element sa apartind unui
sumand. Asta Inseamnd cd putem presupune ca pentru orice n, f, ia valori intr-o suma
directs B, de < |G|? sumanzi din A,,. extensia E, va fi atunci produsul direct dintre
extensia lui B, prin G indusa de cociclul nostru f, si grupul abelian A, /B,,. Ordinul
acestuia tinde la infinit, pentru ca numarul sumanzilor sai tinde la infinit. Din observatia
din primul paragraf al demonstratiei, |Aut(A,/B,)| tinde la infinit, deci si |Aut(E,)|.
Asta contrazice presupunerea facuta la inceput.

Acum tratam al doilea caz, anume cel cand numarul sumanzilor lui A,, nu tinde la
infinit; putem presupune atunci ca acest numar este marginit. Grupul H?(G, A,,) este
anihilat de inmultirea cu |G| (Propozitia . Cum am presupus cé divizorii primi
ai lui |A,| sunt printre cei ai lui |G|, inmultirea in A, cu 1 — N pentru |G| | N este
un automorfism. Mai mult, acest automorfism induce identitatea pe H?(G, A,). Asta
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inseamna (Observatia [2.5.6]) ca avem o diagrama comutativa

0 - A, - Ey, G 0
1-N g id
0 - Ap - B, -G >0

Desigur, g va fi automorfism al lui F,, si la automorfisme 1 — N diferite corespund
automorfisme ¢ diferite. Din presupunerea ca numéarul sumanzilor lui A, este marginit
va rezulta cad maximumul ordinului unui sumand ciclic al lui A,, tinde la infinit cu n, si
asta implica imediat faptul ca numarul automorfismelor lui 4,, de forma (inmultire cu
1 — N pentru N numar natural divizibil cu |G|) tinde si el la infinit cu n. Din nou, am
obtinut contradictia cautata. |

Ne vor interesa acum extensiile centrale prin G ale grupului C*, grupul multiplicativ
al corpului numerelor complexe. Vom vedea ca ele apar natural in studiul aga-numitelor
reprezentari proiective. Introducem acum definitiile gi notiunile relevante.

Pentru un numar natural nenul n gi un corp k, Gl,(k) va reprezenta, ca de obicei,
grupul general liniar al matricelor inversabile de dimensiune n. Cu PGl, (k) vom nota
catul lui Gl,, prin centrul sau, adica grupul proiectiv liniar. Este binecunoscut ca centrul
consta exact din matricele scalare nenule. Printr-o reprezentare (complexa)liniara de
grad n a unui grup G intelegem pur si simplu un morfism de la G la Gl,(C), si printr-o
reprezentare (complexa) proiectiva de grad n intelegem un morfism G — PGl,,(C). Cand
corpul este C (adica peste tot in aceasta portiune a sectiunii), scriem pur si simplu Gl,
si PGl,.

Fiind data o reprezentare proiectiva G — PGl,,, se pune in mod firesc intrebarea
daca ea provine dintr-una liniara G — GI prin compunere cu proiectia Gl, — PGl,.
Raspunsul la aceasta intrebare este controlat intr-o oarecare masura de H?(G, C*), lucru
care se poate vedea dupa cum urmeaza: G actioneaza trivial pe grupurile necomutative
Gl, si PGl, si pe grupul comutativ C*, care este izomorf cu centrul lui Gl,. Vom avea
deci un gir exact scurt de G-module triviale

0 — C*— Gl, — PGl, — 0,

unde 0 desemneaza grupul trivial, chiar daca folosim notatie multiplicativa. Mai mult,
nucleul C* este central in Gl,,. Putem aplica agsadar Teorema [1.5.3| pentru a obtine un sir
lung exact de coomologie necomutativa. Notiunile acestea sunt definite in Sectiunea|1.5
Portiunea care contine H? oricum nu ne intereseazi, pentru ca actiunea lui G este triviala
peste tot. Partea relevanta pentru noi este

HY(G,Gl,) — H(G,PGl,) = H%(G,C). (2.5.2)

Pentru ci actiunea lui G este triviala, H' (G, gl,) este multimea morfismelor de grupuri
de la G in Gl,, adicd multimea reprezentarilor liniare complexe de grad n, si analog
pentru PGl Sirul spune ca un morfism G — PGl, poate fi ridicat la unul
G — Gl daca gi numai dacd imaginea lui prin A este clasa triviala de coomologie din
H?(G,C*). Reamintim descrierea lui A datd in Sectiunea fiind dat un morfism
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p € H'(G,PGl,), se alege o ridicare ¢ a functiei p la Gl,, si A(p) va fi atunci clasa de
coomologie reprezentats de 2-cociclul f(s,t) = ¢(s)p(t)p(st)~L.

Ne vor interesa aici mai ales grupurile finite G. Teorema Coeficientilor Universali
(Teorema ne da un sir exact scurt

0 — Ext(H(G),C*) — H*(G,C*) — Hom(M(G),C*) — 0.

Primul termen este nul, pentru cd C* este grup divizibil gi deci obiect injectiv in .Ab.
Avem agadar un izmorfism H?(G,C*) = Hom(M (G), C*). Daca G este finit si A este un
G-modul finit generat, este usor de vazut ca H*(G, A), H.(G, A) sunt grupuri abeliene fi-
nite (este clar ca sunt finit generate din definitie, si sunt de torsiune din Propozii;ia.
Asta inseamna ci H?(G, C*) este natural izomorf cu dualul grupului abelian finit M (G)
in sensul dualitatii Pontrjagin, deci izomorf (nenatural) cu M (G). De aceea vom scrie
uneori M (G) in loc de H?(G, C*), pentru c& in restul acestei sectiuni grupul G va fi finit,
daca nu specificaim contrariul. Dualul unui grup abelian finit A va fi notat cu A*; am
observat deja ca el este izomorf cu A, dar nenatural, aga ca vom folosi notatia A* cand
este importanta naturalitatea aplicatiilor.

In [Ro2, Cap. 7] se face studiul multiplicatorului Schur pentru un grup finit din
acest punct de vedere al reprezentarilor proiective, si se demonstreaza un rezultat al lui
Schur (JRo2, Teorema 7.66]) care afirma ca orice grup finit G are cea ce se numeste o
“acoperire”, adica o extensie centrala (finita) prin grupul respectiv la care se pot ridica
mereu reprezentarile proiective ale lui G si care are in plus o proprietate de minimalitate.
Detaliez mai jos.

Pentru o extensie centrala
0—A—F—G—0

in care toate grupurile sunt finite, sirul exact cu cinci termeni In coomologie cu valori in
E-modulul trivial C* arata astfel ((1.7.8) adaptat la situatia de fata, cAnd A este central
in E):

0— HY(G,C*) — HY(B,C*) — A* % H%(G,C*) — H(E,CY). (2.5.3)

Pe de alta parte, sirul in omologie ((1.7.9)) asociat E-modulului trivial Z este pur si
simplu dualul acestuia, dupa cum am observat mai sus:

Hy(E) — Ha(G) > A — Hy(E) » H\(G) — 0, (2.5.4)

unde 6* este dualul lui §. Am asociat deci fiecirei extensii centrale a lui A prin G un
morfism 0 : M(G) — A cu dual §* : A* — M(G)*. 0* de exemplu poate fi descris
foarte simplu: dacid f € A* este morfism de la A la C* (sau echivalent, S!) si extensia
E — G este descrisa de un 2-cociclu h € Z?(G, A), atunci §*(f) este elementul lui
H?(G,C*) = M(G)* descris de 2-cociclul f o h. De aici se vede imediat ci § nu depinde
decat de clasa de echivalenta a extensiei £ — G, si ca aplicatia care asociaza unei extensii
acest morfism § este morfism de grupuri de la H?(G, A) la Hom(M(G), A).

Mai existd un morfism natural de la H%(G, A) la Hom(M (G), A), anume ultimul mor-
fism din girul dat de Teorema Coeficientilor Universali (Teorema (11.7.2):

0 — Ext(H(G), A) — H*(G,A) — Hom(M(G), A) — 0.
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Dupa cum era firesc s& ne asteptam, cele doud morfisme coincid. Asta se vede foarte
usor din urmatoarea diagrama comutativa, In care sagetile verticale sunt induse de un
f € A* arbitrar:

H*(G, A) — Hom(M(G), A)

H*(G,C*) = Hom(M(G),C*)

Faptul ca am identificat asocierea dintre extensii £ — G ca mai sus si § cu morfismul
H?*(G,A) — Hom(M(G), A) din sirul coeficientilor ne va permite mai tarziu si dam
o demonstratie foarte scurta si naturala pentru teorema lui Schur mentionata mai sus.
Avem nevoie insa de cateva pregatiri.

Definitia 2.5.8. Vom spune ca o extensie centrala U — G a grupului G are propri-
etatea de ridicare daca pentru orice n, orice reprezentare proiectiva G — PGl,, poate fi
completata la o diagrama

U G

Gl,

PGl,
Avem acum urmatoarea notiune datorata lui Schur:
Definitia 2.5.9. O acoperire a grupului finit G este o extensie centrala
0 — K —U—G—0

care are proprietatea de ridicare gi astfel incat K < U’.

Legatura cu discutia de pana acum este urmatoarea:
Propozitia 2.5.10. O extensie centrala
0 —K —=U—G—0

a grupului finit G este acoperire dacda si numai dacd morfismul §* : K* — M(G)*
corespunzator extensiei este izomorfism.

Demonstratie. Se vede imediat din girul exact ca 0* este injectiv daca si numai
daca restrictia oricarui morfism U — C* la K este nula. Dar cum C* este cogenerator in
categoria grupurilor abeliene, aceasta proprietate este echivalenta cu faptul ca morfismul
indus K — U/U’ este nul, adica K < U".

Din acelasi sir se vede cd 0* este surjectiv dacad si numai daca restrictia
H?(G,C*) — H*(U,C*) este nula. Deci daca §* este surjectiv, atunci U — G are
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proprietatea de ridicare: asta reiese din comutativitatea diagramei

HY(G,PGL,) > H2(G,CY)

A
H'(U,PGl,) — H?*(U,C*)
, unde aplicatiile verticale sunt cele naturale de “restrictie”, iar cele orizontale sunt
aplicatiile A din (2.5.2)) corespunzatoare grupurilor G si respectiv U. Din ipoteza mor-
fismul vertical din dreapta este nul, si o clasa din H'(—,PGl,) se poate ridica daca si
numai daca are imagine nuld prin A.

Pentru reciproca (proprietatea de ridicare implica §* surjectiv) ar fi suficient sa aratam
ca A : HY(G,PGl,) — H?(G,C*) este surjectie pentru un n (proprietatea de ridicare
aratd numai ca suma imaginilor tuturor A : H'(G,PGl,) pentru diversi n este dusa in
zero de H?(G,C*) — H?(U,C*)). Asta e adevirat pentru n = |G| de exemplu, pentru ci
atunci unui 2-cociclu (s,t) — as; € C* al lui G 1i putem asocia urmétoarea reprezentare
proiectivii: se alege o bazii e;, s € G pentru ClCI, si elementului s € G Ii asociem
automorfismul Py € Glig definit prin Pse; = astes. Dupa factorizarea prin scalari
obtinem un morfism G — PGlig| care este trimis de A exact in clasa de coomologie
reprezentata de cociclul ag ;. [

Observatia 2.5.11. Propozitia ne spune in particular ca intr-o acoperire, nucleul K
trebuie sa fie chiar M(G).

Ajungem acum in sfarsit la rezultatul lui Schur:

Teorema 2.5.12 (Schur). Orice grup finit G are o acoperire U — G.

Demonstratie. Am vazut in propozitia precedentd cé e suficient sd gasim o extensie
centrala U alui M (G) prin G astfel incat morfismul § : M (G) — M(G) este automorfism.
Am identificat in discutia de mai sus aplicatia care asociaza morfismul § unei asemenea
extensii privite ca element al lui H?(G, M(G)) cu morfismul

H*(G,M(G)) — Hom(M(G), M(G))

din girul coeficientilor universali. Dar acest morfism este surjectiv, deci exista elemente
ale lui H*(G, M(G)) pe care el le aplica in id; ) de exemplu, si am terminat. [

Observatia 2.5.13. Din constructia pentru acoperiri data in demonstratia precedenta se
vede ca atunci cand grupul finit G este perfect, o acoperire este unica pana la izomorfism
(izo in categoria sagetilor U — G, cu care am lucrat si mai sus), si este si extensie centrala

universala (Definitia [2.5.4)).

Discutia de pana acum este utila in studiul reprezentarilor proiective ale grupurilor
finite. In particular, putem da conditii suficiente asupra unui grup finit pentru ca acestea
sa se poata ridica Intotdeauna la reprezentari liniare. Un exemplu de astfel de rezultat:

Propozitia 2.5.14. Fie G un grup finit cu subgrupuri Sylow ciclice. Atunci M (G) =0,
st deci toate reprezentarile proiective ale lut G se ridica la reprezentart liniare.
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Demonstratie. Daca aratam ca M (G) = 0 atunci a doua afirmatie va rezulta din faptul
cd atunci identitatea G — G va fi acoperire a lui G (Teorema [2.5.12).

Pentru un numar prim p, fie G, un subgrup Sylow al lui G. Sa observam ca pentru
orice G-modul A, restrictia H?(G,A) — H?*(Gp, A) este injectivd pe componenta p-
primara a grupului abelian de torsiune H?(G, A). intr—adevér, corestrictia compusa
cu restrictia (ambele corespunzitoare subgrupului G, < G) da inmultirea cu [G : G)]
(Propozitia , care este un numar prim cu p. Componenta p-primara a grupului
finit H2(G,C*) se scufunda asadar in H?(G,, C*). Cum G, este ciclic (o ipoteza pe care
nu am folosit-o pana acum), Teorema @ aratd cd H?(Gp, A) pentru orice Gp-modul
trivial divizibil A este nul (in particular A = C*). [

Vom spune ca o reprezentare proiectiva p : G — PGIl, a unui grup finit G este
ireductibila daca o reprezentare liniara a unei acoperiri U — G obtinuta prin ridicarea
lui p este ireductibila in sens clasic, adica nu exista subspatii liniare proprii nenule ale
lui C™ invariante la actiunea lui U. Sa observam ca notiunea nu depinde de acoperirea
U sau de ridicarea liniara U — Gl,, aleasa; intr-adevar, definitia se mai poate reformula
spunand ca spatiul proiectiv P"~1(C) nu are subvarietati liniare proprii G-invariante.
Avem urmatorul rezultat:

Propozitia 2.5.15. Fie G un grup netrivial de ordin < n? cu M(G) = 0. Atunci G nu
are reprezentari proiective ireductibile de grad n.

Demonstratie. Dacd G ar avea o asemenea reprezentare, atunci ea s-ar ridica la una
liniara ireductibilda de grad n a lui G, pentru ca G este acoperire pentru G. Avem deci
un grup netrivial de ordin < n? cu o reprezentare liniars ireductibila de grad n. Se stie
insa ([Sell, §2.4, Cor. 2], de exemplu) c& dacd n;, ¢ = 1,r sunt gradele reprezentarilor
liniare ireductibile ale unui grup finit G, atunci >.n? = |G|. G are intotdeauna o
reprezentare ireductibild de grad 1, anume cea triviald. Cu alte cuvinte, unul dintre n;
este 1. Atunci, dacd G este netrivial, toti n? vor fi strict mai mici decat |G|, si obtinem
contradictia cautata. |

Am inclus acest rezultat pentru a-l putea folosi intr-o aplicatie asupra produselor
crossed de algebre cu grupuri. Ne intereseaza produsele crossed de grupuri cu algebre de
operatori pe un spatiu Hilbert. Pentru o introducere rapida in subiect facem trimitere la
[Takll § V.7] sau [Tak2l § X.1]. Ne intereseaza problema urmatoare: se da o C*-algebra
A, care este factor (adica centrul ei consta numai din C). Pentru un numar natural n
avem algebra B = M, (A) = A ® M,(C), care consta din matrice n x n cu elemente
din A, cu structura evidenta de algebra. A se scufunda in mod natural in B ca algebra
matricelor diagonale cu acelasi element pe fiecare pozitie diagonala (scufundarea se poate
descriegica A3z +— 2®1 € A®M,(C)). Este atunci adevarat ca B este produs crossed
A x G pentru un grup G (obligatoriu de ordin n?) care actioneazi pe A?

Se poate arata ca raspunsul la aceasta intrebare este afirmativ pentru unele grupuri
(si factori A care nu sunt de forma Mj(C)), dar aici voi demonstra un rezultat negativ
folosind propozitia precedenta. Mai precis:
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Propozitia 2.5.16. Fie A un factor, si n > 1 un numdr natural. Dacd grupul G de
ordin n? are multiplicator Schur trivial, atunci B = M, (A) nu are structurd de produs
crossed A x G (pentru scufundarea standard a lui A).

Demonstratie. Vom presupune contrariul, si vom arata ca G trebuie atunci sa aiba o
reprezentare proiectiva ireductibila de grad n. Concluzia va rezulta atunci din propozitia
precedenta.

Presupunem deci ca M, (A) = A x G. Vom considera elementele G ca fiind scufundat
in grupul elementelor unitare din C*-algebra A x G, si actiunea lui s € G pea € A o
notam cu a — ®a. Fiecare element x € M,,(A) se va scrie atunci in mod unic sub forma
Z xss, cu xs € A. Pentru ca A este factor, centralizatorul lui A in M, (A) este M, (C)
seG
(cu incluziunea evidenta). Fie szs un element care centralizeaza A. Atunci fiecare
sumand x¢s centralizeaza A, pentru ca As este invariant si la inmultirea la dreapta cu
A. Conditia asupra lui zs pentru ca x4s sa centralizeze A este

ars = xs°a, Ya € A. (2.5.5)

Aplicand involutia * din algebra A si notand a* cu a (pentru ca oricum a va parcurge
intreg A), vom avea

ra="ax}, Ya € A.

Din aceste doua relatii se vede ca zszi € A (si z¥xs) centralizeaza A. Cu alte cuvinte,
xsxt este un scalar (nenegativ). Va fi un scalar strict pozitiv daca si numai daca x5 # 0
(conditia de algebra C* este necesara in implicatia zs # 0 = zsx} # 0). Dar putem
gasi elemente xss nenule care centralizeaza A pentru toti s € G, pentru ca altfel A-
submodulul stang al lui M,,(A) generat de centralizatorul lui A ar fi strict mai mic decat

M, (A), ceea ce nu e adevarat.

X

Putem gasi deci elemente inversabile x5 € A astfel incat zss € M,(C). Aplicand
(2.5.5) se vede ca elementele =4 si x:°r; au aceeasi actiune pe A prin conjugare, deci
coincid pand la un scalar. Asta inseamnd ca aplicatia s — x5 este morfism dupa
trecerea la PGl,. Am obtinut agsadar o reprezentare proiectivd de grad n a lui G. Ca
trebuie sa fie ireductibild este acum clar: cele n? elemente xss € M, (C) trebuie si fie
liniar indpendente, pentru ci A-modulul stang generat de ele este intreg M, (A). Asta
inseamna ca G are o reprezentare proiectiva ireductibila de grad n, si deci demonstratia
este Incheiata, conform observatiei de la inceput. |
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CONCLUZII

Pentru o perspectiva mai larga asupra omologiei si coomologiei grupurilor facem
referire la textele mentionate si mai sus: [Th] pentru o prezentare a legaturilor din-
tre teoria reprezentarilor liniare ale grupurilor finite gi coomologie, cu aplicatii la studiul
ambelor domenii, [Gru| pentru aplicatii in teoria clasica a grupurilor, ca de exemplu
automorfisme de p-grupuri finite, [Se3] pentru teoria coomologica a grupurilor profinite
si coomologie Galois, “descent” in geometria algebrica si domenii inrudite, [CFr, Cap.
VI, VII, IX] pentru o prezentare a problemelor fundamentale ale teoriei corpului claselor
in limbaj coomologic, [Se2| pentru o tratare mai detaliata a aceloragi probleme in cazul
corpurilor locale.

Lipsa spatiului si a timpului au permis o prezentare care da numai o idee vaga asupra
versatilitatii metodelor omologice in teoria grupurilor si domeniile adiacente. Utilizarea
acestor metode omologice este o tehnica din ce in ce mai importanta in multe domenii
ale matematicii, si speram ca prezentarea aceasta a aratat intrucatva ca rezultatele care
pot fi obtinute pe aceasta cale sunt multe si variate.
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