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INTRODUCERE

In aceastd lucrare ne propunem sa determinam analogul metricilor
Kahler extremale pe varietati Sasaki.

Una dintre problemele fundamentale din geometria diferentiala este
urmatoarea: fiind data o varietate diferentiala compacta M, exista
metrici riemanniene speciale (sau ”bune”) pe M?*! In dimensiune 2 se
stie raspunsul: cele mai ”"bune” metrici sunt cele de curbura constanta.
Pe orice suprafata compacta exista cel putin o metrica riemanniana de
curbura constanta.

O generalizare naturala a acestei conditii in dimensiuni mai mari,
dupi cum este motivat in [Be], este aceea de curbura Ricci constanta?,
obtinandu-se metricile Einstein. Pe de o parte, pe orice varietate com-
pacta de dimensiune mai mare sau egala cu 3, metricile de curbura
scalara constanta formeaza o familie infinit dimensionala, fiind deci
prea multe pentru a le considera privilegiate, iar pe de alta parte, cur-
bura sectionala constanta este o conditie prea restrictiva, singurele va-
rietati simplu conexe cu aceasta proprietate fiind difeomeorfe cu R" sau
S™. Conditia Einstein se impune in mod natural si datorita faptului ca
metricile Einstein sunt punctele critice ale functionalei data de curbura
scalara totala pe multimea metricilor de volum 1.

In dimensiune mai mare sau egala cu 5 nu se stie daca orice varie-
tate compacta admite cel putin o metrica Einstein. Cautandu-se alte
exemple decat cele omogene, s-a observat ca este utila considerarea
unei structuri suplimentare, o clasa importanta fiind reprezentata de
metricile Kéahler-Einstein. Celebra conjectura Calabi-Yau ne asigura
existenta unei unice metrici Ricci plate in clasa sa de coomologie, daca
prima clasa Chern a varietatii se anuleaza®. Aubin a demonstrat rezul-
tatul analog in cazul clasei Chern negativ definite, in timp ce pentru
varietatile Kahler a caror clasa Chern este pozitiv definita au fost gasite
obstructii (de exemplu invariantul Futaki, obstructia Matsushima), pe
baza carora s-au dat exemple de varietati Kahler care nu admit metrici
Kahler-Einstein. Motivat astfel de determinarea unor reprezentanti
canonici ai unei clase Kéhler date, Calabi a introdus in [Cal] o clasa
mai larga de metrici speciale. Prin definitie, acestea sunt punctele cri-
tice ale functionalei riemanniene datd de patratul normei L? a curburii

1 Aceasts intrebare a fost pusa in 1958 de citre René Thom, cf. [Be].

2Aici considerdm curbura Ricei ca fiind restrictia diagonald la fibrarea tangents
unitara a formei biliniare simetrice, Ric, data de (0.7).

3Acestea sunt singurele exemple compacte cunoscute de metrici Ricci plate.
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scalare si au fost numite metrici Kihler extremale®. In acelasi arti-
col, Calabi a aratat ca metricile Kéhler extremale sunt exact metricile
Kéhler a caror curbura scalara este potential de olomorfie.

Scopul acestei lucrari este de a determina pe varietatile Sasaki, care
reprezinta analogul in dimensiune impara al varietatilor Kahler, o clasa
de metrici speciale corespunzatoare metricilor Kahler extremale si care
sa generalizeze, la randul ei, clasa metricilor Sasaki-Einstein. O alta
motivatie pentru introducerea unor metrici folosind abordarea varia-
tionala este data de faptul ca, de exemplu, metricile Sasaki-Einstein
nu sunt complet intelese prin studiul fibrarilor in cercuri peste Kahler-
Einstein. Conjectura lui Cheeger gi Tian, conform careia orice varie-
tate compacta Sasaki-Einstein este quasi-regulata, a fost recent con-
trazisa de exemple de metrici Sasaki-Einstein neregulate descoperite
de fizicieni®. Astfel, unul dintre avantajele considerarii conditiei de
extremalitate este tratarea simultana a tuturor tipurilor de structuri
Sasaki, nemaifiind nevoie sa ne restrangem la cazul quasi-regulat.

Pentru varietatile Sasaki consideram tot functionala Calabi, data
de patratul normei L? a curburii scalare, fiind necesar si determinim
spatiul corespunzator de metrici pe care aceasta este definita. Prin
analogie cu fixarea structurii complexe si a clasei Kéahler, ne uitam
la deformarile structurilor Sasaki care au aceeasi structura olomorfa
transversa si determind aceeasi clasi fundamentald bazica’. Numim
punctele critice ale functionalei astfel definite metrici Sasaki extremale”.

In ceea ce priveste organizarea lucrarii, intr-o prima sectiune amintim
cateva notiuni de baza ale geometriei Sasaki, mai ales pentru a vedea
cum este situata aceasta in mod natural intre doua geometrii Kéhler.
Pe de o parte, conul metric peste o varietate Sasaki este Kahler, iar
pe de alta parte, pentru orice varietate Sasaki, foliatia 1-dimensionala
determinata de campul sau Reeb are o structura Kahler transversa.
Mai mult, in cazul quasi-regulat, in care toate foile sunt compacte,
spatiul cat este un orbifold Kéhler.

In a doua sectiune prezentam geometria Kahler transversa a unei
varietati Sasaki. Incepem cu unele aspecte generale legate de teoria
foliatiilor, pe care le particularizam pentru foliatia caracteristica a unei

4Existen§a unei astfel de metrici pe o varietate complexd compactd impune
anumite restrictii asupra grupului de automorfisme, insa existenta sau nu a metri-
cilor Kéhler extremale care reprezinta o clasa datd raméne una dintre problemele
deschise importante din geometria Kahler.

S Astfel de exemple apar in [MSY], unde este dati i o caracterizare variationald
a metricilor Sasaki-Einstein, ca fiind punctele minime ale actiunii Hilbert.

6Pentru a putea vorbi despre ”obiecte bazice” este necesar sa fixam foliatia ca-
racteristica. Mai mult, consideram fixat campul Reeb, ceea ce implica si obtinerea
aceleiagi clase fundamentale bazice de coomologie.

n perioada finalizarii acestei lucrari, a aparut un studiu al acestor metrici gi in
[BGS], unde sunt numite metrici Sasaki canonice.
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varietati Sasaki. In acest caz ne intereseazi in mod special cateva pro-
prietati ale operatorilor bazici, de care avem nevoie in studiul metricilor
Sasaki extremale.

Cea de-a treia sectiune cuprinde demonstrarea rezultatului analog
pentru varietati Sasaki al descompunerii campurilor vectoriale olomorfe
pe varietati Kahler compacte, considerand notiunea de contact-olomor-
fie introdusa in [BS]. Géasim mai intai aceasta descompunere in cazul
regulat, unde verificam obtinerea ei prin ridicarea descompunerii de
pe varietatea Kahler cat, iar dupa aceea demonstram cazul general,
prin considerarea geometriei transverse. Existenta acestei descom-
puneri ne permite sa demonstram pentru varietatile Sasaki extremale
(cf. Teorema 4.3) analogul rezultatului lui Calabi (¢f. [Cal]) referitor
la splitarea algebrei Lie a campurilor vectoriale olomorfe pe o varietate
Kahler extremald.

In ultima sectiune introducem metricile Sasaki extremale prin analo-
gie cu cele din geometria Kahler, urmand insa sensul invers: pornind de
la echivalenta stabilita de Calabi in cazul Kéhler, consideram o prima
definitie "formala”, potrivit careia metricile Sasaki extremale sunt acele
metrici care au curbura scalara potential de olomorfie (notiune pe care
o introducem anterior pe varietatile Sasaki). Aceasta definitie ne per-
mite stabilirea legaturii cu metricile Kahler extremale prin cele doua
constructii: conul metric si varietatea cat (in cazul regulat). In Teo-
rema 4.2 demonstram echivalenta cu abordarea variationala: analizam
problema variational# pentru patratul normei L? a curburii scalare
peste un spatiu corespunzator de metrici, stabilind ca punctele crit-
ice ale acestei functionale sunt exact metricile Sasaki extremale, ceea
ce justifica denumirea lor.



CONVENTII ST NOTATII

In literatura de specialitate existd mai multe conventii (de semn sau
constante multiplicative) gi de aceea am considerat necesara clarificarea
de la inceput a conventiilor pe care le adoptam.

Not&m componentele unei structuri Sasaki astfel: (M?"*1 ¢ & n,g),
unde & este campul Reeb (care este Killing),  forma de contact (care
este 1-forma duald a lui &), D := ker(n) = &+ este distributia de con-
tact; g metrica asociata; ¢ endomorfismul fibrarii tangente definit prin:

(0.1) 9(6X,Y) = dn(X,Y),

sau prin: ¢ = V&, si care indeplineste egalitatea: ¢? = —Id +n® €.
Conditiile echivalente pentru varietati Sasaki se exprima astfel:

(0.2) (Vx@)(Y) =n(Y)X — g(X,Y)E.
(03) [¢7 ¢](X7 Y) = _an(Xv Y)f
(0.4) R(, X)Y = (Vxo)(Y).

Conventii generale si notatii pentru:
- derivata exterioara a unei 1-forme:

(0.5) dn(X,Y) = %(X(U(Y)) =Y (n(X)) = (X, Y])).

- tensorii de curbura®:
(0.6) R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyiZ,
(0.7) Ric(X,Y) =Y g(R(e;, X)Ye;).

- Lx=derivata Lie in directia campului vectorial X, tx = produsul
interior cu X (acestea apar in special in formula lui Cartan pentru
forme diferentiale: Lx = (1x)od +do (1x)).
- df = f, = diferentiala functiei f.
- vol, = forma volum asociata metricii g.
- dualitatea riemanniana intre 1-forme diferentiale gi cAmpuri vectoriale
data de o metrica fixatd: X — X°, a — o¥. Orice metrica (pe
fibratul tangent) induce in mod natural o metrica pe orice fibrat tenso-
rial asociat. Notam cu (-, -) produsul scalar punctual indus pe un fibrat
tensorial, dar pentru forme diferentiale folosim urmatoarea conventie
diferita:

<041 FANKIRIRIVAN Olp,ﬁl FANKIEIRIVAN Bp> = det((ai,ﬁj)),
produsul scalar astfel definit fiind egal cu z% din produsul tensorial
obignuit. Pe varietatile compacte, notam cu (-, -) produsul global (dat
de integrare).

8{e;} este o bazi locali ortonormat.



1. CATEVA NOTIUNI DE BAZA

In aceasta prima sectiune definim varietatile Sasaki gi prezentam
cateva proprietati ale lor.

1.1. Definitii echivalente ale varietitilor Sasaki. Varietitile Sasaki’
reprezinta analogul varietatilor Kahler in dimensiune impara. Dam in
continuare cateva definitii echivalente!'®, care ne arati ci geometria
Sasaki poate fi privita din mai multe puncte de vedere diferite, fiecare
fiind util pentru abordarea anumitor aspecte ale acestei geometrii.

Initial varietatile Sasaki au fost definite pornind de la o varietate
metrica de contact care indeplineste o conditie de normalitate.

Definitia 1.1. O structura metrica de contact pe o varietate rie-
manniana (M, g) este data de un camp vectorial unitar &, astfel incat
endomorfismul ¢, definit de g(¢-, -) = dn(-, ), unde n este 1-forma duala
alui & (1.e. n:=g(§,-)), satisface relatia:

(1.1) > =—-Id+n®E.

O astfel de structura se numeste de K-contact daca £ este Killing.
Daca, in plus, este indepliniti conditia de normalitate®!:

(1.2) [0, 0](X,Y) = —2dn(X,Y)¢,
atunci este o structurd Sasak:.

Observatia 1.1. Pentru orice structura metrica de contact observam ca
n este o 1-forma de contact (i.e. nA(dn)™ # 0, unde dim(M) = 2n+1),
iar £ este campul Reeb (caracteristic) asociat lui n (i.e. este definit de
conditiile: (&) = 1, tgdn = 0). Notadm cu D = ker(n) = &+ distributia
formei de contact 7.

Observatia 1.2. O reformulare a ultimei conditii din definitie este urma-
toarea: o structura de K-contact se numeste Sasaki daca structura sa
CR subiacenta este integrabila. Reamintim ca o structura CR este, in
cadrul cel mai general, un camp de structuri complexe pe un camp de
hiperplane, iar pe o varietate de K-contact (M, g,£) obtinem o astfel
de structura definind J := V& pe D := ¢, In plus, conditia de integra-
bilitate pentru structura CR (M, D, J) este data de anularea tensorului
Nijenhuis: N;(X,Y) =0, (V)X,Y € D.

9Aceste varietiti au fost introduse de Sasaki in 1960 ([Sa]) ca un caz special de
structura de contact pe o varietate riemanniana, fiind studiate in special de scoala
japoneza in anii ’70. In ultimii 15 ani au fost studiate din ce in ce mai mult (in
particular s-au gsit numeroase exemple de varietiti Sasaki-Einstein), constituind
una dintre cele mai importante geometrii speciale, motivatia venind mai ales din
fizica.

1OEchivalem‘gaL acestor definitii este demonstraté, de exemplu, in [BG2].

HIn aceastd formuld crogetul [, ] este o notatie pentru torsiunea Nijenhuis a
unui tensor T' de tipul (1, 1), definita prin: [T, T)(X,Y) = Np(X,Y) = T?[X,Y] +
[TX,TY|-TTX,Y]-T[X,TY].



Pornind direct de la o varietate riemanniana avem:

Definitia 1.2. O varietate riemanniana de dimensiune impara (M, g)
se numeste Sasaki daca exista un camp Killing unitar £ astfel incat:

(1.3) VVE=EN,
unde V este conexiunea Levi-Civita a metricii g.

Observatia 1.3.
e Explicit egalitatea (1.3) se scrie astfel:

(1.4) (Vxo)(Y) = g(&,Y)X — g(X,Y)S,
unde am definit ¢(X) = Vx¢ (deoarece £ este Killing, rezulta
ca V.£ este un endomorfism antisimetric al fibrarii tangente).

o Aceasta definitie exprima poate cel mai bine analogia cu va-
rietatile Kéhler: conditia (1.3) rescrisa astfel si restrictionata la
distributia de contact D corespunde conditiei de pe o varietate
Kahler ca structura complexa J sa fie paralela.

e Deoarece pentru orice camp Killing ¢ are loc urmatoarea iden-
titate generala'® R¢ x = Vx¢, putem inca reformula Definitia
1.2, folosind curbura, astfel:

O varietate riemanniana de dimensiune impara (M, g) se numeste
Sasaki daca exista un camp Killing unitar £ astfel incat:

(1.5) R(X, Y =g(X, V) —g(,Y)X,

ceea ce se verifica imediat ca este echivalent si cu urmatoarea
conditie: curbura sectionala a oricarui plan care contine pe &
este egala cu 1.

o In particular, rezulta ca pe o varietate Sasaki, £ este vector pro-
priu al curburii Ricci (vazuta ca endomorfism al fibrarii tan-
gente) corespunzator valorii proprii 2n: Ric(§) = 2n&, unde
dim(M) = 2n + 1.

O alta abordare a varietatilor Sasaki, mai geometrica si intuitiva,
foloseste conul metric asociat:

Definitia 1.3. O varietate riemanniana (M, g) se numeste Sasaki daca
conul sdu metric C(M) = (M x R*, g = dr* + r?g) este Kahler.

Observatia 1.4. Aceasta definitie este naturala, deoarece prin constructia
con sunt deja puse in corespondenta structurile de dimensiune impara
si para astfel'®:
M - var. de aproape contact <= C(M) - var. aproape complexa
M - var. de contact <= C(M) - var. simplectica
M - var. metrica de contact <= C(M)- var. aproape Kéhler.
12F6losim notatiile precedente, deci ¢ este derivata covarianta a lui £: ¢ = V. .€.

13De fiecare datd existd o constructie precisa care ne da legatura intre cele doua
structuri considerate (detalii sunt date in [BG1], § 4.5).
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Observatia 1.5. Definirea cu ajutorul constructiei con a structurilor
Sasaki conduce la formularea unor caracterizari echivalente, care per-
mit studiul acestor structuri prin utilizarea tehnicilor de la varietatile
Kihler'®. O astfel de caracterizare este urmatoarea'®: o varietate Sasaki
este Einstein daca gi numai daca conul sau Kahler este Ricci-plat.

Schitam numai echivalenta dintre ultimile doua definitii, in special
pentru a explicita constructia structurii Kahler pe con si reciproc,
obtinerea structurii Sasaki pe sectiunea conului la nivelul r» = 1.

Fie X, Y din X (M), considerate drept campuri vectoriale pe conul
C(M) si V conexiunea Levi-Civita a metricii . Cum metrica con este
un caz particular de produs twistat, aplicind formulele generale (cf.
[O’N]) au loc egalitatile (am notat 0, = £, unde r este coordonata de
pe semidreapta reald R, ):

_ _ _ 1 _
(16) Vo.0, =0, Vo, X = Vx0, = -X, Vx¥ = Vx¥ —rg(X,¥)0,.

Daci pornim cu o structura Kahler (g = dr? + r2g, J,w) pe conul
C(M), atunci, identificind M cu M x {1} C C(M), definim:

(1.7) §=—J0), nY)=yg(&Y), o)=VyE,

pentru orice Y € I'(T'M). Aratam ca ¢ este camp Killing unitar pe M
si satisface conditia (1.3).
Din definitie £ = —J(9,) este unitar si are loc:

g(va,X) = g(ng_’_g(ng)amX) = _g(vY‘](ar))X) =

care este anti-simetrica in X si Y, deci € este Killing (pentru penultima
egalitate am folosit faptul ca pe o varietate Kahler structura complexa
J este paraleld). Egalitatea (1.3) rezulta folosind definitiile date si
formulele (1.6).

Reciproc, construim structura Kahler pe con astfel: consideram ge-
neratorul infinitezimal al grupului de omotetii ale conului (date de
(x,r) — (x,Ar)), notat ¥ := rd, si numit cAmpul Euler sau Liouville al
lui C(M) si definim un endomorfism al fibrarii tangente T'C'(M) prin
formulele:

JY =o(Y)+n(Y )y, Jip=—¢,
unde (YY) = g(&,Y) este 1-forma duala a lui €. Se verifica direct ca J

este o structura aproape complexa pe C'(M) si metrica g este hermi-
tiana. Pentru ca (C(M), g, J) sa fie Kéhler este necesar si suficient sa

147 acest sens un exemplu este demonstratia conjecturii Goldberg pentru va-
rietdti Sasaki, data in [ADM], precum si o demonstratie mai simpld a rezultatului
lui Kashiwada: o 3-structura metrica de contact este 3-Sasaki.

15Aceastd echivalentd este o consecintd a legaturii dintre curbura Ricci a va-
rietatii M si metrica sa con (¢f. [BG1], §4.5.5).
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aratam ca J este paralel: VJ = 0. Aceasta rezultd prin calcul direct
tot din formulele (1.6).

Din cele de mai sus rezulta ca exista o descompunere naturala a
fibrarii tangente TC(M): TC(M) = Ly & L¢ & H, unde Ly este o
notatie pentru fibrarea triviala in drepte generata de un camp vecto-
rial nicaieri nul X, iar H este complementul ortogonal fata de metrica g.

Prezentam in continuare, pe scurt, cateva exemple de varietati Sasaki'®.

Ezemplul 1.1. Spatiul real de dimensiune impara este cel mai simplu
exemplu de varietate Sasaki necompacta: R?"*! pe care consideram
coordonatele globale (x!,... 2" y' ... 4™ 2), cu structura de contact
standard datd de n = dz — > | y'da’ | a carei distributie de contact
este D =kern = (5 +y' 2, %}i:fn si al cérei cAmp Reeb este £ = 2,
formeaza impreuna cu metrica adaptatda g = > ((dz*)* + (dy*)?) +
17 ®n o structura metrica de contact. Aceasta este Sasaki, deoarece se
verifica direct ca endomorfismul ¢, care este dat de:

“ o ;0 .0 |

= —(—+y'=)®dy - ® dx’

¢ ;( (5 TV 5;) ® W + 55 @)

verifica conditia de normalitate (1.2): [¢, ¢](X,Y) + 2dn(X,Y)¢ = 0.

Aceasta este structura Sasaki standard pe R?*"*!. care se noteaza si

R?"t1(—3), deoarece curbura sectionali a unui plan generat de { X, ¢ X },
cu X € D, este —3.

Ezxemplul 1.2. Un exemplu important de varietate Sasaki compacta
este dat de sferele de dimensiune impara, a caror geometrie este intim
legata de geometria Kihler a spatiilor proiective complexe!”. Privim

sfera S?"*! ca hipersuprafatd in R?"2 &~ Ct+l;

n n
S = {z = (2,y) € € Y| = DO( + () =1,
i=0 i=0
unde ', y’ reprezintd componenta reald si imaginard a coordonatei
complexe z', cu structura de contact standard data de restrictia 1-
formei ny = Y. (y'dz’ — 2'dy"). Campul Reeb coincide cu campul
normal la sferd rotit § = > (" 3‘; — a?ﬁ') prin inmultire cu uni-
tatea imaginara, iar campul tensorial de tip (1,1), ¢g, este obtinut prin
restrictia structurii complexe standard

=0

16Numeroase metrici Sasaki au fost descoperite relativ recent, incepand cu anii
'90, de catre fizicieni si sunt in special exemple de metrici Sasaki-Einstein.

17 A ceasta rezultd in Sectiunea 1.2, prin considerarea fibririi Boothby-Wang, cf.
Exemplul 1.6.
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de pe R?"*+2]a D C S?"*! care este extinsa trivial pe fibrarea in drepte
generata de &. Explicit, ¢y este dat de formula:

do = S (' — 69)-2 @ dy — (y? — 6)-L @ da)

— ox’ oy’
(1.8) ! 5 5
+ ;(xjylﬁ_yl ® dy’ — xzyj% ® da’).

Metrica canonica pe S?7t1 data de restrictia metricii plate de pe
» Y0, ]
R2"+2 are curbura sectionals constanta 1 si satisface:

go = dnp o (¢ ® Id) + 19 @ no.

Se verifica direct L¢, g0 = 0, deci Sy := (&0, M0, ¢0, go) este o structura de
K-contact. In plus, deoarece [ reprezinta structura complexa standard
pe C"t!1 S, este o structura Sasaki si se numeste structura Sasaki
standard pe S**1,

Planul proiectiv real de dimensiune impara admite o structura Sasaki
indusa de cea standard de pe sfera, deoarece S?"*! acopera PR?"*! cu
doua foi.

Ezxemplul 1.3. Desi fibratele tangente in sfere reprezinta o clasa impor-
tanta de varietati de contact, ele nu sunt, in general, varietati Sasaki.
Mai precis, are loc urmatorul rezultat al lui Tashiro'®:

Propozitia 1.1. Structura metrica de contact standard de pe T1' M este
Sasaki daca si numai daca (M, g) are curbura constantd 1.

~/

Obtinem astfel o structurd Sasaki pe produsul de sfere S? x S =
T153(1), care este Sasaki-Einstein, dar nu este produsul metricilor de
curbura constanta, reprezentand astfel un exemplu de varietate care
admite mai multe metrici Einstein'®. La fel, pentru M = S7, care este
tot o varietate paralelizabila, se obtine din Propozitia 1.1 o structura
Sasaki pe S® x ST~ T;57(1).

Ezemplul 1.4. O alta clasa de exemple de varietati Sasaki este data
de hipersuprafetele varietatilor Kéhler care se scufunda ca subvarietati
ombilicale pe subfibrarea de contact. Mai precis, are loc urmatoarea
echivalenta?’:

Propozitia 1.2. O hipersuprafatd reald M a unei varietdti Kdhler M
este Sasaki daca si numai daca operatorul A asociat celei de-a doua

180 demonstratie a acestui rezultat este prezentats in [Bl], Teorema 9.3.

Un studiu detaliat al varietiitilor Sasaki-Einstein 5-dimensionale este dat in
[BG4], unde se arati existenta pe S? x S3 a 14 structuri Sasaki-Einstein neechiva-
lente, care nu sunt regulate.

20A ceasta este demonstrati, de exemplu, in [BG1], Teorema 6.3.22.
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forme fundamentale®* a lui M satisface A = —Id + 3¢ ® n, pentru o
functie neteda (3.

Observatia 1.6. Exista metode generale de a obtine varietati Sasaki
noi din cele pe care le cunoastem deja. O prima posibilitate este de a
ne uita, la fel ca si in cazul Kahler, la subvarietatile care indeplinesc
o anumita conditie de invarianta. O subvarietate N a unei varietati
Sasaki (M?*"*1 ¢, & n, g) se numeste invariantd dacd in orice punct p
al lui N, &, € T,N si ¢ invariaza T, N. Se arata ca o astfel de subvarie-
tate mosteneste structura Sasaki prin restrictia campurilor tensoriale
la N. O alta metoda de a obtine varietati Sasaki noi este constructia
,7,]'0111”22.

Consideram in continuare numai varietati Sasaki compacte, deoarece
avem nevoie sa integram. Daca M este compacta, atunci campul vecto-
rial £ este complet si, cum nu se anuleaza nicaieri, orbitele lui formeaza
o foliatie™ a varietatii M, notatd L¢. Exista o clasificare a structurilor
Sasaki in functie de proprietatile globale ale foliatiei L¢, identificandu-
se 3 tipuri de structuri Sasaki:

(1) Cazul regulat - catul este varietate Kéhler:

Daca toate orbitele sunt inchise (deci compacte, deoarece varietatea M
este compactd), atunci £ genereaza actiunea unui cerc pe M. Daca, in
plus, actiunea este libera varietatea Sasaki se numeste regulata. Atunci
toate orbitele au aceeasi lungime si M este spatiul total al unei fibrari
principale in cercuri 7 : M — N, peste o varietate Kahler N2,

(2) Cazul quasi-regulat - catul este orbifold Kéhler:

Mai general, daca toate orbitele sunt inchise, & genereaza actiunea unui
cerc pe M, care este local libera (i.e. stabilizatorul fiecarui punct este
un subgrup finit al lui S'), dar nu liberd. Atunci varietatea Sasaki
se numeste quasi-requlata. Presupunem ca x € M este un punct care
are subgrupul de izotropie netrivial I', € S', atunci I, & Z,,, pentru
un numar natural m, iar lungimea orbitei prin x este egala cu % din

21A doua formd fundamentald a lui M, notatd II, este definiti prin formula:
VxY = VxY + II(X,Y), unde V si V este conexiunea Levi-Civita pe M, res-
pectiv pe M si X, Y € I'(T'M). Deci II reprezintd partea normald a derivatei
covariante de pe varietatea M aplicatd campurilor tangente la M, iar in cazul
unei hipersuprafete, notdand cu N campul vectorial normal unitar al lui M, are loc
urméatoarea scriere: II(X,Y) = g(A(X),Y)N, care definegte operatorul A, numit
operatorul Weingarten.

22 Aceastd constructie constd in definirea unei inmultiri pe multimea orbifolduri-
lor Sasaki quasi-regulate si a fost introdusa initial in [BG3] pentru structuri Sasaki-
Einstein, iar apoi generalizatd pentru cazul strict Sasaki in [BGO]. O prezentare
cu toate detaliile a constructiei ”join” este data in [BG1].

2In Sectiunea 2.1 dim definitia foliatiilor si cAteva proprietiti ale lor de care
avem nevoie.

24Este vorba de fibrarea Boothby-Wang, care este descrisa in Sectiunea 1.2.
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lungimea orbitei generice. Spatiul orbitelor este un orbifold® V, iar M
este spatiul total al unei fibrari de orbifold in cercuri 7 : M — V peste
un orbifold Kéhler V' (punctul = se proiecteaza pe un punct singular al
lui V' cu grupul de structura local Z,,).
(3) Cazul neregulat - structura transversa este Kéhler:

Daca ¢ are orbite care nu sunt inchise, atunci varietatea Sasaki se
numeste neregulata. In acest caz nu existd un spatiu cat, dar, cel putin
la nivel infinitezimal, exist& o structurd Kéhler transversa®®. Orbitele
campului Killing definesc un subgrup cu un parametru al grupului com-
pact de izometrii al varietatii (M, g), deci inchiderea acestui subgrup
este un subgrup abelian compact i conex, adica un tor, care in cazul
neregulat are dimensiunea cel putin 2.

Exemplul 1.5. Orice varietate 3-Sasaki si orice forma spatiala Sasaki
este cel putin quasi-regulati. In [BMS], Propozitia 5.3, este demon-
strat ca o varietate Sasaki neregulata nu este omogena ca varietate
riemanniana gi este dat un exemplu de varietate Sasaki neregulata de
coomogenitate 1, aratand astfel ca acest rezultat este optim.

Observatia 1.7. Pe o varietate compacta varietatile Sasaki quasi-regulate
sunt, intr-un anumit sens, ”suficient de generale”, datorita urmatorului
rezultat®”:

Teorema 1.1. Orice structura Sasaki pe o varietate compacta se obfine
prin deformarea unei structuri Sasaki quasi-regulate.

Concluzia care se desprinde din cele prezentate in aceasta sectiune
este ca geometria Sasaki este situata intre doua geometrii Kéahler, conul
Kéhler ** gi varietatea Kahler cat (care in general este numai o structura
transversa). Avantajul conului este ca exista intotdeauna, iar avantajul
catului este compacitatea.

250 prezentare a orbifold-urilor este dat# in [BG1], Capitolul 4. Mentionam ca
in aceasta lucrare am discutat separat cazul regulat, dar multe dintre rezultate se
pot transcrie si in cazul quasi-regulat.

26 Aceasta este descrisi in Sectiunea 2.2.

27Demonstra§ia acestuia se bazeaza pe teorema de aproximare a lui Rukimbira
pentru structuri de K-contact (care afirma ci pe o varietate compacta orice struc-
turd de K-contact neregulatd poate fi aproximata de unele quasi-regulate, cf. [BG1],
Teorema 6.1.11).

ZMentionam ci utilizim in continuare notiunea de con Kihler in aceasta
acceptiune, deci nu ne referim la conul claselor Kéhler de coomologie.
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1.2. Fibrarea Boothby-Wang. Acum studiem cazul in care campul
vectorial € al varietatii Sasaki M este regulat. incepem prin prezentarea
teoremei lui Boothby si Wang, care are loc in contextul mai general al
varietatilor de contact compacte regulate (i.e. campul Reeb asociat
formei de contact este regulat) si care ne asigura ca acestea sunt fibrari
principale in cercuri peste varietati simplectice de clasa intreaga, nu-
mite fibrari Boothby-Wang. Dupa aceea aratam ca aceasta ”schema
simplectica” ramane valabila gi in cazul varietatilor Sasaki, adica orice
varietate Sasaki regulata este o fibrare principala in cercuri peste o
varietate Kahler de clasa intreaga.

Teorema 1.2. i) Fie (M, n) o varietate de contact compacta regulata.
Atunci M este spatiul total al unei fibrari in cercuri peste varietatea cat
N := M/¢ sin este o forma de coneziune a acestei fibrari. Forma de
curbura a lui n defineste o forma simplectica w pe N, care determina
o clasa de coomologie intreaga.

ii) Reciproc, fie N o wvarietate simplectica compactd a carei forma
simplectica w determina o clasa intreaga de coomologie. Atunci exista
o fibrare principala in cercuri w: M — N si o forma de conexiune 0,
care este forma de contact pe M si a carei forma de curbura este 7w w.
In plus, campul Reeb & asociat lui n genereaza translatiile la dreapta
ale grupului structural S* al acestei fibrari.

Demonstratie. 1) Deoarece campul caracteristic ¢ al formei de contact
7 este regulat, orbitele sale (i.e. curbele sale integrale maximale) sunt
submultimi inchise ale lui M, care este varietate compacta, deci aceste
orbite sunt homeomorfe cu cercuri. In plus, cum ¢ este regulat, M se
proiecteaza pe varietatea cat N := M/&, m: M — N (in cazul regulat
spatiul orbitelor este varietate diferentiabila).

Observam mai intai ca printr-o deformare omotetica a formei n, noul
camp Reeb & genereazi o actiune liberd a cercului S'. Fie {f;} grupul
de difeomorfisme cu 1 parametru generat de £ gi definim perioada A\ a
lui € in punctul m € M prin:

A(m) = inf{t| t > 0, fi(m) =m}.

Functia X este constanta pe fiecare orbita si, deoarece nu exista puncte
fixe, A nu se anuleaza nicaieri (observam ca A este bine definita deoarece
toate orbitele sunt cercuri, deci nu ia valoarea infinit). Vrem sa aratam
ca \ este constanta pe M. Consideram o metrica riemanniana h pe
N gi metrica corespunzatoare pe M, g := n*h +7n ® n. Fata de
aceasta metrica ¢ este un camp Killing unitar, deoarece n(§) = 1
si Len = 0. Daca V este conexiunea Levi-Civita a lui g, atunci
g(Ve&, X) = —g(VxE, &) =0, deci orbitele lui £ sunt geodezice. Daca
~ este o orbita prin m, consideram ~' o orbita suficient de apropiata de
~ astfel incat exista o unica geodezica minimala de la m la +' care inter-
secteaza 7' ortogonal in m’'. Deoarece f; este o izometrie pentru orice
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t, imaginea arcului geodezic mm’ este ortogonal la ~ si 4/ pentru orice
t. Astfel, in timp ce punctul m parcurge o perioada de-a lungul orbitei
~, punctul corespunzator pe ' parcurge tot o perioada, deci functia
A este constanta pe M. Inlocuind pe n cu %n, & devine X, care este

campul Reeb al lui 1, deoarece A este constanta. In plus, ¢ are aceleasi
orbite ca si campul Reeb initial si perioada sa este 1, deci grupul cu un
parametru {f;} al lui £ depinde numai de clasa de echivalenta modulo
1 a lui t si actiunea astfel indusa a lui S este libera.

Din regularitatea lui & rezulta ca putem acoperi M cu vecinatati
de coordonate U; si coordonatele (x!,--- , xz?"*1) astfel incat curbele
integrale ale lui ¢ sunt date de a' = const., ..., 2*" = const. Atunci
7w (U;) formeaza o acoperire deschisa a lui N si coordonatele se iden-
tifica cu (z!,---,2?"). Putem defini sectiuni locale pe w(U;) prin
si(zt, oo 2?) = (21, -+ 2%, ¢), pentru o anumitd constanti c. Defi-
nim atunci aplicatiile de trivializare astfel:

O - W(Ui) x St — M, ¢i(pa t) = ft(si(p>>7

unde {f;} este grupul de difeomorfisme cu 1-parametru generat de &.

Pentru a arata ca n este o forma de conexiune in aceasta fibrare
principala, observam mai intai ca n si dn sunt invariante la actiunea
lui S', adica are loc: Len = 0 g1 Ledn = 0 (ambele egalitdgi rezulta
direct din formula lui Cartan). Identificim algebra Lie a lui S* cu
R si alegand baza A = %, trebuie sa aratam ca n (vazuta ca forma
cu valori in algebra Lie a cercului, i.e. identificata cu n ® A) este o
forma de conexiune. Avem de verificat urmatoarele doua conditii: (a)
n(A*) = A, unde A* este campul vectorial fundamental corespunzator
lui A gi (b) echivarianta lui n la translatiile la dreapta. (a) rezulta
imediat deoarece A* = ¢, iar pentru (b) observam ca translatia la
dreapta este tocmai f; si verifica f;n =7, pentru ca L¢n = 0.

Fie Q forma de curburd a lui . Cum S este grup abelian, [n,n] = 0
si ecuatia de structura devine dn = 2. Dar dn este forma orizontala,
invarianta la actiunea lui S*, deci bazica. Atunci exista o forma w pe N
astfel incat 7*w = dn. In plus, avem: m*dw = dr*w = d?n = 0, de unde
rezultd ca w este inchisa gi 7*w" = (7*w)"™ = (dn)" # 0, deci w este o
forma simplectica pe N. Clasa de coomologie a lui w este intreaga (i.e.
fcw € Z pentru orice cociclu singular cu coeficienti intregi ¢) conform
unui rezultat al lui Kobayashi ([Kob]).

ii) Reciproc, folosim faptul ca multimea fibrarilor principale in cer-
curi peste o varietate N are o structura de grup izomorfa cu grupul de
coomologie H?(N,Z) (¢f. [Kob]). Construim fibrarea principald cores-
punzatoare clasei [w] gi consideram o forméa de conexiune 7’ a acesteia.
Fie w' 2-forma de pe N corespunzatoare: dn = 7*w’. Dar |[w]| = [/
(deoarece 2-forma caracteristica a unei fibrari principale este definita
ca fiind clasa de coomologie a formei obtinuta prin push-forward-ul
formei de curbura a unei conexiuni de pe fibrare, care se arata ca nu
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depinde de alegerea conexiunii), deci exista 1 € AY(N) cu w = ' +d1.
Fie n := n' + ™. Atunci n este invarianta la translatiile drepte si
dny = 7*w. In plus, daci £ este vertical astfel incat 7/(€) = 1, atunci
si n(§) = 1. Pentru a arata ca n este intr-adevar o forma de contact
pe M, fixam un punct arbitrar m € M si alegem vy, ..., vy, vectori in
T,,M orizontali si liniar independenti. Atunci are loc:

[77 A (dT/)n] (57 U1y« 7'U2n) 7& Oa
deci n este forma de contact. O

Observatia 1.8. Tanno a aratat?® ca pentru o varietate de contact com-
pacta regulata M cu fibrarea Boothby-Wang 7 : M — N, primele nu-
mere Betti ale celor doua varietati coincid: b1 (M) = b1(N). Folosind
aceasta restrictie topologica se arata ca nici un tor 72! nu admite o
structura de contact regulata.

Vrem in continuare sa aratam ca aceasta corespondenta stabilita de
fibrarea Boothby-Wang se pastreaza si pentru structuri geometrice mai
bogate decat cea de contact gi simplectica, pentru a ajunge la cazul care
ne intereseaza si anume corespondenta Sasaki «» Kahler.

Alegem pe (M, n) (care este, ca mai sus, varietate de contact com-
pacta regulatd) o metrica compatibila astfel incat (M,n,g) sa fie o
varietate metrica de contact (c¢f. Definitia 1.1). Daca, in plus, campul
vectorial £ este Killing (i.e. M este o varietate de K-contact), atunci
putem proiecta metrica g peste o metrica pe N, notata h, iar 7 : M —
N devine submersie riemanniana. Printr-un calcul direct (¢f. [Bl], Teo-
rema 6.2) se stabilegte echivalenta: £ este Killing daca si numai daca
L¢p = 0. Rezulta atunci ca putem proiecta si endomorfismul ¢ pe va-
rietatea IV, si din (1.1) rezulta ca endomorfimul astfel obtinut, notat .J,
este o structura aproape complexa a lui N, ortogonala fata de metrica
h. Deoarece ¢ este definit de relatia g(¢-,-) = dn(,-), prin proiectia pe
N rezulta compatibilitatea dintre h, J i forma simplectica w (data de
Teorema 1.2, (i)): h(J-,-) = w(-,-), adica obtinem o structura aproape
Kahler pe N: (h, J,w).

Reciproc, daca pornim cu o structura aproape Kéahler (h, J,w) pe o
varietate compacta N si clasa Kéhler [w] este intreaga, atunci conform
Teoremei 1.2, (ii), exista o fibrare principala in cercuri 7 : M — N gi o
forma de contact n pe M cu forma de curbura dn = 7*w. Ridicam la
varietatea M metrica h prin formula:

(1.9) g=m"h+n®mn,

29 Acest rezultat este demonstrat, de exemplu, in [Bl], Teorema 4.13.

30A ceasta rezulti deoarece baza unei fibrarii Boothby-Wang ar avea, din sirul de
omotopie al fibrarii, primul numar Betti egal cu 2n, dar by (T?"*1) = 2n+1. Acelasi
argument ne aratd ca T2"*1 nu admite nici structuri de contact quasi-regulate (prin
considerarea girului lung de omotopie pentru fibriri de orbifold-uri).
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i definim un endomorfism al fibratului tangent T'M prin:

(1.10) 6X = Jm X,
unde - reprezinta lift-ul orizontal. Deoarece campul vectorial £ este
vertical, are loc: ¢* = —Id +n ® & Cum dn = 7*w, rezulta:

9(@X,Y) = h(mpX,m.Y)om =h(JrX,mY)on

1.11
(1.11) =w(mX,mY)or=r"w(X,Y) =dn(X,Y).

In plus, n este 1-forma duala a lui ¢ in raport cu metrica g. Acestea
ne spun ca structura astfel definita pe M este o structura metrica de
contact, care este chiar de K-contact, deoarece campul vectorial & este
Killing: L¢g = 0.

Considerand in constructia anterioara M varietate Sasaki, rezulta
ca structura aproape Kahler indusa pe varietatea cat N este Kahler,
deoarece conditia (1.4) din Definitia 1.2 devine pe N: V.J = 0. Reciproc,
daca N este varietate Kahler si are clasa fundamentala intreaga, atunci
structura indusa pe fibrarea principala asociata este Sasaki, deoarece
printr-un calcul direct se arata ca este verificata conditia de normali-
tate (1.2) (¢f. [Bl], Exemplul 6.7.2).

Rezumand cele prezentate anterior, putem spune ca fibrarea Boothby-
Wang pune in corespondenta urmatoarele structuri:

contact «— simplectic
K-contact «— aproape Kahler
Sasaki «—— Kahler.

Mai general, exista varianta fibrarii Boothby-Wang pentru orbifold-
uri: varietatile Sasaki quasi-regulate compacte au structura unei fibrari
de orbifold in cercuri peste un orbifold Kéhler compact (¢f. [BG1],
Teorema 6.1.4).

Ezxemplul 1.6. Cazul special cel mai cunoscut al fibrarii Bootby-Wang
este fibrarea Hopf a unei sfere impare unitare S?"*! peste spatiul proiec-
tiv complex CP"™ de curbura olomorfa constanta egala cu 4.

Un alt exemplu sunt fibrarile in cercuri ale lui S? x.S3 peste suprafetele
Hirzebruch, Fj (de exemplu, ¢f. [BGO]): pentru orice pereche de nu-
mere Intregi pozitive prime intre ele, (I1,13), se obtine o clasa Kéahler
intreaga pe Fj, careia 1i corespunde o fibrare in cercuri. Spatiul total al
acestei fibrari (despre care se aratd ca este difeomorf cu S? x S daca k
sau [; este par) este varietate Sasaki, conform corespondentei stabilite.
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2. GEOMETRIA TRANSVERSA A UNEI VARIETATI SASAKI

In aceasti sectiune prezentam geometria Kéhler transversa a unei
varietati Sasaki. Pentru aceasta incepem cu unele notiuni generale
despre foliatii si geometria lor transversa. De asemenea, introducem
operatorii bazici definiti pe o varietate Sasaki, de care avem nevoie in
studiul metricilor extremale.

2.1. Foliatii. O foliatie®! este o descompunere a unei varietiti in sub-
varietati de aceeagi dimensiune, care local arata ca un produs. Mai
precis, avem:

Definitia 2.1. Fie M o varietate diferentiabila de dimensiune n. O
foliatie F pe M, de dimensiune p si codimensiune ¢ (p + ¢ = n) este o
partitie { L, }aea a lui M in submultimi conexe cu urmatoarea proprie-
tate: pentru orice punct al lui M exista o vecinatate deschisa U care-1
contine si o hartd (x,y) = (z1, -+ ,Zp; Y1, ,Yq) : U — RP x R? astfel
incat pentru fiecare foaie L, componentele conexe ale lui U N L, sunt
definite de ecuatiile y = const. O astfel de harta se numeste foliata sau
distinsa. Componentele conexe ale multimilor y = const intr-o harta
distinsa se numesc placile lui F.

Din definitie rezulta, in particular, ca fiecare foaie L, este o sub-
varietate conexa p-dimensionala a lui M. Daca intr-o harta distinsa
fixam y, aplicatia z — (x,y) este o scufundare neteda, deci placile sunt
subvarietati p-dimensionale ale lui M, iar fiecare foaie L, este o reuni-
une de placi. Observam ca topologia naturala a varietatii £, nu este
neaparat topologia indusa de pe M.

Exemplul 2.1. Orice varietate admite doua foliatii triviale: foliatia O-
dimensionala, in care foile sunt date de punctele varietatii si foliatia de
codimensiune 0, care are o singura foaie data de intreaga varietate.

Ezemplul 2.2. O submersie neteda f : M — B intre doua varietati
diferentiabile este un exemplu de foliatie de codimensiune egala cu di-
mensiunea lui B, in care foile sunt date de componentele conexe ale
fibrelor f~1(b), pentru b € B. Acestea mai sunt numite si foliatii sim-
ple. O fibrare este un caz special de submersie, dar nu orice submersie
satisface conditia de local trivialitate (este suficient sa inlaturam un
punct al unei fibre). Chiar din definitie observam ca orice foliatie este
local definita de o submersie, dar nu neaparat global, cum ne arata si
exemplul urmator.

Exemplul 2.3. Linia lui Kronecker pe torul 2-dimensional 72 = R?/Z2.

Un flux liniar pe tor este generat de campurile vectoriale X = al% +
2 0

a” 57z, unde a’ € R si nu sunt ambele nule. Pentru fiecare pereche
31Prezentim pe scurt numai notiunile de baza de care avem nevoie din teoria
foliatiilor; un studiu detaliat se géseste, de exemplu, in [Ton].
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(a',a?) € R?*\ {(0,0)}, campul vectorial X genereaza o subfibrare E a
lui 777 si astfel defineste o foliatie 1-dimensionald F pe T (conditia de
integrabilitate Frobenius este automat indeplinita pentru distributiile
I-dimensionale). Foaia care trece printr-un punct (zf,z%) € T? este
datd de imaginea fluxului ¢ : R — R? o¢(t) = (x) + a't,z? + a*t).
Presupunem a' # 0 si consideram doud cazuri, dupa cum raportul Z—;

. v 1 . ~ .
este rational sau nu. Daca % € Q, atunci campul vectorial X este

periodic si foile sunt cercuri. Foliatia F este simpla si descrie torul 72
ca o S'-fibrare peste S*. Daca Z—; ¢ Q, atunci foile sunt difeomorfe cu
R si fiecare foaie este densa in T2, deci aceasta foliatie nu poate fi data
de o submersie.

Ezxemplul 2.4. Foliatiile cele mai studiate sunt cazurile extreme: cele
1-dimensionale, numite si fluxuri si cele 1-codimensionale. Exemple de
foliatii 1-codimensionale pot fi obtinute astfel: data o functie neteda
f: M — R, daca inlaturam multimea punctelor critice ale lui f, atunci
M\ Crit(f) are o foliatie 1-codimensionala data de hipersuprafetele de
nivel. Asa se obtine, de exemplu, foliatia lui R"* \ {0} prin sfere
concentrice: foile sunt hipersuprafetele de nivel ale functiei norma. In
plus, deoarece foile sunt orbitele netriviale ale actiunii lui SO(n+1) pe
R aceastd foliatie este riemanniani (cf. Definitia 2.6). La finalul
acestei sectiuni studiem unele proprietati ale fluxurilor riemanniene,
deoarece varietatile care ne intereseaza, cele Sasaki, sunt inzestrate in
mod natural cu o astfel de foliatie.

Echivalent, foliatiile pot fi descrise prin lipirea submersiilor locale32.
Hartile distinse reprezinta o vedere microscopica a foliatiei; pentru o
privire globala trebuie sa ne uitam la relatiile de pe intersectiile aces-
tor hértl Fie ¢z = (xzayz) : Uz — Rn’ ¢] = ($J,y]) : U] — R"
harti distinse ale foliatiei F pe M. Pe U; N U; foile sunt date de
y; = const si y; = const. Aceasta ne arata ca in schimbarea de co-
ordonate: z; = x;(x;,v;), y; = vyj(x;, i), y; nu depinde de x;, deci
y; = 7;i(y:), unde 7;; este un difeomorfism local al lui R? gi se numeste
functie de tranzitie. Fie f; compunerea dintre ¢; : U; — R"™ cu proiectia
pe al doilea factor R" = R? x R? — R?. Atunci f; si f; sunt submersii si
satisfac: f; = ;i o fi pe U; N U;. Suntem astfel condusi la urmatoarea
definitie echivalenta a foliatiilor:

Definitia 2.2. O foliatie de codimensiune g pe M este data de o
acoperire cu deschisi (U;);er, submersiile f; : U; — T peste o varietate
transversa g-dimensionala 7' si, pentru U; N U; # 0, un difeomorfism
Yji : fz(Uz N U]> cTlT — f](Uz N Uj) C T astfel incat

(2.1) fi(x) =~jio filx), (MzelUNU;.

32 A ceastdl abordare a foliatiilor a fost initiata si studiati de Haefliger si este utild
mai ales pentru studiul geometriei transverse.
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Spunem ca {U;, f;,T,7;;} este un ciclu foliat care defineste foliatia F.

Pentru ca relatiile (2.1) sa fie compatibile pe intersectii triple, este
necesar ca functiile de tranzitie v;; sa indeplineasca conditiile de cociclu:
Yij = Yik © Vkj, Pe Uy N U; N Uy

Geometria transversd. In teoria foliatiilor se acorda un interes deosebit
studiului geometriei transverse®>. Aceasta este geometria spatiului
foilor, adica a spatiului cat dat de relatia de echivalenta: = = y daca
x si y apartin aceleiasi foi. Deoarece in general acest spatiu nu este
varietate sau orbifold, geometria transversa este studiata direct pe va-
rietatea foliata. Astfel sunt definite notiunile corespunzatoare (functie,
forma diferentiala, metrica riemanniana etc.) drept obiectele analoage
de pe varietatea foliata invariante de-a lungul foilor.

Fie F o foliatie p-dimensionala pe o varietate M cu subfibrarea in-
tegrabila E (formata din toti vectorii tangenti la foile lui F). Atunci
exista urmatorul sir exact de fibrari vectoriale:

(2.2) 0—-FE—-TM5Q—0.

Fibrarea cat () se mai noteaza si v(F) gi se numeste fibrarea normald a
foliatiei. Geometria transversa este modelata la nivel infinitezimal de
@, care joaca rolul spatiului tangent la varietatile transverse ale lui F
(o subvarietate N < M se numeste transversd daci in orice punct x
al lui N avem T,M =T, E +T,N).

Un rol important il joaca conexiunea Bott pe @), definita prin:

(2.3) Vs = 7V, X,

pentru V € T'(E) i s € T'(Q), unde X, este un camp vectorial pe
M care se proiecteaza peste s: m(Xs) = s. Aceasta este o conexiune
partiala de-a lungul lui E si este corect definita, deoarece membrul
drept nu depinde de alegerea campului X (diferenta a doua astfel de
campuri este o sectiune V' in E si atunci 7[V, V'] = 0). O consecinta a
identitatii Jacobi pentru paranteza Lie este faptul ca aceasta conexiune
are curbura nula:

o

(2.4) R(X,Y) = VxVy —VyVx — Vixy = 0, pentru X,Y € I(E).

Introducem in continuare notiunile corespunzatoare pentru obiectele
"bazice’ ale unei foliatii. Pentru campurile vectoriale avem:

Definitia 2.3. Un camp vectorial X pe o varietate foliata (M,F) se
numeste foliat daca pentru orice camp vectorial V' tangent la F, paran-
teza Lie [X, V] este tangenta la foile lui F.

33Folia§iile cu structura transversa au fost introduse de Conlon in anii 70 si au
fost studiate mai ales de Molino.
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Aceasta Inseamna ca fluxul lui X pastreaza foliatia F, adica duce
foi in foi. Algebra Lie a campurilor vectoriale tangente la foile lui F

actioneaza pe sectiunile fibrarii normale @) prin Ly s := Vy s, adica prin
intermediul conexiunii Bott, data de (2.3). Folosind aceasta actiune,
conditia ca un camp vectorial X sa fie foliat devine: £y X = 0, pentru
orice V' tangent la F, unde am notat X := 7(X).

Notam, ca de obicei, cu X' (M) multimea campurilor vectoriale tan-
gente la M, iar cu Xx(M) subalgebra Lie a campurilor tangente la
foi (adica formata din sectiunile fibrarii vectoriale integrabile E care
definegte F). Multimea campurilor vectoriale foliate formeaza si ea
o subalgebra Lie, notata fol(M,F) si care, din definitie, este norma-
lizatorul lui Xz(M) in X(M). Intr-o harta distinsid de coordonate,
¢ = (z1, -, Tp; Y1, -, Yg), un camp foliat X ia forma:

q ‘ 6 p ' a
(2.5) X = X;A’(yl, e ’yq)i?_yi + z;B](xl, e T YL, ,yq)%,
= j=

unde A’ si B’ sunt functii de variabilele indicate.

Observam ca orice camp foliat X se proiecteaza pe o sectiune X
a lui v(F), care este independenta de coordonatele de-a lungul foilor
(aceasta rezulta din scrierea (2.5)). Multimea acestor sectiuni formeaza
o algebra Lie, notata trans(M, F), ale carei elemente se numesc campuri
vectoriale transverse. Avem urmatorul sir exact de algebre Lie:

(2.6) 0— Xr(M) — fol(M,F) — teans(M, F) — 0,
unde paranteza Lie pe trans(M, F) este definitd prin: [X,Y] = [X,Y].
Un reper transvers in punctul x € M este o baza (Y1,...,Y,) a fibrei

Q. (remarcam ca Y; nu este un vector tangent in x, ci o clasa de
echivalenta de vectori tangenti modulo vectorii din E,). Intr-o harta

dinstinsa exista un reper local al lui () format din campuri transverse,
0 0
dyl? ) Dyd’
un reper local al lui £+ format din campuri foliate.

si anume care, in prezenta unei metrici, pot fi ridicate la

Coomologia bazica. Coomologia bazica a fost introdusa de Reinhart in
anii ’60. In continuare prezentam pe scurt notiunile de baza, urmand
[Ton].

Definitia 2.4. Fie F o foliatie pe varietatea M. O r-forma diferentiala
a pe M se numeste bazica daca pentru orice camp vectorial V' tangent
la foile lui F sunt indeplinite conditiile:

(2.7) wa=0, Lya=0.

Intr-o harta de coordonate foliaté (U, ¢), cu ¢ = (21, , Tp: Y1, » Yq)s
o r-forma bazica « ia forma:

a = Z iy, (Y15 5 Y )dY™ A - Ndy™.

(il,...,ir)
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Observam ca derivata Lie a formelor bazice (si mai general a tensorilor
covarianti bazici) in directia campurilor vectoriale transverse este bine
definita.

Daca notam cu Q% (F) multimea formelor bazice r-dimensionale,
atunci Q5(F) = @,QF(F) este inchisa la adunare si la produsul exte-
rior, deci este o subalgebra a algebrei formelor exterioare pe M. Mai
mult, din formula Cartan, rezulta ca derivata exterioara duce forme
bazice in forme bazice:

Lyda=dLya=0 si wda=Lya—d(ya)=0.

Astfel, subalgebra Qf(F) formeaza un subcomplex al complexului de
Rham:

d
._>Q%_>Q%+1_>...

si inelul sau de coomologie Hj(F) = Hj(F,dg), unde dg este o notatie
pentru restrictia derivatei exterioare d la formele bazice, se numeste
inelul de coomologie bazica al lui F si joaca rolul coomologiei de Rham
pentru spatiul foilor. Notam clasele bazice de coomologie cu [-]5, pen-
tru a le distinge de cele obignuite.

Grupurile Hj(F) sunt definite pentru orice 0 < r < ¢, unde ¢ este
codimensiunea foliatiei si sunt finit dimensionale pentru foliatii rie-
manniene pe varietati compacte. In general, pentru r = 0, multimea
O%(F) = C¥(M) este formata din functiile constante de-a lungul fi-
brelor, deci cociclii fata de dg sunt functiile constante. Deci, daca M
este varietate conexa, atunci H%(F) ~ R. Pentru r = 1 aritam ca
incluziunea naturald a lui H5(F) in H'(M,R) este injectiva. Fie o un
1-cociclu, adicd dga = 0, unde a € Qf(F). Dacd a = df, pentru o
functie f pe M, atunci, pentru orice camp V tangent la foi are loc:

Vf=uwdf =wya=0,
ceea ce inseamna ca f € Q%(F), deci « este cofrontiera fatd de dp.
Observatia 2.1. Aratam ca derivata Lie a unei forme bazice in directia

unui camp foliat ramane bazica. Fie a € Q(F) si X € fol(M.F). Din
formulele generale:

LvﬁXoé = EX (LvOé) — L[V’X}Oé,

,CV,C)(O( = ,CX,C\/CY — [,[Vyx]a,

rezulta Lxa € Q(F). Analog se arata ca txa este forma bazica.
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Definim in continuare notiunea de structura transversa®*. Fie M o
varietate de dimensiune p+ ¢ inzestrata cu o foliatie F de codimensiune
¢, definita de cociclul foliat (U, f;, T, 7ij)-

Definitia 2.5. O structura transversa la F este o structura geometrica
pe T invariata de difeomorfismele locale ;.

Pe fiecare deschis U; al acoperirii se trage structura respectiva de pe
T prin submersia f;, iar invarianta prin 7,; ne asigura ca in acest mod
este bine definita o structura globala pe M.

Particularizam aceasta definitie la cazurile de care avem nevoie: struc-
tura transversa riemanniana, cea olomorfa gi cea Kahler .

Definitia 2.6. O foliatie F se numeste riemanniana daca exista pe
T o metrica riemanniana astfel incat difeomorfismele locale «;; sunt
izometrii.

Definitia 2.7. O foliatie F se numeste transvers olomorfa daca T
este varietate complexa si 7;; sunt biolomorfisme locale. Daca T' este
varietate Kahler si v;; sunt biolomorfisme locale care pastreaza forma
Kahler, atunci spunem ca F este transvers Kahler.

Foliatii riemanniene. In continuare prezentam unele proprietati ale
foliatiilor riemanniene, in special ale celor 1-dimensionale. incepem
cu o definitie echivalenta a unei structuri riemanniene transverse, in-
trodusa de Reinhart gi data la nivel infinitezimal.

Definitia 2.8. O metrica riemanniana g pe M se numeste metrica
fibrata fata de foliatia F daca pentru orice campuri foliate orizontale
X 1Y, functia g(X,Y) este bazica, adica pentru orice camp vectorial
V' tangent la foile lui F are loc: V(g(X,Y)) = 0.

Unei metrici fibrate g i se asociaza o metrica transversa gr dupa cum
urmeaza. Metrica g spliteaza sirul exact (2.2) in:

(2.8) T™™M = E @ E+,

unde E* este subfibrarea lui TM formata din toti vectorii ortogonali
pe vectorii din F fata de metrica ¢g. Atunci orice camp vectorial X pe
M poate fi descompus in mod unic: X = X' + X+ unde X' este
sectiune in F si X+ este sectiune in E+. Definim metrica transversa
gr pe (Mv f) prin: gT(X> Y) = g(XLvyL)'

Notiunea de metrica fibrata este echivalenta cu cea de foliatie rie-
manniana in sensul urmator®>:

34Mentionim ci existi si o altii abordare echivalenti, care foloseste G-structurile
transverse (definite ca reduceri ale grupului structural GL(g, R) al fibrarii principale
a reperelor transverse, care satisfac o conditie suplimentara: spatiul tangent in
fiecare punct la fibrarea principald redusa contine spatiul tangent la foile foliatiei
ridicate ). De exemplu, in acest context, o foliatie riemanniana este o O(q, R)-
structura transversd. Aceasta abordare este prezentatd cu detalii in [BG1], §2.4.

350 demonstratie a acestui rezultat este data, de exemplu, in [BG1], Propozitia
2.4.7.
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Propozitia 2.1. Daca g este o metrica fibrata fata de foliatia F,
atunci F este o foliatie riemannianda. Reciproc, daca F este o foliatie
riemanniand cu metrica transversa gr, atunci exista o metrica fibrata,
a carei metrica transversa asociata este gr.

Conform descompunerii ortogonale (2.8), exista o splitare:
(2.9) oc:Q > E-CTM.

Metrica g pe T'M este atunci o suma directa ¢ = gg @ g1, metrica
transversa gr definita mai sus este data de: gr = o*gp., iar aplicatia
de splitare o : (Q, gr) — (E*, gg1) este un izomorfism metric. Aceasta
identificare intre @) si E* este importantd, deoarece ne permite sa
definim obiectele transverse folosind fibrarea E-+ in locul fibrarii Q,
nemaifiind nevoie sa consideram clase de echivalenta de vectori.

Observatia 2.2. Conditia din definitia unei metrici fibrate gi anume:
pentru orice campuri foliate orizontale X i Y gi orice V € T'(E) sa
aiba loc V(g(X,Y)) = 0 este echivalenta cu invarianta metricii trans-
verse asociate, gr, pe directiile tangente la foi, adica cu Lygr = 0,
pentru orice V' € I'(E). Aceasta echivalenta rezulta direct din definitia
derivatei Lie:

(Lvgr)(X,Y) =V(gr(X,Y)) — gr(Lv X, Y) — gr(X, LvY),
aplicatd campurilor foliate orizontale X,Y € T'(E1).

Ezemplul 2.5. Din observatia precedenta rezulta ca cel mai simplu
exemplu de metrica fibrata este dat de un camp vectorial Killing nesin-
gular V pe (M, g). V determina o foliatie 1-dimensionala F, ale carei
foi sunt curbele integrale ale lui V. Deoarece Ly g = 0, rezulta, prin
restrictie la fibratul E+ = (V) ¢, metrica indusi, pe care am notat-o
gr, este invarianta de-a lungul lui V: Ly gr = 0, care este unica directie
tangenta, deci g este o metrica fibrata si F este foliatie riemanniana.

Mai general, daca un grup Lie G actioneaza prin izometrii pe (M, g)
astfel incat toate orbitele actiunii au aceeasi dimensiune, atunci aces-
tea formeaza o foliatie riemanniana. Aceasta rezulta din argumentul
precedent si din faptul ca sectiunile tangente la foliatii sunt combinatii
liniare de campuri Killing determinate de actiunea grupului G. Mai ob-
servam ca, daca G este compact, orice metrica pe M poate fi mediata
pentru a obtine o metrica invarianta la actiune.

Fie g o metrica fibrata pe M. Vrem in continuare sa vedem legatura
dintre conexiunea Levi-Civita a metricii transverse gr, pe care o notam
V si conexiunea Levi-Civita a metricii g pe M, notata VM.

Definim urmatoarea conexiune pe @):

[ mX,Zy), daca X €eI'(E)

(2.10) Vixs = { 7(V¥2Z,), dack X € T(EL),
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pentru orice s € I'(Q) cu Z, = o(s) € T'(E*). Observdm ci aceasta
conexiune restrictionata de-a lungul lui £ coincide cu conexiunea Bott,
definita de (2.3) (conexiunile cu aceasta proprietate se numesc adap-
tate).

Aratam ca V este conexiunea Levi-Civita transversa, in sensul ca
este unica conexiune fara torsiune fata de care metrica transversa gr
este paralela. Mai intai definim torsiunea unei astfel de conexiuni:

Definitia 2.9. Torsiunea unei conexiuni V pe Q, notata Ty € Q*(M, Q),
este data de formula:

(2.11) T9(X,Y)=Vxn(Y) - Vyn(X) — 7[X,Y],
pentru X, Y € I'(T'M).

Aratam ca V definita de (2.10) are torsiunea nula. Pentru X € I'(E),
Y € I(TM), avem 7(X) = 0 si Ty(X,Y) = Vxn(Y) = 7[X,Y] =0
din definitia conexiunii. Pentru X,Y € T'(Et) avem: Ty (X,Y) =
T(VYY)—m(V¥X)—n[X,Y] = n(Tgm(X,Y)) = 0. Din biliniaritatea
si antisimetria torsiunii, rezulta Ty = 0.

Pentru a arata ca V este metrica fata de gr trebuie sa verificam
egalitatea:

(2.12) X(gr(s,t)) = gr(Vxs,t) + gr(s, Vxt),

pentru orice X € X(M) si s,t € I'(Q). Pentru X =V € I'(F)
egalitatea (2.12) este o rescriere a egalitatii Ly gr = 0, care, conform
Observatiei 2.2, este echivalenta cu faptul ca g este metrica fibrata.
Deci este suficient s& verificdim pentru X € I'(E™+). Notand Z, = o(s),
Z; = o(t) avem:

X(gr(s:t) = X(9(Z, Z,) = 9(VX Zs, Z0) + 9(Zs. VX Z)
r(1(VX Z).t) + gr(s, 7(VX Z,))
r(Vxs,t) + gr(s, Vxt).

Unei metrici transverse gy i-am asociat conexiunea V, care este fara
torsiune si fata de care gr este paralela. Faptul ca aceasta conexiune
este unica rezulta la fel ca pentru conexiunea Levi-Civita obisnuita,
folosind formula Koszul, care in acest caz are forma:

29r(Vys,t) = Y(gr(s,1)) + Zs(gr(n(Y), 1)) = Zi(gr(7(Y), 5))
+gr(n([Y, Zi),t) + gr(n([Z,, Y]), 8) = gr(x([Z, Z]), =(Y)),

s
pentru Y € X(M), s,t € I(Q) §i Zs, Zy € X(M) cu n(Zs) = s,
7T(Zt) =1.

o

(2.13)

Observatia 2.3. Unica conexiune V a fibrarii normale () determinata
de conditiile: Ty = 0 si Vgr = 0 se numeste coneziunea Levi-Civita
transversa a metricii transverse gr. Este important sa observam ca
aceasta conexiune este asociata intrinsec metricii g, in sensul ca, desi
am definit-o in (2.10) cu ajutorul unei metrici fibrate g, ea nu depinde
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de alegerea lui g, dupa cum rezulta i din formula (2.13). Formula
(2.10) ne arata ca, pe directiile transverse, V corespunde, prin sub-
mersiile riemanniene locale, conexiunilor Levi-Civita de pe varietatile
riemanniene care modeleaza foliatia. Cum functiile de tranzitie sunt
izometrii, pull-back-urile sunt invariant definite. Rezulta, in particular,
ca toate informatiile legate de curbura lui V au un sens invariant.

Ne va interesa in continuare curbura transversa, dar in acest cadru
general prezentam numai tensorul Riemann de curbura, urmand ca in
sectiunea urmatoare sa studiem curbura Ricci si cea scalara in cazul
particular al varietatilor Sasaki. Tensorul Riemann de curbura asociat
metricii transverse gr este notat RT si pentru orice X,Y € X (M) si
Z € T(E*1) este definit prin:

(2.14) RYX,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ.
Aceasta curbura coincide pe directiile din I'(E) cu R, curbura cone-

xiunii Bott, deci, conform (2.4), este nuld: RL(X,Y) = 0, pentru
X,Y € I'(E). Mai mult, au loc urm&toarele egalitati*®:

Propozitia 2.2. Pentru orice sectiune V a lui E avem:

(1) LyV = 0.
(2) LvRT = 0.
(3) LyRT = 0.

Foliatii riemanniene 1-dimensionale. O foliatie F de dimensiune 1 pe
o varietate (M, g) se numeste si fluz. Foile lui F sunt curbele integrale
ale unui camp vectorial nesingular V' pe M.

Definitia 2.10. O foliatie 1-dimensionala F pe M se numeste izo-
metrica daca exista o metrica riemanniana g pe M astfel incat fluxul
corespunzator este o izometrie a lui g.

Cu alte cuvinte, o foliatie 1-dimensionala determinata de un camp
vectorial nesingular V', este izometrica daca V este camp Killing in
raport cu o metrica riemanniana pe M. Atunci urmatorul rezultat este
numai o reformulare a celui dat in Exemplul 2.5:

Propozitia 2.3. Orice foliatie 1-dimensionala izometrica este foliatie
riemanniand.

Reciproc nu este adevarat: conditia ca foliatia determinata de campul
vectorial nesingular V' pe (M, g) sa fie riemanniana este echivalenta cu
o conditie mai slaba impusa campului V', decat aceea de a fi Killing, si
anume V trebuie sa satisfaca egalitatea®”: (VY V, Z") + g(Z, VV) =0,
pentru orice Z, 7' € (V1) (adici VMV este antisimetric numai pe
directiile transverse).

360 demonstratie a lor este dats in [BG1], Propozitia 2.4.11.
3T Aceasti echivalenta este stabiliti in [Ton], Teorema 5.19.
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Observatia 2.4. Daca V este camp Killing nesingular, atunci, rescaland
eventual metrica g numai pe directia lui V:

B 1
V|*

glw) 9wy,

g | vi =4 | VL,
campul vectorial V' devine unitar gi ramane Killing in raport cu metrica
g, deci putem presupune de la inceput ca V este camp Killing unitar
(eventual in raport cu alta metrica).

Carriere a stabilit legatura intre proprietatea unei foliatii 1-dimensio-
nale de a fi izometrica gi faptul ca orbitele sunt geodezice, c¢f. Propozitia
2.4. Pentru a demonstra acest rezultat avem nevoie de:

Lema 2.1. Fie F o foliatie 1-dimensionala pe M si V' un camp vec-
torial nesingular care genereaza F. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) Ezista o metrica riemanniand g pe M fata de care V' este unitar
st orbitele sale sunt geodezice.
(2) Ezista o 1-forma n pe M astfel incat n(V) =1 gi Lyn = 0.

Demonstratie. Alegem o metrica pe M astfel incat V' sa fie unitar si
definim 7 ca fiind dualul lui V: n(-) = ¢g(V,-). Fie VM conexiunea
Levi-Civita. Deoarece V este unitar, atunci g(VMV, V) = 0 si rezulta
ca orbitele sale sunt geodezice daca si numai daca campul vectorial
curbura medie (V¥ V) se anuleazd, unde L indicd componenta orto-
gonald pe V. Sau, echivalent, 1-forma curburd medie x = g((V¥V)+, )
se anuleaza. Pentru orice camp vectorial X ortogonal pe V' avem:

(X)) = g(Vy V. X) = V(g(V, X)) — g(V. Vi/ X)
(2.15) = (Lyn)(X) + (V. X]) = n(Vi/X)
= (Lyn)(X) +n(VXV) = (Lyn)(X),
unde ultima egalitate rezulta din:
0=X(g(V,V)) =29(VYV.V) = 29(VXV).
Echivalenta din enunt este o consecinta directa a formulei (2.15). O

Propozitia 2.4 (Carriere). Un fluz riemannian ale carui orbite sunt
geodezice este izometric. Reciproc, orbitele unei foliatii 1-dimensionale
1zometrice sunt geodezice.

Demonstratie. Fie F fluxul riemannian generat de campul vectorial
nesingular V' ale carui orbite sunt geodezice si fie g o metrica fibrata
astfel incat V' este unitar. Consideram egalitatea care defineste derivata
Lie a metricii g:

(Lvg)(X,Y) =V (9(X,Y)) —g([V, X],Y) — g(X, [V, Y]).
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Aplicand-o pe campurile vectoriale orizontale X,Y, pe care le putem
presupune si foliate, deoarece egalitatea este tensoriala, atunci rezulta
(Lvg)(X,Y) =0 (primul termen se anuleaza pentru ca g este metrica
fibrata, iar ultimii doi pentru ca X,Y sunt orizontali si foliati). De
asemenea, rezulta (Lyg)(V,V) = 0, deoarece V este unitar. Mai tre-
buie sa aratam ca pentru X orizontal avem (Lyg)(V,X) = 0. Din
Lema 2.1 rezulta ca pentru 1-forma duala a lui V', n, are loc:

0= (Lyn)(X) = (dowyn+tyodn)(X) =dn(V,X)
= %(VU(X) = Xn(V) =n([V, X])) = —%T}([V, X)),

ceea ce implica (Lyg)(V, X) = 0. Astfel rezulta ca V este camp Killing
si fluxul este izometric.

Reciproc, fie F o foliatie izometrica 1-dimensionala. Atunci F este
generata de un camp vectorial nesingular V' si exista o metrica rie-
manniana g fata de care V' este camp Killing. Fie n 1-forma duala a
lui V' fata de g. Atunci conditia (2) din Lema 2.1 este indeplinita, deci
orbitele lui V' sunt geodezice. U

In continuare ne va interesa cazul particular al varietatilor Sasaki. Pe
orice varietate Sasaki (M?" ™1 ¢, £, n, g), conform Definitiei 1.2, cAmpul
vectorial § este Killing unitar si determina foliatia F (numita si foliatia
caracteristica, deoarece & este campul Reeb al formei de contact 7),
care, dupa cum am vazut in Exemplul 2.5, este o foliatie riemanniana
1-dimensionala, fata de care metrica Sasaki g este metrica fibrata. Cum
Fe este izometrica, rezulta din Propozitia 2.4 ca foile sale, adica curbele
integrale ale lui &, sunt geodezice fata de metrica Sasaki g.
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2.2. Structura Kihler transversi. In aceastd sectiune prezentam
geometria transversa a foliatiei riemanniene F; a unei varietati Sasaki
M. Fixam o structura Sasaki (¢,&,7m,g) pe M si fie D = ker(n) = &+
distributia de contact. Exista o descompunere ortogonala a fibrarii
tangente:

(2.16) TM = Le ® D,

unde L¢ este fibrarea triviala in drepte generata de campul Reeb &.
In fiecare punct p al lui M, fibrarea normali v(Fe) are fibra data de
spatiul cat T,M/(E,), iar m : TM — v(F¢) este proiectia naturala.
Dupa cum am vazut in cazul general (¢f. (2.9)), metrica spliteaza girul
exact 0 — Lg — TM — v(F¢) — 0 si identificam fibrarea normala
v(Fe) cu fibrarea ortogonala D in raport cu metrica fibrata ¢ prin
aplicatia de splitare o : v(F;) = D.
Fibrarea D este inzestrata in mod natural cu:

e structura complexa: J = ¢|p.

e structura simplectica: w = dn|p.

e metrica riemanniana: gp = ¢g|p, care este legata de metrica
Sasaki g prin formula:

g=gp+nxmn,
si care este compatibila cu structura complexa si simplectica:
gp(JX,Y) =w(X,Y),

pentru orice X, Y € I'(D), ceea ce rezulta direct prin restrictia
la D a egalitatii g(¢-,-) = dn(-,) (¢f. Definitia 1.1).

Acestea impreuna formeaza structura Kéhler transversa: (D, J,w, gp).
Prin identificarea data de izomorfismul o, aceasta structura se trans-
porta pe fibrarea normala v(F;).

Observatia 2.5. iniparticular, exista o structura complexa indusa pe
fibrarea normala, J : v(F¢) — v(Fe), data de:

(2.17) J(X) == 6(X),

care este bine definita deoarece ¢(§) = 0. Mai mult, structura CR a
varietatii Sasaki, (D, .J), este izomorfa ca fibrare vectoriala complexa

cu (v(Fe), J), desi identificarea dintre ele nu este canonica, fiind nevoie
de fixarea unei metrici.

Aratam pe scurt cum se particularizeaza in cazul geometriei Sasaki
notiunile definite in sectiunea precedenta pentru foliatii:
- Algebra Lie a campurilor vectoriale foliate ale foliatiei F¢ este:

fol(M, Fe) = {X € X(M)| [X, ] € ()},
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adica algebra Lie a subgrupului de difeomorfisme ale lui M care pastreaza
foliatia caracteristica:

Sol(M, Fe) = {f € Dif(M)| fo(Fe) C Fe}.
- O r-forma « este bazica daca ca = 0, si Lea = 0. Notam, pentru
simplitate, Hj(M) = Hpy(M, Fe).

Observatia 2.6. 1-forma 7 a structurii Sasaki nu este bazica, deoarece
ten = 1, dar dn este bazica si inchisa, determinand astfel o clasa de
coomologie bazicd netriviala: 0 # [dn]p € Hz(M).

- Conexiunea Levi-Civita transversa este data de:
V:X(M)xI'(D)—TI'(D)

[ m[X,Y], dacid X € I'(Ly),
(2.18) VXY—‘{WMV%Y% daca X € I'(D).

Pentru orice 1-forma «, derivata covarianta Va se descompune intr-o
parte ¢-invarianta, notata VT a, si una ¢-anti-invarianta, notata V- a,
astfel:

n 1
(2.19) V¥a(X,Y) = §(Voz(X, Y) + Va(oX, ¢Y)).

In continuare vrem si studiem curbura transversi a unei varietati
Sasaki. Am definit deja tensorul Riemann al unei metrici transverse
in cazul general al unei foliatii riemanniene gi acum definim notiunile
transverse corespunzatoare curburii Ricci, respectiv a celei scalare.

Definitia 2.11. Curbura Ricci transversa este data de tensorul Ricci
al metricii transverse gp, notat Ric’:

Ric'(X,Y) =tr(Z — RT(Z,X)Y)

(2.20) _ iRT(G“X’Y" e;), (V)X,Y e (D),

i=1
unde tensorul Riemann de curbura R” este definit de (2.14) si {e; };_15

este o baza locala ortonormata a lui D. Cu aceleasi notatii, curbura
scalara transversa este data de:

2n 2n
scall = Z Ric” (e;, e;) = Z R™(e;, €j,€5,6;).
i=1 ij=1
Definitia 2.12. Forma Ricci transversa este definita astfel:
P (X,Y) = Ric" (¢X,Y), (V)X,Y € T(D).

Aratam ca tensorul Ricci transvers Ricl este legat de tensorul Ricci
al metricii g, Ric, prin formula:

(2.21) Ric" = Riclpxp + 29|pxp-
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Fie X, Z € I'(D), atunci din (2.18) avem:
VxZ =7mp(V¥2)=V¥Z —n(VY¥Z)E.

Calculam mai intai tensorul de curbura transvers:

VxVyZ = V¥ (VyZ) = n(V¥(Vy2))¢
= VX (VW Z = 0(Vy 2)§) = (VX VY Z = VX (n(VY Z)€))¢
= VYV Z = X(n(Vy 2)) = n(Vy Z2)VKE = (VY VY Z)¢
+ X (VY 2))E + (VY Z)n(VYE)E
= VYVY Z = (Vi 2)¢(X) = n(VX VY 2)¢,

de unde rezulta:

RY'(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z
= R(X,Y)Z = (V¥ Z)6(X) + (VX Z2)p(Y) — n(R(X,Y)Z)E.

Atunci, pentru curbura Ricci transversa obtinem:

(2.22)

Ric"(X,Y) =Y R"(e;, XY, e;) = Y [(Rles, X)Y —n(R(e;, X)Y)E, e)

i=1 i=1

— (VX Y)o(es) = (Ve Y)H(X), e3)]

= Ric(X,Y) — (R(£, X)Y,€) + Z<n<Vé‘f Y)p(X), e;)
= Ric(X,Y) 4+ 29(X,Y), :

unde ultima egalitate rezulta din:

(R(&X)Y,6) ) (V)X — g(X,Y)E,€) = —g(X,Y) si

2n

D m(VEY)$(X), ) = ZU(VﬁfY)W(X), &)

=1

deoarece pentru X,Y € I'(D) are loc:

29(X,Y) = =2dn(¢X,Y) = =(¢X)(n(Y)) + Y (n(¢X)) + n([¢X,Y])
=n(VixY — V¥ (0X)) = n(VexY) = n((Vyd)X + (Vy' X))

(14

S (VYY) = n(n(X)Y = g(Y, X)E) = n(VILY) + g(X, V).
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Observatia 2.7. Din (2.21), rezulta ca p? este legatd de forma Ricci p a
metricii Sasaki g, care este definita pe Dx D de p(X,Y) := Ric(¢pX,Y)
si prelungita trivial pe foliatia caracteristica L, prin formula:

(2.23) p’ = p+2dn.

Formele Ricci p si p? sunt de tipul (1, 1), iar p? este o 2-forma bazica
(aceasta rezulta din Propozitia 2.2, (3)). Astfel putem sa vedem 2-
forma pT ca pe un tensor J-invariant pe v(F) si, cum dn este bazici,
rezulta din (2.23) ca si p induce o aplicatie biliniara bine definita pe

v(Fe), care este J-invarianta.

Calculam curbura scalara transversa in functie de cea a metricii
Sasaki ¢ si obtinem:

(2.24) scal” = scal + 2n.

Fie {e;},_15, o baza locala ortonormata a lui D, atunci avem:

2n 2n
scal’ = Z Ric” (e;, €;) (229 Z[Rz’c(ei, e;) + 2g(ei, e;)]
i=1 i=1

= scal — Ric(&, &) + 4n = scal + 2n,

unde pentru ultima egalitate am folosit Ric(£,£) = 2n, dupa cum
rezulta direct din Observatia 1.3.
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2.3. Operatori bazici. In aceastd sectiune introducem operatorii ba-
zici®® §i prezentam pe scurt, fara toate detaliile de demonstratie, citeva
proprietati ale lor, de care avem nevoie pentru studiul metricilor Sasaki
extremale. O importanta deosebita o are existenta unei teorii Hodge
transverse (cf. [EIKA], [Ton]).

Fie (M?*"t1 ¢, € 1, g) o varietate Sasaki compactd, iar F¢ foliatia sa
caracteristica generata de campul Reeb. Am vazut deja ca derivata
exterioara se restrange la spatiul formelor bazice, obtinandu-se sub-
complexul de Rahm al formelor bazice®, (Q%,dg). Metrica g induce
in mod natural o metrica pe spatiul formelor si consideram restrictia
ei la spatiul formelor bazice, notata (-,-)p = (-, -)|qz,. Pentru a calcula

adjunctul dp al operatorului dg : Q5 — Q’;l fata de aceasta metrica,
introducem mai intai operatorul Hodge-* transvers, cu ajutorul caruia
dp se exprima in mod analog cu §°.

Definitia 2.13. Operatorul Hodge-x transvers pe o varietate Sasaki
(MPr+Y ¢, €, m, g) este:
:Q5 = Q0 xa=xnAa)=(=1)"(*xa).

Produsul scalar (-,-)g = (-, )

<0475>B:/Ma/\*5/\777

iar adjunctul dp al lui dg in raport cu acest produs scalar este dat de:

5BIQE—>QTB_17 5B:—>T<dB¥

q;, se exprima folosind Hodge-* astfel:

Definitia 2.14. Operatorul Laplace bazic este definit astfel:
A3297ﬂB—>QTB7 AB:dB5B+5BdB7

iar o r-forma bazica a se numeste armonica daca este in nucleul o-
peratorului Laplace bazic: Aga = 0. Notam spatiul formelor bazice
armonice cu harmy = ker(Ag) = ker(dg) Nker(dp).

O r-forma bazica poate fi considerata ’armonica’ in raport cu cei
doi operatori Laplace, A si Apg. In continuare vrem si vedem care
este legatura dintre acestea. In general, formele bazice armonice nu
sunt acele forme armonice (in raport cu A) care sunt bazice. Mai
precis, are loc numai incluziunea stricta: ker(A) N Q5 C ker(Ag),
dupa cum rezulta din formula (2.25), iar un exemplu de forma bazica
care este in nucleul lui Ag, dar nu este in nucleul lui A, este dn: cum

380peratorii bazici se pot introduce mai general pentru foliatii, dar ne restrangem
la cazul foliatiei caracteristice a unei varietati Sasaki compacte.

39%Pentru simplitate, deoarece ne referim la aceeasi foliatie, notam in continuare
spatiul formelor bazice cu Q% = Q5 (Fe).

40Egte vorba de urméitoarea formuli prin care se poate calcula adjunctul formal al
derivatei exterioare: § = —(—1)"("+1) xdx, cand se aplica pe r-forme si dimensiunea
varietatii este n.
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dn este exacta in coomologia de Rham, iar spatiile formelor armonice
i exacte sunt ortogonale, rezulta ca dn nu este armonica (deoarece
nu este nuld); pe de alta parte, conform Observatiei 2.6, dn nu este
exacta in coomologia bazica, dar este armonica, deoarece este inchisa

si colnchisa: dp(dn) = —xdp *(dn) = —%¥ dg((dn)"~") = 0.

Dar pentru 1-forme aratam ca are loc chiar egalitate:
ker(Ap) = ker(dg) Nker(dz) = ker(d) Nker(8) N Qp = ker(A) N Q.
Pentru aceasta este suficient sa vedem ca are loc: ker(dz) = ker(§)NQ5.
De fapt, este adevarat mai mult, si anume: 0 |Q]1B = 0p. In plus, din
Corolarul 2.1, va rezulta: harmp(M) = harm' (M).
Pentru a € Q5 (M) calculam:

(2.25)
Spa = —% dp Fa == —%dp((=1)"1¢(+a)) = (~1)" " #[Le(xa) — ted(xa)]

= te[*(Le(xa) — ted(xa))] = 1e(x* Lear) — ve[*(ted(x))]

D 1(Lea) = 1el(—1) 1y A xd(xa)] = te(Lea) + 1e(n A 6a1)

= te(Lear) + 6o —n A (te0a) = dae — n A (1eda),

—
N

unde (a) rezulta din faptul ca £ este camp vectorial Killing, ceea ce
implica L¢ o x = x o L¢, dupa cum urmeaza: pornind de la definitia
operatorului Hodge-*: a A3 = g(«, B)vol,, pentru orice o, § € Q" (M)
si derivand 1n directia lui &, obtinem:

Le(aAN*f) = (Lea) N*S+a A Le(xB),

Le(g(a, B)voly) = [(Leg)(a, B) + g(Lea, B) + gla, LeB)]vol,
= Lea A (x8) +a N x(Lef),

de unde rezulta a A Le(x3) = a A x(L¢5), pentru orice «, 5 € Q" (M),
deci L¢ comuta cu *. lar pentru (b) am folosit urmatoarele formule
generale: % = (—1)*("=k) pe A*(M), deci, daci dimensiunea lui M este
impars, atunci *?> = 1 pe orice AF(M); *(1xa) = (=1 1X° A (xa),
pentru o € A*(M).

Daca aplicam formula (2.25) pentru a € Q% (M), atunci da € Q°(M),
deci 1e(da) = 0 si rezulta dpa = da.

Urmatorul rezultat ne asigura ca orice 1-forma armonica pe M se
anuleaza pe directia campului Reeb.

Propozitia 2.5 (Tachibana). Fie (M2 ¢ & 1, g) o varietate Sasaki**
compacta. Atunci orice 1-forma armonica o pe M satisface o(§) = 0.

41Dupzi cum rezulta gi din demonstratie, acest rezultat este adevarat mai gene-
ral pentru varietdti compacte de K-contact, dar il folosim numai pentru varietati
Sasaki.
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Demonstratie. Orice 1-forma a se descompune in o = 3 + fn, unde
B(€) = 0. Cum formele armonice sunt invariante la izometrii, iar £ este
camp Killing, are loc:

0= Lea =d(rer) = df,

deci f este constanta, de unde rezulta: 0 = da = df + fdn si din
teorema lui Stokes obtinem:

OI/M d(BAnA(dn)"™) = /an dn)”

de unde, deoarece n A (dn)™ este forma volum, rezulta f = 0, deci

a=p. O

Din aceasta propozitie rezulta ca orice 1-forma armonica o pe M
satisface (e = 0, dar, in plus, este adevarat si Lea = 0, deoarece &
este camp vectorial Killing, rezultand astfel:

Corolarul 2.1. Pe o varietate Sasaki compacta orice 1-forma armonica
este bazica.

Corolarul 2.2. Pe o varietate Sasaki compacta nu exista campuri vec-
toriale paralele nenule.

Demonstratie. Campurile vectoriale paralele sunt armonice, deci, con-
form Propozitiei 2.5, sunt ortogonale pe &. Fie X un camp vectorial
paralel, atunci are loc:

0=Y(g(& X)) = g(V'€, X) + g(&, V' X) = g(9Y, X),

pentru orice Y € I'(D), deci X = f¢, pentru o anumita functie f.
Atunci, pentru orice Y € X(M), obtinem:

0=VyX = (Y e+ fVYE= (YE+ foY.

Deoarece & si ¢Y sunt ortogonale, rezulta f = 0. U

In continuare folosim faptul ¢ geometria transversa a unei varietati
Sasaki este Kihler. Fie D® complexificatul subfibrarii D, care se des-
compune in subspatiile proprii ale lui ¢: D€ = D10 @ DO cores-
punzatoare valorilor proprii i, respectiv —i. Analog, pentru 1-forme,
are loc descompunerea: AL ® C = Ag,o) D Ag’l) si notam cu A(Bf”q) =
AP(A 10)) ® Aq(A(O1 ) fibratul formelor de tip (p,q). Ca si in cazul
varietatilor complexe are loc descompunerea transversa:

Ay C= @ AR?,
pta=r
iar pe spatiul formelor bazice Az, diferentiala exterioara dp se descom-
pune in suma operatorilor dp si dp, de bigrad (1,0), respectiv (0, 1).
Se obtine astfel complexul Dolbeault bazic:

O—>AS§O 8BAp, 83”‘5_B>Agi,n)_>07



37

care definegte grupurile de coomologie bazica Dolbeault HR?(F¢). Ma-
joritatea rezultatelor din geometria Kahler se transpun in cazul transvers,
cf. [EIKA]. In particular, are loc:

Propozitia 2.6. Fie (M*""! ¢, £, n,9) o varietate Sasaki compactd.
Atunci au loc urmatoarele:

(1) Hg"(Fe) = HE' (Fe) = R.

(2) Clasa bazicd [dn]p std in Hy (.7:5).

(3) dlm(Hp’p)(]-}) >0, (V)p=1,n.

(4) dim(HZ ™) (Fe) este pard, pentru p < [n/2).

(5) (Dualztatea, Serre transversa) HY(Fe) = Hpy """ Fe).

Pe noi ne intereseazi in special lema 00-transversi, care este o
consecintd a descompunerii Hodge transverse ([EIKA], Teorema 3.2.5)
si are loc in general pentru o foliatie riemanniana:

Teorema 2.1. Fie F o foliatie riemanniand pe varietatea compacta
M. Atunci:
(1) Spatiile vectoriale harmy = ker(Ag) sunt de dimensiune finita.
(2) Are loc descompunerea ortogonala:

(2.26) Q% = im(dg) ® im(dp) & harm.

Astfel, orice clasa bazica de coomologie are un unic reprezentant
armonic, i.e. Hp = harmip.

Propozitia 2.7 (Lema 00-transversa, [EIKA]). Dacd w,w’ sunt 2-
forme bazice reale, inchise, de tipul (1,1) astfel incat (w]p = [W]B,
atunci exista o functie bazica f astfel incat W' = w + 10g0p[.

Observatia 2.8. La fel ca in geometria Kahler se introduce operatorul
de diferentiere exterioara twistat, df, prin:

ca:=a¢dgod ta, (V)a € QL(M),

care pe functii actioneaza astfel: dg f = ¢dp f. In general, se poate
considera fie perechea de operatori dp si Op, fie dp si dj, acestia fiind
legati prin formulele:

dB:83+5B, dCB 21(53—83)

Atunci 2i050p = dp d$; si concluzia Lemei d0-transversa se poate re-
formula astfel: exista o functie bazica h astfel incat w’ = w + dg d§ h.

Ca i In cazul varietatilor Kéahler, introducem urmatorii operatori
algebrici:

Ly (M) — Q2(M),  Ly(a) = a Ady
si adjunctul sau fata de produsul scalar indus:

AB Q" (M) — Q;;Q<M), AB = —>_I<LB;.
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Cu ajutorul acestor operatori putem exprima identitatile Kéahler
transverse:

(2.27) Ap,dy] =05, [Ap,dp) = =55,

unde 0% = —*df * este adjunctul lui df;. Din aceste identitati rezulta,
in particular, egalitatea operatorilor Laplace asociati lui dg si df: Ap =
A%, unde A% = dj 0% + 05dg. Tot din identitatile Kéhler rezulta
urmatoarea formula pentru orice functie reala bazica f:

(2.28) Apf=Agf =—Ap(dpdg f) = —(dgdg f, dn).

Pentru anumite formule este necesar sa extindem actiunea operatoru-
lui 95 pe tensori si aceasta se realizeaza prin formula: ég = — ). ¢, Ve,
unde V reprezinta conexiunea Levi-Civita transversa. Atunci formula
de adjunctionare pentru actiunea pe tensori devine:

(2.29) (0pVa, 8) = (Va,V[).

De exemplu, actiunea lui dp pe forme biliniare apare in formula
Bochner transversa:

(2.30) Apa = §pVa + Ric' (o),

pentru orice 1-forma bazicd a, unde Ric! reprezinta tensorul Ricci
transvers.
Pentru studiul metricilor Sasaki extremale avem nevoie de operatorul

autoadjunct dgdgV~dp, a carui actiune pe 1-formele bazice este data
de:

Lema 2.2. Pentru orice 1-forma bazica o are loc:
1 1
(231) (53(53V’a = §AB(SBOJ — < CBa,pT> + §<Oé, dB SCCLZT>.

In particular, pentru orice functie bazica f rezulta:

1 1
(2.32) 0oV dp f = §A23f + (dpd§ £, p") + §<dB f,dg scal®).

Demonstratie. Folosim urmatoarea egalitate din geometria Kahler (cf.
[Bel, 2.53), care are loc pentru orice 1-forma bazica «:

§pVTa — 0V a = Ric’ (a¥),
care impreuna cu formula Bochner (2.30) implica:
1 1
(2.33) 05V a = §A3a — Ric'(a®) = §A3a + Lparp -
Cu ajutorul formulei de adjunctionare:

(2.34) Sp(txt)) = (dg X, ) — (X7, 650,
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care are loc pentru orice camp vectorial bazic X gi orice 2-forma bazica
1, calculam:

1
0p0pV " = dp(5Apa + Lot P)

= 2 Apdno + {ds(ga* ), o7) — (60*),55p")

1

= 5A363a — <dB(¢a>a pT> - <¢O‘7 5BpT>

1 1
= §AB(SBQ - <dlc3 ava> + §<(Z§Oé, d(1:3 SCCLZT>,

unde ultima egalitate rezulta din identitatea Bianchi contractata transversa:
opp’ = —3dg scal”. Cum (¢pov, d§ scal”) = (¢a, ¢ dp scal”) = (a, dp scal®),
rezulta formula cautata (2.31).
Inlocuind pe « cu dg f obtinem:

1

1
ogogV dp f = §A35B dp f — (A5 dp f,p") + §<dB f,dp scal”)
1 1
= §A2Bf + (dgd§; f,p") + §<dB f,dg scal™).
]

Avem nevoie si de urmatoarea egalitate (cf. [Be], 2.74 si [G]), unde
; sunt 2-forme bazice:

—r n—r) r n
235) o g @y = PN o A )

In particular, pentru r = 1 si » = 2 obtinem:

(236) oA ()" = T Ap(en)(dn)” = e, dn)(dn)"
(2.37)
o (n=2)1 n
P1 A A (dn)" = = A (e A ) (di)
1

= W[AB(§01> N Ap(p2) = (@1, p2)](dn)".
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3. DESCOMPUNEREA CAMPURILOR VECTORIALE ¢c-OLOMORFE PE
VARIETATI SASAKI COMPACTE

In aceasti sectiune determinam rezultatul analog pentru varietati
Sasaki al descompunerii campurilor vectoriale olomorfe pe varietatile
Kahler compacte. Reamintim pentru inceput care este descompunerea
in cazul Kahler.

Spatiul campurilor vectoriale olomorfe pe varietatile Kahler compacte.
Fie (M, g, J,w) o varietate Kihler compact#, atunci are loc*?:

Propozitia 3.1. Orice camp vectorial real olomorf X pe M se scrie
unic sub forma:

(3.1) X = Xy +grad f + J grad h,

unde Xy este dualul riemannian al unei 1-forme armonice, war f si h
sunt functic reale unic determinate pana la o constanta aditiva.

Observatia 3.1. Pentru a obtine unicitatea functiilor din descompunere
se impun conditiile de normalizare: | a fvoly = i) 3 hvoly = 0. Atunci
fX = f (FX := f +ih) se numeste potentialul real (complex) al
campului olomorf X. Pentru un camp vectorial olomorf fixat X, ambele
potentiale depind de metrica g aleasa.

Potentialul real f* este determinat de egalitatea:
Lyw = dd°f*,

deoarece are loc: Lxw = d(1xw) = d(JX") = dd°f, tinand cont de
descompunerea 1-formei duale: X” = X3, +df + dd°h.

Observatia 3.2. Algebra Lie a campurilor vectoriale olomorfe pe M,
notata hol(M), este a priori o algebra Lie reala, dar actiunea lui J
o transforma intr-o algebra Lie complexa: intr-adevar, din integrabi-
litatea lui J stim ca X olomorf implica JX olomorf §i pentru orice
X,Y € hol(M) are loc: [JX,Y] = JX,Y].

3.1. Campurile vectoriale c-olomorfe pe varietati Sasaki. Pen-
tru a enunta rezultatul analog pe varietatile Sasaki, trebuie mai intai sa
consideram o notiune corespunzatoare de olomorfie pentru campurile
vectoriale, adica sa definim, cel putin la nivel infinitezimal, ce Inseamna
olomorfia pe o varietate Sasaki*®. Exista doua definitii, prima, conside-
rata de Tanno in [Ta], cere ca un camp olomorf X sa invarieze tensorul
¢: Lx¢ = 0, iar cea de-a doua, mai generald, introdusa in [BS] si nu-
mita contact-olomorfie, cere ca ¢ sa fie invarianta din punctul de vedere
al distributiei de contact. Mai precis:

42 A ceastit descompunere este o consecinta a descompunerii Hodge si este demon-
stratd, de exemplu, in [G] si [M].

43Enun‘§ém definitiile numai in cazul Sasaki, dar ele se pot da mai general, pentru
varietatile de aproape contact normale.
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Definitia 3.1. Fie (M?" ! ¢,£, 1, g) o varietate Sasaki. Un camp vec-
torial X se numeste (contact-) olomorf daca:

(3:2) (Lxd)Y = n([X, oY])E,
pentru orice Y € X (M).

In continuare consideram aceasta definitie pentru un camp vectorial
"olomorf” pe o varietate Sasaki, pe care 1l numim c-olomorf.

Observatia 3.3. Conditia de c-olomorfie din Definitia 3.1 reprezinta co-
linearitatea dintre (Lx®)Y si &, pentru orice Y € X'(M): prin aplicarea
1-formei 7, rezulta ca factorul de colinearitate este cel din ecuatia (3.2).

Observatia 3.4. Unul dintre avantajele considerarii acestei definitii este
¢- invarianta (care nu este adevarata pentru notiunea mai restrictiva
de olomorfie): daca X este un camp vectorial c-olomorf, atunci gi ¢p.X
este c-olomorf*.

Daca X este c-olomorf, atunci paranteza Lie [ X £] este colineara cu &,
adica X este camp vectorial foliat in raport cu foliatia F¢ generata de
¢ (cf. Definitia 2.3). Astfel X se proiecteaza peste un camp vectorial
transvers X, care este o sectiune a fibratului normal v(F¢) si, prin
izomorfismul dintre v(F¢) si D, X se identifica cu XP, componenta
orizontala a lui X.

Exemplul 3.1. Pe o varietate Sasaki (M?"*! ¢ & n,g), campul Reeb &
si orice multiplu al sau este c-olomorf, deoarece avem: L¢¢p = 0, iar

Liep = fLcp— (df 0 ¢) ®E.

Observatia 3.5. Pe o varietate Sasaki (M?*"*1 ¢ €, n,g), orice camp
vectorial X se descompune in mod unic, conform (2.16), sub forma:
X = n(X)¢ + XP, unde X7P este ortogonal pe £&. Din Exemplul 3.1
rezultd echivalenta: X este c-olomorf daca si numai dacd XP este c-
olomorf.

Cum pentru orice camp orizontal Y are loc: [Y,£] € D (aceasta
rezulta din proprietatile care definesc campul Reeb £ si din formula lui
dn aplicatd lui Y si €), atunci [XP,€] € D, dar, in acelasi timp, din
Observatia 3.4, [XP,¢] este colinear cu &, deci rezultd (X7, €] = 0.

Observatia 3.6. Multimea campurilor vectoriale c-olomorfe formeaza o
subalgebra Lie a lui X' (M), pe care o notam chol(A/). Cum orice camp
vectorial c-olomorf este foliat (¢f. Observatia 3.4), are loc incluziunea
de subalgebre Lie: chol(M) C fol(M,Fe). Deoarece £ € chol(M) si &
este in nucleul lui ¢, atunci actiunea lui ¢ nu induce o structura de
algebra Lie complexa pe chol(M) (ca in cazul Kéhler, ¢f. Observatia
3.2), dar daca ne uitam la imaginea ei prin proiectia naturala din girul
exact (2.6): 0 — Xz (M) — fol(M,Fe) — teans(M,F¢) — 0, si la
endomorfismul indus de ¢ (¢f. (2.17)), atunci actiunea lui J defineste

44 Aceasta rezultd printr-un calcul direct din definitie (¢f. [BS], Lema 3.1).
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o structura de algebra Lie complexa pe multimea campurilor vectoriale
c-olomorfe transverse.

Observatia 3.7. Notiunea de camp vectorial c-olomorf este, de fapt,
o notiune de olomorfie transversda. Intr-adevar, dacd consideram pe
multimea sectiunilor fibratului normal v(F), endomorfismul indus ¢

si crosetul indus: [X,Y] = [X,Y], atunci un camp vectorial X se
numeste transvers olomorf dacd pentru orice sectiune Y a lui v(F)
are loc: [X,¢Y] = ¢[X,Y]. Echivalenta cu Definitia 3.1 a cAmpurilor
c-olomorfe rezulta intr-o directie prin aplicarea proiectiei naturale si
reciproc din faptul ca (3.2) este o consecinta a conditiei ca (Lx¢)Y sa

fie colinear cu &, pentru orice camp vectorial Y.

Observatia 3.8. Printr-un calcul direct rezulta ca un camp vectorial X
este transvers (ceea ce, prin identificarea dintre fibrarea normala v (F;)
si distributia orizontald D, revine la faptul ca X € &+ i [X, €] = 0)
daca si numai daca 1-forma duald X° este bazica.

Avem nevoie de urmatoarea caracterizare echivalenta a c-olomorfiei
unui camp vectorial in functie de derivata covarianta a 1-formei duale:

Propozitia 3.2. Pe o varietate Sasaki (M*1, ¢,£,n,9), un camp
vectorial X este c-olomorf dacd si numai dacd 1-forma duald X are
derivata covariantd ¢-invariantd®®, adica V- X" = 0.

Demonstratie. Conform Observatiei 3.5, putem considera X = X7,
Notdm cu « 1-forma duald a lui X fata de ¢: a = X°. Aritam
urmatoarea echivalents, in care apare conexiunea Levi-Civita, VM, a
metricii g:

(3.3) X este c-olomorf <= (VM) ~alp =05 Vfa =goa.
Presupunand ca am demonstrat (3.3), vrem sa folosim relatia dintre

cele doud conexiuni Levi-Civita, VM gi V, pentru a obtine echivalenta
din enunt. Din (2.18) avem:

(VM Z), daca Y, Z € &t
(3.4) VyZ = m([Y,Z]), dacaY €(§), Z €&t
0, daca Z € (§)

Aratam mai intai egalitatea: Vé”oz — ¢ oa = Vea, pentru o 1-forma
bazica a. Pentru orice camp vectorial Y avem:

(Vea)(Y) = £(aY) — a(VeY) = f(a(Y)) — a(mpl¢, Y])
=&(a(Y)) — a([§,Y]) = £(a(Y)) + a(Vy'€) — a(V{'Y)
= (Ve'a)(Y) + a(eY) = (VE'a)(Y) = (¢ 0 a)(Y).

45Ppsstrim notatiile din sectiunea 2.2, deci V este conexiunea Levi-Civita
transversd a metricii foliate g, iar V™~ este data de (2.19).
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Astfel rezulta ca a doua conditie din membrul drept din (3.3) este
echivalenta cu Vea = 0, care la randul ei este echivalenta cu Vo a = 0,
deoarece din formula (2.19) obtinem (V=a)(, ) = 1(Va)(¢, -).

Pe de altd parte, pe directiile orizontale avem: (V¥ «)(Z) = (Vya)(Z),
pentru orice Y, Z € &L

(Vya)(Z2) =Y(a(Z)) = a(VyZ) =Y (a(Z)) — a(mp(Vy' Z))
=Y(a(2)) - (VY Z) = (V¥ a)(2),
unde pentru penultima egalitate am folosit a(§) = 0, deoarece « este
bazica. Rezulta astfel ca prima conditie din membrul drept din (3.3)

este echivalenta cu V-a|D = 0. Pentru a obtine echivalenta din
enunt mai trebuie sa aratam ca pentru orice 1-forma bazica « are loc

(VZa)(-,€) = 0:

(Vya)(©) = 5[(Tya)(€) — (Vora)(6€) = 5 (Tya)(@)
1

= SV (a(€) — a(Tre] =0, (VY € X(M)

A ramas sa demonstram echivalenta (3.3). Pentru aceasta aratam
mai intai ca are loc egalitatea:

35 (V) @)Y.2) = —sdn((Lx0)Y.2), (Y. ZeD.

—dn((Lx @)Y, Z) = g((Lx9)Y,0Z) = g([X, ¢Y]| — ¢[X, Y], ¢Z)

(VX oY, 0Z) — g(Viy X,0Z) — g(¢[X, Y], ¢Z)

(VX)) (Y) + o(VXY),02) — g(Viy X, 0Z) — g([X,Y], Z)
(9(X,YV)E = n(YV)X,0Z) + g(VXY, Z) — g(Viy X, 62)

(VXY, Z) +9(Vy' X, Z)

(Vo Z) — g(Vio, 6 Z) + g(X,Y)g(&,0Z) —n(Y)g(X, ¢Z)
=VMa(Y, Z) = VMa(oY, 0Z) = 2((VM)~a)(Y, 2).

Aratam in continuare implicatia 7=": daca X = a este c-olomorf,
atunci (L,#¢)(-) este multiplu de £ si cum tedn = 0, din egalitatea (3.5)
rezultd (VM) ~alp = 0. Verificam cea de-a doua conditie, Va = ¢oa:

(VEa)Y) = g(V¥a# Y) = g([¢, o] + VI%REY)
= g(vi/l#g’ Y) = g(qboz#, Y),

pentru orice camp vectorial Y. Folosind aceasta formula rezulta egali-

tatea dorita astfel:

Daci Y = & (V¥a)(Y) = g(ga#,€) = 0 5i (60 a)(€) = —a(é€) = 0.

Daci Y € &4 (VHa)(Y) = —g(a*, 6Y) = —a(9Y) = (90 a)(¥).
Reciproc, din (VM)~alp = 0 si (3.5) rezultd ci (Lx¢)(Y) este mul-

tiplu de &, pentru orice Y € D. Pentru ca X sa fie c-olomorf trebuie

sa verificam ca gi (Lx¢)(§) este multiplu de £. Aratam ca, de fapt,

=49
=9
=9
-9
=49
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(Lx¢)(&) este nul. Pentru aceasta aplicam a doua conditie din ipoteza,
sl anume Vé‘/[a = ¢oa, pentru Y € &4, respectiv Y = &:

(poa)(Y) = (Ve'a)(Y) = g(V¢'a™ V) = g([€,a"].Y) + (90 a)(Y),

ceea ce implica g([¢, o], Y) = 0, pentru orice Y € £+, Pentru Y = ¢
obtinem:

0= (goa)(&) = (Va)(&) = g([§,a™], &) + g(pa™, &) = g([€,a™],£),
de unde rezulta si g([¢, a¥], &) = 0, deci [€, a®] = 0 si avem:

(Lx9)(€) = [X, ¢¢] = o([X, €]) = —o([a™,¢]) = 0.
U

3.2. Descompunerea in cazul regulat. Prezentam mai intai des-
compunerea campurilor vectoriale c-olomorfe pe varietatile Sasaki regu-
late. In acest caz descompunerea rezulta prin ridicarea descompunerii
de pe varietatile Kéahler, folosind fibrarea Boothby-Wang.

Avem nevoie de urmatoarea corespondenta dintre campurile c-olo-
morfe pe o varietate Sasaki regulata si campurile olomorfe pe varietatea
Kihler cat®t:

Propozitia 3.3 ([BS]). Fie (M* ¢, & n,g) o varietate Sasaki com-
pactd requlatd si w : M* Tt — N?* fibrarea Boothby-Wang. Dacd X
este un camp c-olomorf pe M, atunci, conform Observatiei 3.4, X este
proiectabil si, in plus, 7, X este olomorf pe N. Reciproc, lift-ul ori-
zontal al unui camp vectorial olomorf de pe N este un camp vectorial
c-olomorf pe M.

Observatia 3.9. Conform observatiilor anterioare 3.4 si 3.5, orice camp
X € X(M) se descompune unic astfel: X = X? + n(X)¢, unde XP
este camp vectorial transvers. Astfel, din Propozitia 3.3 rezulta:

chol(M) = () @ bol(N),
X (n(X)€, XP = 7, XP),

unde - reprezinta lift-ul orizontal prin fibrarea Boothby-Wang.

Fixam o varietate Sasaki compacta regulatd (M1, ¢, £, 7, §) si con-
sideram fibrarea Boothby-Wang, 7 : (M,g) — (N, g), care, conform
sectiunii 1.2, este o submersie riemanniana si fibrare principala in cer-
curi. B

Fie X € chol(M), atunci X? este de forma: X? =Y cu Y €
hol(N) (¢f. Observatia 3.9). Cum N este o varietate Kéhler com-
pacta, aplicand descompunerea (3.1) pentru campul vectorial olomorf

46 A cest rezultat este demonstrat in [BS] si reprezinta o altd motivatie pentru
faptul cd notiunea de c-olomorfie este naturala, in sensul ca este compatibila cu cea
de pe varietatea Kéhler cat.
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Y, rezulta:
(3.6) Y =Yy +grad f + J grad h,

unde Yy este dualul 1-formei armonice o := ¢g(Yg,-) si f,h € C°(N).
Consideram lift-ul acestei descompuneri:

—~—

(3.7) Y =Yy +grad f + Jgrad h
si aratam ca aceasta este descompunerea cautata, adica:
(3.8) Y =Yy + grad f + ¢ grad h,

unde f = fom, h = hom, iar dualul lui Yy este o 1-form& armonici
pe M. Pentru aceasta este suficient sa demonstram:

Propozitia 3.4. Folosind aceleasi notatii ca mai sus au loc urmatoarele:

(1) grad f = grad f, (V)f € C®(N) (unde gradientul este consi-
derat in raport cu metrica g, respectiv g ).

(2) JY = ¢Y, (V)Y € X(N).

(3) g(Y,-) = 7*(a), unde o :== g(Y, - ), (V)Y € X(N).

(4) Daca « este o 1-forma armonica pe N, atunci ™« este o 1-
forma armonica pe M.

Demonstratie. (1): Deoarece f := f o, rezultd df = df o m,. Din
definitia gradientului avem urmatoarele relatii:

(3.9) df(Y) = g(grad f,Y), (V)Y € X(N),

(3.10) df(X) = g(grad f, X), (V)X € X(M).
Vrem sa vedem ca in orice punct p al varietatii M are loc:
ﬂ-*,p(grad f)p = (gra’d f)vr(p)

Considerim X =Y in relatia (3.10), pentru Y € X(N):
(3.11) af(V) = glgrad [, 7).
Cum, in plus, are loc:

df(Y) = (df om)(Y) = df(Y) = g(grad f,Y),
iar 7 este o submersie riemanniana, rezulta:
glgrad f,Y) = g(grad f,Y) = g(grad f,Y),

deci, pentru orice punct p € M i Y, € Ty, N avem:

gp((grad f)pa p) = gp(grad fp7 p)

Deoarece aceasta egalitate este adevarata si pentru &,:

P

(0 )gp((grad f)pv fp) (grad fp’ fp)( 0),
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rezulta (grad f)p = (grad f),, n orice punct p din M, deci grad f =

grad f. In particular, rezults ci grad f este un camp vectorial proiectabil.
(2): Rezulta direct din fibrarea Boothby-Wang, deoarece definitia lui
¢, conform (1.10), este:

X = Jm. X,
unde - este lift-ul orizontal, iar aici X = X, este vector intr-un punct.
(3): Vrem sa aratam m(Y?) = Y’ adicd egalitatea de 1-forme pe
M: g(Y,:) =m*a, unde a := g(Y, ).
Fie p € M fixat si X € T,M. Este suficient sa verificam ca are loc:

Gp((Y)p, X) = (7" a)p(X),
pentru X = ¢, si X € pr. In primul caz avem gp(f/p, ¢y) = 0, deoarece

Y, este orizontal, iar pe de alta parte (m*a),(&p) 1= ar(p) (m&p) = 0. In
al doilea caz, pentru X € £+, obtinem:

Tp (Ve X) = gu(p) YVa) (12)p(X)) = (M) X) = (70),p(X).

Rezults astfel cd Y este dualul riemannian (in raport cu metrica j) al
1-formei 7 av.

(4): Fie a o 1-forma armonica pe N. Aratam atunci ca si lift-ul ei,
m*a, este 1-forma armonica. Cum lucram pe varietati compacte, are
loc echivalenta: o forma este armonica daca si numai daca este inchisa
si coinchisa. Deoarece d comuta cu pull-back-ul, obtinem:

dr*a = m*da =0,

deci mai trebuie sa verificam d7*a = 0, ceea ce rezulta daca aratam
relatia de comutare: d7*a = 7w*da pentru 1-forme. Pentru aceasta
consideram pentru codiferentiala urmatoarea formula:

da = — Z Le; Ve, @,

(2
unde {e;} este o baza locala ortonormata si V este conexiunea Levi-
Civita a metricii in raport cu care definim codiferentiala. Alegem o
astfel de bazd locala ortonormatd pe M fata de metrica g, formata din §
si X; = Y, proiectabile, pentru i = 1,2n. Observam ca, deoarece 7 este
submersie riemanniana, {Y;};,_13, formeaza o baza locala ortonormata
pe N fata de metrica ¢g. Atunci calculam:

2n

S(r*a) = =Y 1x,Vx,(7"a) — 1¢Ve(r*a),

=1

unde ultimul termen se anuleaza, deoarece aplicand formula generala:

(VxB)(Y) = (LxB)(Y) — B(VyX) pentru X =Y = ¢ obtinem:
(Telra) = (Le(r*a)(€) - (x*a)(Te) = 0.
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Pentru prima suma obtinem:
2n

Y (Vx(ma))(Xy) = Y [Xi(r"a(X) = (") (Vx, X))
(3.12) =l ;

iar in continuare, pentru fiecare i = 1, 2n, avem:
(3.13)
Yi(r*a(Y;) = Yi(a(Y) o) = d(a(Y;) o m)(Yi) = d(a(Y;)) 0 m(V5)

(3.14)
(7" 0)(V3Y5) = a(m (V5 Yi) o £ a(m.(HV5,Yi) o 7 = a(Vy Yi) o,
unde pentru (*) am folosit formula generala pentru submersii rieman-
niene'”: VxV = AxY +HVyY, pentru orice X,Y € X (M), pe care o
aplicam pentru Y = X i, tinand cont ca A este antisimetric, rezulta:
VxX =HVxX.
Din (3.12), (3.13) si (3.14) rezulta:

2n
d(ma) = =Y (Yi(a(Y;)) o —a(Vy,Y;) o7

i=1

2n

= — Z(LYZ,VYZ.OJ) om =daom=r"(da).

i=1

(3.15)

g

Observatia 3.10. Din Propozitia 3.4, (4), stim ca pullback-ul prin pro-
iectia fibrarii Boothby-Wang al unei 1-forme armonice a € harm'(N)
este armonica: 7*a € harm'(M). Dar este adevirat si reciproc: con-
form Propozitiei 2.5, orice 1-forma armonica [ pe M este bazica:
te3 =0, darsi L3 = 0, deoarece £ este camp vectorial Killing. Rezulta
astfel izomorfismul harm' (M) = harm' (IV), deci, in particular, primele
numere Betti coincid: by (M) = by (N).

3.3. Descompunerea in cazul general. Fie (M*"*1 ¢ £ 1. g) o va-
rietate Sasaki compacta si X € chol(M). Conform Observatiei 3.5,
X se descompune unic astfel: X = n(X)¢ + XP si in continuare pre-
supunem X = XP. Avem nevoie de urmatorul rezultat:

Lema 3.1. Dacd X este un camp vectorial bazic, adicd X € &+ si
(X, €] =0, atunci o := X este o 1-formd bazicd si da este o 2-formd
de tipul (1,1).

47 A este unul din tensorii lui O’Neill pentru submersii riemanniene si este definit
prin formula: AxY = HVxxVY + VVxxHY, unde HY si VY reprezinta compo-
nenta orizontald, respectiv verticala a campului vectorial Y.
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Demonstratie. Verificam mai intai ca o este bazica: tco0 = g(X, ) =0,
deoarece X este orizontal, iar pentru derivata Lie avem:

(Lea)(Y) = (Leg)(X,Y) +g([6, X].Y) = 0.
Pentru ca da sa fie de tipul (1, 1) trebuie ca pentru orice Y, Z € X (M)
sa aiba loc:
da(eY,¢Z) = da(Y, Z).
Daca Y sau Z sunt colineare £, atunci egalitatea este verificata, deoarece
teda = Lea — dega = 0.
Daca Y, Z € £+ se obtine:

2da(0Y, 62) 2 g(Ver X, 62) — g(6V, V7 X)

—
=

D g(mé + ¢Vy X, 02) — g(dY, m'e + ¢V, X)
= 9(OVy X, 6Z) — g(¢Y, $V 4 X)
= 9(Vy X, Z) — g(V,V2X) 2 2da(Y, 2),

unde pentru (a) am aplicat urmatoarea formula:
1
dOé(Y, Z) = §[Q(VYX7 Z) - g(Y, vZX)]?

care rezulta direct din definitia derivatei exterioare, iar pentru (b)
folosim urmatorul rezultat din [BS], Propozitia 3.3: pe o varietate
Sasaki (M*"*1 ¢ £ n,g), dacd X € chol(M), atunci po VX — VX o0 ¢
este colinear cu ¢, adica pentru orice Y € &4 are loc: ¢(VyX) —
Vey X = m¢, unde m este un scalar care depinde de Y. Il

Descompunerea unui camp vectorial c-olomorf va rezulta, ca si in
cazul Kahler, pornind de la descompunerea Hodge a 1-formei duale.
Astfel, in continuare, aratam ca pentru a = X°, cu X € chol(M) si
X € &4, are loc urmatoarea descompunere transversa:

()z:CYH+dBf+¢ch,

unde f,h € Q% (M) si ag este o 1-form& bazicd armonica.

Fixam un camp vectorial c-olomorf X pe M si o = X°, 1-forma sa
duala, care, conform Lemei 3.1 este bazica si are diferentiala de tipul
(1,1). Aplicand pentru « descompunerea Hodge transversa (2.26),
obtinem:

(3.16) a=ag+dpgy+ 057,

unde oy € harmp(M) = harm' (M), ¢ € Q% (M) si v € Q% (M).
Aplicam pentru 2-forma da, care este reala, inchisa, bazica si de
tipul (1,1), Lema 90 transversa 2.1 (sub forma ei dgd$, cf. Observatia
2.8) si rezulta ca exista o functie bazica h astfel incat dg o = dpd§ h,
deci dg(av — d§ h) = 0 gi atunci, din descompunerea Hodge, exista
f € Q% (M) astfel incat a — dl h = o'y +dp f, unde o}y € harmp(M):

(317) CY:O/H—FdBf—i-(deh.
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Comparand aceasta descompunere cu cea Hodge data de (3.16) si tinand
cont de ortogonalitatea dintre spatiile respective, si anume?®®:
im(dg) L harmy, im(6p) L harmy, im(¢dg) L harmy,
rezulta:
oy —ag =dp(p — f) + g7+ ¢dph,
e ~~ -~

€harm}y €(harmb) L

deci oy = ag.

Unicitatea descompunerii: presupunem ca exista doua astfel de des-
compuneri, cum partea armonica am vazut ca este aceeasi, rezulta ca
exista functiile bazice f, fi, h, hy astfel incat « = ay +dg f + ¢dg h si
a =ay +dp fi + ¢dp hy, deci dg(f — f1) = ¢dp(hy — h). Deoarece
acestea sunt ortogonale (c¢f. Lema 3.2, (ii)) rezulta dg(f — f1) =
dg(h — hy) = 0 si, cum functiile sunt bazice, aceasta implica ca f si
f1, respectiv h si hy, difera printr-o constanta aditiva. Daca impunem
conditiile de normalizare: fM fvoly, = fM hwol, = 0, atunci f si h sunt
unic determinate.

A mai ramas sa aratam:

Lema 3.2. Cu notatiile precedente, au loc urmatoarele relatii de or-
togonalitate:

(i) im(¢ dp) L havmp(M)
(i) dp(2°(M)) L ¢dp(Q°(M))

Demonstratie. (i) Fie a € harmy(M), 3 € Q% (M).

/ (a, pdp B)vol, = —/ (pa, dp B)voly, = —/ (0poa, B)voly, = 0,
M M M

deoarece ¢ comuta cu Ap, deci ¢a este armonica si atunci este coinchisa:
) B¢OZ =0.
(ii) Fie f,h € Q%(M).

/ (dg f, ¢ dp h)vol, = / (f,0pdg h)vol, = —/ (f,dgdgh)vol, =0,
M M M
unde pentru ultima egalitate am folosit faptul ca dp si djj anticomuta,

iar dgh = 0, deoarece h este functie. O

Am obtinut astfel descompunerea (3.17) pentru o = X, unde X €
&L si X € chol(M):

oz:ozH—i-dBf—i—(deh

si care, prin dualitatea data de metrica g, corespunde urmatoarei des-
compuneri a campului vectorial X:

X = Xy +grad f + ¢ grad h,

48Primele doud relatii de ortogonalitate le gtim din descompunerea Hodge (2.26),
iar pe ultima o demonstram in Lema 3.2.
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unde Xy = aﬁ. Pentru aceasta mai trebuie sa verificam ¢dgh =
(¢ grad h)’, adica:
¢dph(Y) =g(pgradh,Y), (V)Y € X(M).
Dacd Y = ¢ ambii termeni sunt nuli, iar daca Y € £+, obtinem:
g(dgrad h,Y) = —g(gradh, o) = —dh(6Y) = (¢ dy h)(Y).

Rezumand, am obtinut urmatorul rezultat:

Propozitia 3.5. Pe o varietate Sasaki compactd (M*"*, ¢,€,m,9), un
camp vectorial c-olomorf X are urmatoarea descompunere unica:

X =n(X)§+ Xy +grad f + pgrad h,

unde f gi h sunt functii bazice cu [, fvoly = [, hvoly =0 si 1-forma
duald a lui Xy este armonicd: X5 € harmp(M) = harm' (M).
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4. METRICI SASAKI EXTREMALE

Inainte de a defini metricile Sasaki extremale prin analogie cu cele
din geometria Kahler, prezentam pe scurt motivatia introducerii metri-
cilor Kahler extremale, definitia lor si caracterizarea echivalenta, care
stabileste ca acestea sunt metricile Kahler a caror curbura scalara este
potential de olomorfie. Folosim aceasta caracterizare pentru a da o
prima definitie a metricilor Sasaki extremale in Sectiunea 4.1 (dupa ce
introducem pentru varietatile Sasaki notiunea corespunzatoare celei de
potential de olomorfie), urmand apoi sa stabilim echivalenta cu abor-
darea variationala in Teorema 4.2.

Metrici Kihler extremale. Aceste metrici au fost introduse in [Cal] de
E. Calabi, ca fiind punctele critice ale functionalei ce 1i poarta nu-
mele si care este data de integrarea patratului curburii scalare, definita
pe multimea metricilor Kahler dintr-o clasa Kéhler fixata. Motivatia
principala a introducerii acestor metrici a fost de a gasi reprezentanti
canonici intr-o clasa Kihler data®?.

Fie (M, J) o varietate complexa compacta de dimensiune reala 2m si
Q un element fixat al spatiului de Rham H3,(M,R) al lui M. Notam
cu M(Q2) multimea tuturor metricilor Kéhler compatibile cu J, a caror
forma Kahler apartine lui €2 si presupunem ca aceasta este o clasa
Kéhler, adica multimea M(S2) este nevida. Din Lema dd® rezulta ca,
pentru orice doua elemente wy §i w din M (), exista o functie reala ¢
unic determinata pana la o constanta aditiva, astfel incat sa aiba loc:

w = wy + dd°¢.

Cu alte cuvinte, pentru orice alegere a unui punct baza wg, M()
se identifica cu submultimea lui C*°(M,R)/R formata din clasele [¢]
pentru care forma wy + dd°¢ este pozitiv definita (aici [¢] este clasa lui
¢ modulo o constanta aditiva).

49Fugenio Calabi a introdus metricile Kihler extremale in 1982 cu scopul de
a largi clasa metricilor K&hler-Einstein (faptul c& orice metricd Kéhler-Einstein
este Kahler extremala rezulta din echivalenta stabilita in Teorema 4.1, pentru ca
orice metrica Einstein in dimensiune mai mare ca 3 are curbura scalara constanta,
deci este potential de olomorfie), deoarece existd variet&ti a caror clasid Chern este
pozitiva si care nu admit nici o metrica Kéhler-Einstein. Din pacate, existenta
unei metrici Kahler extremale pe o varietate complexa compacta impune anumite
restrictii asupra grupului de automorfisme: daca nu este discret, trebuie sa conting
un subgrup compact conex netrivial, existand astfel varietati care nu admit nici o
metrica extremala (un exemplu se obtine prin eclatarea lui CP! x CP! in punctele
(0,00), (1,00), (0,1), (00, 00), varietate pentru care componenta identitatii a grupu-
lui de automorfisme este grupul aditiv C). Dupa aceea s-au gasit si alte obstructii
la existenta metricilor Kahler extremale, de exemplu invariantul Futaki, obstructia
Calabi-Lichnerowicz-Matsushima, dar problema determinarii existentei sau nu a
metricilor Kéhler extremale reprezentand o clasa data ramane deschisa.
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Definitia 4.1. Fie (M, J) o varietate complexa compacta, pe care
fixam o clasd de coomologie Q € H3,(M,R). Functionala Calabi este
definita pe M(Q) astfel:

(4.1) C’(g):/ scal? voly.
M

Definitia 4.2. O metrica Kéhler pe varietatea compacta complexa
(M, J) se numeste extremala daca este punct critic al functionalei Ca-
labi C' pe spatiul corespunzator M(S2).

Ezremplul 4.1. Exemple de metrici Kahler extremale care nu au curbura
scalara constantd sunt obtinute din constructia lui Calabi in [Cal]. Va-
rietatile considerate sunt fibrari complexe in drepte proiective peste
spatiul proiectiv complex (n — 1)-dimensional, CP""!, si se aratd ca
exista o unica metrica Kahler extremala in fiecare clasa de coomologie
de Rham a unei metrici Kéhler. Pentru n = 2 se obtin exemple de
astfel de metrici (Kéhler extremale de curbura scalara neconstanta) pe
suprafetele Hirzebruch Fj.

Calculand prima derivata a functionalei Calabi se demonstreaza ur-
matoarea echivalenta®:

Teorema 4.1. O metrica Kdhler g pe o varietate complexda compacta
(M, J) este extremald dacd st numai daca curbura ei scalard, scalg,
este potential de olomorfie®'.

4.1. Potential de olomorfie. O prima definitie a metricilor
Sasaki extremale. Introducem mai intai notiunea de potential de
olomorfie pe o varietate Sasaki, prin analogie cu cea de pe varietatile
Kahler, impunand in plus conditia de invarianta de-a lungul directiei
campului vectorial caracteristic £. Pentru aceasta folosim notiunea de
contact-olomorfie introdusa in Sectiunea 3, Definitia 3.1.

Definitia 4.3. Fie (M?" ™! ¢, £, 7, g) o varietate Sasaki. O functie f pe
M se numeste potential de olomorfie daca grad f este camp vectorial
c-olomorf si £(f) = 0, adica f este functie bazica.

Observatia 4.1. Tot prin analogie cu geometria Kéahler, ne va interesa
in special conditia ca functia data de curbura scalara a metricii Sasaki
sa fie potential de olomorfie. In acest caz particular, functia este deja
bazica, deoarece & este camp vectorial Killing, deci invariaza curbura
scalara: &(scal) = 0.

20Aceastd teoremi a fost demonstrats de Calabi in [Cal], iar o demonstratie
detaliatd este prezentatd si in [G].

SlReamintim c& o functie reald f pe o varietate Kéhler (M, g,.J,w) se numeste
potential (real) de olomorfie daca gradientul sdu este un camp vectorial real olomorf
(i.e. Lgrad fJ = 0). Pentru o functie reala f pe o varietate Kéhler (M, g, J,w), are
loc echivalenta: grad f este camp vectorial real olomorf daca si numai daca J grad f
este camp vectorial Killing (in raport cu g).
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La fel ca in cazul Kahler, unde un potential de olomorfie asigura
existenta unei simetrii infinitezimale, si pe o varietate Sasaki obtinem
simetrii infinitezimale, dar numai transverse. Mai precis:

Propozitia 4.1. Pe o varietate Sasaki (M ¢, €, n,g), pentru orice
functie bazica f, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) grad f este c-olomorf, i.e. f este potential de olomorfie;
(2) o(grad f) este camp vectorial Killing transvers, adica are loc:

(Lp(grad )9)|pxp = 0.

Demonstratie. Folosim rezultatul din [BS], Propozitia 3.4, potrivit ca-
reia, pe o varietate de contact metrica, oricare doua dintre urmatoarele
afirmatii o implica pe a treia:
(i) (Lxg)(Y,Z) =0, pentru orice Y, Z € I'(D);
(ii) txdn este o forma inchisa;
(iii) X este camp vectorial olomorf.
Aceste echivalente sunt de fapt o consecinta imediata a formulei:

(Lxg)(0Y,Z) = (Lxdn)(Y,Z) — g((Lx¢)Y, Z). Pentru un camp vec-
torial de forma ¢ grad f, conditia (i) este intotdeauna indeplinita:

L graa £(dn) = d(tg graa rdn) = —d(df) = 0,
unde penultima egalitate rezulta din faptul ca grad f este orizontal (cf.
Observatia 3.4):

dn(¢grad f,-) = —g(grad f,-) + n(grad f)n(-) = =df(-).
Functia f este potential de olomorfie daca si numai daca ¢grad f
este camp vectorial c-olomorf (aceasta rezulta din proprietatea de ¢-
invariantd a notiunii de c-olomorfie). Aplicand rezultatul mentionat
mai sus pentru X = ¢grad f, echivalenta din enunt, rezulta din (i) <
(1ii), deoarece (ii) este deja satisfacuta. O

Acum putem enunta o prima definitie a metricilor Sasaki extremale’:

Definitia 4.4. Fie (M*"*1 ¢,£,n,g) o varietate Sasaki. Metrica g se
numeste Sasaki extremala daca curbura ei scalara, scal,, este potential
de olomorfie.

Exemplul 4.2. Direct din definitie rezulta ca orice varietate Sasaki care
are curbura scalara constantda (in particular orice varietate Sasaki-
Einstein) este extremald, dar ne intereseaza mai ales alte exemple de
varietati Sasaki extremale (c¢f. Exemplul 4.3).

Avantajul acestei definitii este acela ca ne permite sa analizam lega-
tura cu metricile Kahler extremale, prin cele doua constructii: fibrarea
Boothby-Wang (in cazul unei structuri Sasaki quasi-regulate) si conul
metric, dupa cum vom vedea in continuare.

52Denumirea de "metrici extremald” va fi justificatd de Teorema 4.2.
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4.2. Corespondenta dintre metricile extremale Kahler si Sasaki.

Cazul regulat. In aceastd sectiune prezentam corespondenta prin fi-
brarea Boothby-Wang dintre metricile Sasaki extremale regulate si cele
Kahler extremale.

Consideram o structura Sasaki regulata (M?" ™1 ¢, £ n, g) si proiectia
fibrarii Boothby-Wang, m : M — N. Avem nevoie de corespondenta
dintre campurile vectoriale c-olomorfe pe o varietate Sasaki regulata si
cele olormorfe de pe varietate Kahler cat, stabilita in Propozitia 3.3,
precum si de legatura intre gradienti data de Propozitia 3.4:

grad f = grad f, (¥)f € C®(N).

In particular, pentru functia data de curbura scalara, obtinem:

—~— e~

(4.2)  grad scaly = grad scaly = grad(scaly o m) = grad(scaly),

unde, pentru ultima egalitate, am folosit urmatoarea relatie dintre cur-
burile scalare:

(4.3) scalyr = scaly om — 2n,

care rezulta din (2.24), tinand cont ca, in cazul regulat, structura
transversa coincide cu cea a varietatii cat (altfel, (4.3) se poate cal-
cula si direct din formulele pentru submersii riemanniene).

Folosind cele mentionate mai sus obtinem urmatoarele echivalente:
scalys este potential de olomorfie
<= grad(scalys) este c-olomorf pe N (cf. Observatia 4.1)
<= grad(scaly) este olomorf pe M (cf. Propozitia 3.3 si (4.2))
<= scaly este potential de olomorfie.

Rezumand, am obtinut5?:

Propozitia 4.2. Are loc urmatoarea echivalenta:

(ML 6. € n,q) este Sasaki < varietatea cdt (N,w, h,J) este
compacta requlata extremala Kdhler compacta extremala.

Exemplul 4.3. Aceasta echivalenta ne da o metoda generala de a obtine
metrici Sasaki extremale pornind de la cele Kahler extremale. In acest
fel obtinem o metricd Sasaki extremald pe S?x S?: conform Exemplului
1.6, S? x S? este spatiul total al unei fibrari Boothby-Wang peste prima
suprafata Hirzebruch, care este inzestrata cu metrica Kahler extremala
construita de Calabi. Metrica Sasaki extremala astfel obtinuta nu are
curbura scalara constanta datorita relatiei (4.3) si a faptului ca metrica
Kéhler de la care am pornit nu are aceasta proprietate (c¢f. [Cal]).

53N0tat;iﬂe sunt aceleagi cu cele considerate in Sectiunea 1.2.
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Legatura cu conul Kdhler. Consideram conul Kihler® al varietatii Sasaki
(M2, 6,6,m, 9):

(C(M) = M x RY g = dr® + 1%, J,0 = d(1*n)),

si proiectia pe primul factor, p: M x R™ — M.

Vrem sa studiem legatura dintre proprietatea de extremalitate a
metricii Sasaki g si cea a metricii con g. Aratam ca, de aceasta data,
este adevarata numai una dintre implicatii: daca C (M) este varietate
Kahler extremala, atunci rezulta ca M este Sasaki extremala. Reciproc,
se obtine numai o conditie de ”extremalitate transversa”®® (sensul pre-
cis al acestei afirmatii fiind dat de Propozitia 4.5).

Avem nevoie de urmatoarele formule care stabilesc relatia dintre cur-
burile scalare, respectiv dintre gradientii lor:

Lema 4.1. Cu notatiile de mai sus, au loc egalitatile:

- 1 1
(4.4) scal = T—Qscal op—2n(2n+ 1)74—2

S— 1 2
(4.5)  grad(scal) = — grad(scal) — — (scal o p — 2n(2n + 1))1.
r r
Demonstratie. Aratam mai intai cum se obtine (4.4) din formulele ge-

nerale pentru produsele twistate (c¢f. [O’N], Cap. 7). In general, pentru
un produs twistat®® de varietiti riemanniene:

(B %y F,gpx,;r =" (g8) + (f om)*0*(gr)),

unde f este o functie strict pozitiva pe B, iar 7 gi o sunt proiectiile pe
primul, respectiv al doilea factor, exista formule explicite care exprima
geometria lui B x ¢ F' in functie de f si geometriile lui B si F'. Dintre
acestea, folosim urmatoarea expresie a curburii scalare:

(4.6)
Af

1
scalpy,p = scalBo7r+ﬁscalFoa—2d— —d(d—-1)

(grad f, grad f)
f? ’

unde d este dimensiunea fibrei: d = dim F'.

54Folosim aceleagi notatii ca in Sectiunea 1.1, unde am explicitat aceasta
constructie; in particular campul lui Euler este 1) = r%. De asemenea, mentionam
ca identificim campurile vectoriale de pe M cu cele induse pe C(M).

95Redescoperim, de fapt, una dintre implicatiile echivalentei pe care tocmai am
demonstrat-o in cazul regulat, gi anume ca structura transversa este extremala, dar
acum o obtinem in cadrul mai general al unei structuri Sasaki oarecare.

56produsul  twistat ("warped product”) este o generalizare a produsului
riemannian, in care metrica produs este modificata omotetic pe fiecare fibra {p} x F.
Metrica twistata este caracterizata de urmatoarele cerinte: (V)g € F, 7|px{q}

este izometrie; (V)p € B, olpyxr este omotetie cu factorul de scalare ﬁ si

(V)(p,q) € B x F, foaia B x {¢} si fibra {p} x F sunt ortogonale.
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In cazul nostru: C(M) = M x, R*, unde baza este R*, fibra este
M, iar functia de twistare este data de coordonata de pe semidreapta
reala: f =r. Cum dim(B) = dim(R") = 1, rezultd scalp = 0, iar d =
dim(F) = dim(M) = 2n + 1. Inlocuind acestea in (4.6), expresia cur-
burii scalare se simplifica si obtinem (4.4), deoarece (grad f, grad f) =
(L 2y =1siAf=0(f:RF =R, f(r)=r).

Pentru a stabili relatia (4.5) dintre gradienti, folosim expresia gene-
rala a gradientului in functie de coeficientii metricii intr-un sistem local
de coordonate {z;}:

af o
ij
(4.7) grad f = E 9, 01,

unde (g"); ; este inversa matricei datd de coeficientii metricii g.
Considerand pe C'(M) coordonatele locale de forma {x;, 7 }i—1,... dim(m),
obtinem in baza corespunzatoare {-2- 5a0? B 21 urmatoarea exprimare ma-

triceala a metricii:
2
_ (g O

11
deci inversa este g~! = < 29 (1) ) gi din (4.7) gi (4.4) rezultd (4.5)

0
astfel:
i d(scal) 3(E>2
grad(scal) Zg oz, 81'] I or
g scal 2 0
MZ o, el op = e + 1)

1 2 0
= grad(scal) — ﬁ(scal op—2n(2n+ 1))5

1 2
=1 grad(scal) — ﬁ(scal op—2n(2n+ 1)).
U

Ca gi 1n cazul regulat, avem nevoie de corespondenta dintre campurile
vectoriale c-olomorfe pe M si cele olomorfe pe C(M) (¢f. [BS], Propozitia
3.2):

Propozitia 4.3. Fie C(M) conul unei varietdti Sasaki (M*"" ¢, £, n, g)
si X € X(M). Atunci X + fip € X(C(M)), unde f este o functie ar-
bitrara pe C(M), este olomorf daca si numai daca:

(1) (Lxo)(Y) = Y(f)E (V)Y € X(M).
(2) [X,&] = —r%e = = (f)E.
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In particular, daca X + fi este un camp vectorial olomorf pe con,
atunci X este c-olomorf pe M.

Demonstratie. Printr-un calcul direct obtinem urmatoarele formule:

(4.8)
(Lxsrp)Y) =[(X(0(Y)) = (X, Y]) — (9Y)(f) — n(Y)b(f)]e
+(Lxo)(Y) =Y (f)E, (V)Y € X(M).

(4.9) (Lxypud) () = E(F)Y = [X, 6] = »(f)E.

Conditia ca X + f1 sa fie olomorf este echivalenta cu anularea am-
belor expresii, iar prin proiectie pe T'M, respectiv pe directia campului
lui Euler, obtinem urmatoarele conditii, pentru orice Y € X' (M):

(i) (Lx@)(Y) =Y (f)E;
(i) [X, €] = —=v(f)E;

(iii) £(f) = 0;

(iv) X(n(Y)) = n([X, Y]) = (@Y)(f) = n(Y)(f) = 0.

Mai trebuie sa aratam ca (ii7) si (iv) sunt consecinte ale primelor
doua relatii. Din (7) si Observatia 3.3, rezulta ca X este c-olomorf
pe M, ceea ce implica (Lx¢)(§) = 0; pe de alta parte, tot din (i),
considerand Y = &, avem: (Lx¢)(&) = &(f)&, rezultand astfel (7).

Pentru a obtine (iv), aplicam () inlocuind Y cu ¢Y si tinem cont
ca factorul de colinearitate cu & al derivatei Lie in directia lui X, tot
conform Observatiei 3.3, este egal cu n([X, ¢Y]):

(@Y)(f) = (X, =Y +n(Y)E] = X (n(Y)) = n([X, Y]) + n(¥)n([X, &)
DX (V) = n([X,Y]) = n(Y)(f).

g

Observatia 4.2. Pe o varietate Sasaki (M*"*1 ¢ £ n, g), gradientul unei
functii invariate de ¢ comuta cu €. Aceasta se obtine direct din formula
lui Cartan si din faptul ca & este un camp Killing:

Ledf = (Leg)(grad f,-) + g(Le(grad f), ),

Ledf = 1ed*f + diedf = d(£(f)) = 0,
de unde, din nedegenerarea lui g, rezulta 0 = L¢(grad f) = [£, grad f].

In particular, pentru curbura scalara (care, conform Observatiei 4.1,
este o functie invariata de ), rezulta ca & comuta cu grad(scal).

Corolarul 4.1. Fie f, h functii pe C(M), astfel incdt h nu se anuleaza
nicaiert si depinde numai de coordonata semidreptei reale RT. Fie X
un camp care comutd cu §. Daca h - (X + f1)) este un camp vectorial
olomorf pe C(M), atunci X este un camp vectorial c-olomorf pe M.
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Demonstratie. Pentru Y € X (M) are loc:
0= (Lax+rp))Y) = [MX + fo), JY] = J[W(X + f¢), Y]

= WMLx1pp)Y) = (JY) W)X + fU) + Y (h)J(X + fo))
Pentru Y € D =& JY = oY —n(Y ) = ¢Y € D i, cum h depinde

numai de coordonata r, rezulta Y (h) =0, (JY)(h) = 0, deci din (4.10)
avem:

(4.10)

(Lx+pp)(Y)=0,(V)Y €D,
iar din (4.8), prin proiectie pe subfibrarea D, rezultd (Lx¢)(Y) =
0,(V)Y € D. Pentru Y = ¢, din faptul ca X comuta cu &, obtinem:

(Lx9)(§) = [X, 0] — o([X,&]) =

Rezulta astfel ca (Lx¢)(Y) € (€), (V)Y € X(M), deci X este un camp
vectorial c-olomorf. O

O consecinta imediata a acestor calcule este:

Propozitia 4.4. Dacd g = dr? +r%g este metricd Kahler extremald pe
conul C(M), atunci g este metrica Sasaki extremald pe M.

Demonstratie. Deoarece grad(scal) este cAmp vectorial olomorf si, con-
form (4.5), se descompune astfel:

— 1
grad(scal) = ﬁ[grad(scal) —2(scal op — 2n(2n + 1))v],

iar din Observatia 4.2 sunt indeplinite ipotezele Corolarului 4.1, pentru
h = %4, rezulta ca grad(scal) este un camp vectorial c-olomorf, deci g
este metrica Sasaki extremala. g

Reciproc, aratam ca este adevarat numai un rezultat partial. Pentru
aceasta avem nevoie de:

Lema 4.2. Fie (M*" ™ ¢,£,n,9) o varietate Sasaki, (C(M),g) conul
ei Kdhler si f o functie pe M astfel incat X = grad f comuta cu &
st apartine subfibrarii D. Daca X este c-olomorf, atunci X — 2f1y €
X(C(M)) este olomorf.

Demonstratie. Pentru a arata ca X —2 f1) este olomorf aplicam criteriul
dat de Propozitia 4.3, deci trebuie sa verificam conditiile:

(1) (Lx0)(Y) = =Y(2f)¢, (V)Y € X(M).

(2) [X, 8 =¢(2/)€.

Cum X este c-olomorf, avem: (Lx¢)(Y) = n([X, ¢Y])&, pentru orice
Y € X(M). Astfel, pentru a obtine (1), este suficient sa aratam egali-
tatea de 1-forme:

n([X, ¢]) = —2df,
care rezulta din conditia Sasaki (1.2), [¢, ¢](X,Y) = —2dn(X,Y)E:
] -

[0X, ¢Y] + ¢*[X, Y] = ¢[0X, Y] — ¢[X, ¢Y] = —2dn(X, Y)E.
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Inlocuind in aceast formuld pe X cu ¢X sitinand cont ca ¢?X = —X
(deoarece X € D), obtinem:

(=X, 0Y] + ¢*[0X, Y] = ¢[-X, Y] = ¢[6X, ¢Y] = —2dn(6 X, V)¢,
si, aplicand in continuare 7, rezulta:
n([X,¢Y]) = 2dn(¢X,Y) = =2¢(X,Y) = —2d f(Y).

Conditia (2) rezulta direct din ipoteza [ X, £] = 0 si din faptul ca f este
o functie pe M: w(f):r%: : O

Propozitia 4.5. Dacd (M*"* ¢, €, n,9) este o varietate Sasaki ex-
tremala g1 (C(M), g) este conul Kdhler corespunzator, atunci grad(scal)
este un camp vectorial "olomorf pe directiile transverse”, in sensul ca
are loc:

(‘Cgrad(@) J) |D = 0.

Demonstratie. Aplicdim Lema 4.2 pentru f = scal — 2n(2n + 1) cu
X = grad f = grad(scal), deoarece sunt indeplinite ipotezele:

e X = grad(scal) comuta cu £ (cf. Observatia 4.2);
e X €D: g(X,&) =df(§) = &(scal) =0 (¢f. Observatia 4.1).
Astfel, campul vectorial

(4.11) X —2f1p = grad(scal) —2(scal —2n(2n+1))y = r* grad(scal),

rezulta olomorf (unde pentru ultima egalitate am folosit (4.5)). Pe de
alta parte, din (4.10) rezulta ca, pentru orice functie h care depinde
numai de 7 si pentru orice Y € D are loc: (LnzJ)(Y) = h(LzJ)(Y),
pentru orice Z € X(C(M)). Aplicand acest rezultat pentru h = r? si
7 = grad(scal), din (4.11) rezulta: (£ yJ)lp = 0. 0

grad(scal
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4.3. Echivalenta cu abordarea variationala. In aceasti sectiune
stabilim pentru geometria Sasaki rezultatul analog celui din geometria
Kihler, potrivit caruia o metrica Kihler extremala®” este caracterizata,
de proprietatea curburii ei scalare de a fi potential de olomorfie (cf.
Teorema 4.1). Consideram pentru varietatile Sasaki functionala cores-
punzatoare celei Calabi, stabilind mai intai domeniul ei de definitie,
adica multimea metricilor Sasaki la care ne restrangem.

Deformari ale structurilor Sasaki. Exista mai multe posibilitati de a
modifica o structurd Sasaki fixata, (M2t ¢, €, n,g), astfel incat sa
obtinem tot structuri Sasaki.

Daca pastram distributia de contact, D, si structura CR, ¢|p, atunci
forma de contact ia urmatoarea forma:

n=[nfeC*M),f>0,

iar campul Reeb se modifica astfel:

E=E+p,

unde f = m. Endomorfismul ¢ si metrica § sunt definite corespun-

zator, astfel incat sa fie indeplinite conditiile de compatibilitate:
6=06-0(@) @i, §=dijo(Id®)+i@ i,
Se arata ca structura (gz~5, é, 7, ) este Sasaki daca gi numai daca é este
camp vectorial Killing in raport cu metrica g, iar o alta conditie echiva-
lenta, data in functie de f, este ca hessiana inversei lui f sa satisfaca
egalitatea: H-1(¢X, Y ) = H;-1(X,Y), pentru orice X,Y € I'(D)*.
Pentru definirea functionalei Calabi pe varietatile Sasaki ne vor in-
teresa, prin analogie cu geometria Kahler, deformarile care pastreaza
clasa fundamentala bazica de coomologie determinata de forma Kéhler
transversa®. Pentru a vorbi despre ”obiecte bazice” este necesar si
fixdm foliatia caracteristica®. Astfel, consideram multimea structurilor

Sasaki care au acelasi camp Reeb &, deci, in particular, au aceeasi
foliatie F¢O'.

5T(Cf. Definitia 4.1.

98 Acestd echivalentd este demonstratd in [GOJ, unde a fost introdus prima dati
acest tip de deformare in cazul 3-dimensional. Aceste deformari au fost folosite in
[Bel] pentru clasificarea varietatilor Sasaki 3-dimensionale.

%Pe o varietate Sasaki (M2”+1, o,&,m, g), forma Kéahler transversa este data de
restrictia lui dn la distributia de contact (¢f. Sectiunea 2.2).

60Astfel, toate structurile obtinute prin aceste deformiri sunt de acelasi tip,
regulate, quasi-regulate sau neregulate.

61Tn [BG1], Lema 6.5.14., se arati ci acest caz nu este ”departe” de cel al
structurilor care pastreaza foliatia caracteristica, in sensul urmdtor: S(F¢) =
ST(Fe) U S™(Fe), unde ST(Fe) = Uyer+S(a™tE), cu S(Fe), respectiv S(€)
reprezentand multimea structurilor Sasaki care au fixata foliatia caracteristica, re-
spectiv campul Reeb, iar indicele ”—" se referd la multimea structurilor Sasaki

conjugate: (—¢,—&,—1n,9).
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Fie M o varietate compacta si (£, 7, ¢, g) o structura Sasaki® fixata
pe M. Notam cu S(§) multimea structurilor Sasaki care au acelasi
camp Reeb:

S ={(,n,¢,g") — structura Sasaki pe M| & = £}.

Observatia 4.3. Toate structurile Sasaki din S(§) determina aceeasi
clasa bazica de coomologie. Deoarece au acelagi camp Reeb, rezulta
ca diferenta dintre cele doua forme de contact, { = n’ — 7, este o
forma bazica: ((§) =0, L€ = Lenf — Len = 0, deci se obtine aceeasi
clasd fundamentald de coomologie bazici [d]z = [dn]s € Hy' (Fe)
(c¢f. Proporzitia 2.6, (2)). Atunci putem aplica pentru dn si dn’ Lema
O0-transversa® (cf. Propozitia 2.7) si rezulta ci exista o functie bazica
© astfel incat:

(4.12) dn' =dn + dgdg ¢.

Urmatorul rezultat ne asigura ca toate structurile Sasaki din S()
au acelagi volum:

Propozitia 4.6. Fie (M*"" ¢, £, n,9) o varietate Sasaki compactd.
Pentru orice (¢',0',¢',4¢") € S(&), volumul total al lui M in raport cu
g, respectiv g, este acelagi: Vol(M,g) = Vol(M,q').

Demonstratie. Din Observatia 4.3 rezulta ca dn’ este de forma (4.12),
iar a :=n—n 4+ d§ ¢ este o 1-forma bazica. Folosind pentru metricile
Sasaki g si ¢’ expresia formei volum in functie de forma de contact,
obtinem:

1
(4.13) voly, = il A (dn)",

1

1
voly = E”l A(dn)" = —=(m+dge—a)A(dy+degdg )"

n!

(4.14) i
= A (dn + dp dg )",

unde pentru ultima egalitate am folosit faptul ca dj ¢ — a este forma
bazicd, iar H = 0, pentru k > 2n. Din dezvoltarea:

- n —1 c %
oA G+ dndy o) = (@n+ 3 () @ A (dn i)
=1

62Chiar dacd metrica Sasaki ¢ este complet determinati de celelalte elemente ale
structurii prin g = dno (Id ® ¢) + 17 ® 7, o scriem in continuare ca o components a
structurii, deoarece ne va interesa cum se modifica curbura scalara a acestei metrici,
atunci cand structura Sasaki variaza.

63Consideram concluzia acestei leme sub forma dati de Observatia 2.8, unde in
locul operatorilor dg si dp sunt utilizati operatorii reali dp si df si urmatoarea
relatie dintre ei: dgdf = 2i0505.
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obtinem:

1
Vol(M,g'):/ volg/:—'/ n A (dn+ dgdg ¢)"
M n
= Vol(M,g) + ,Z( )/ N A (dn)" A (dp dg )’

— Vol(M.g) + ,Z( )/ g A d((dn) A dg o A (d 5 )
=Vol(M,g),

unde ultima egalitate rezulta din teorema lui Stokes:
0— /M d(n A (dn)™ A dS o A (d dS, )™
_ /M (dn)™ = A dg o A (dp d )
; /M n Ad((dn)"™ Ads 0 A (dp d @) ),

iar primul termen se anuleaza, deoarece (dn)" ™ Adg p A (dp d§ @)
este o (2n + 2)-forma bazica. O

La fel cum in geometria Kahler fixam de la inceput structura com-
plexa a varietatii, si in cazul Sasaki ne restrangem la submultimea
structurilor din S(§) care au aceeasi structura olomorfa transversa®,
adica cele pentru care urmatoarea diagrama este comutativa:

™ % Tm

lm Il

v(Fe) S v(F)
Notam aceasta multime astfel:
S, J)={(€,1,¢,g)—structura Sasaki pe M| ¢ = &, mo¢) = Jor}.

Ca si in geometria Kahler, obtinem o descriere mai simpla a acestui
spatiu:

Propozitia 4.7. Mulfimea structurilor Sasaki cu acelasi camp Reeb §
s aceeasi structurda olomorfa transversa J este un spatiu afin modelat

64Este vorba de structura complexi J, indusi de ¢ pe fibrarea normala, J :
v(Fe) — v(Fe) (cf. (2.17)). In acest fel, structurile Sasaki considerate au structurile
CR subiacente diferite (deoarece distributiile de contact sunt subfibrari diferite), dar
care sunt izomorfe ca fibrari vectoriale complexe (cf. Observatia 2.5).
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pe C¥ (M) x C¥(M). Mai precis, are loc:
(4.15)
S(&J) = g, ¥) € CF (M) x C5/(M)| dn +dg diy p > 0,

/(pfuolg—/ Yvol, = 0},
M M

orice structurd Sasaki (¢'.1',¢',g") din S(&,J) fiind determinatd de
functiile bazice © si 1 astfel:

n=n+dge+ds?,
(4.16) P=p—(nop)®E,
g=dno(ld®¢)+n 7.

In particular are loc: dn’ = dn+dgd§ ¢.

Demonstratie. Fie (¢',1,¢',g") € S(€,J). Conform Observatiei 4.3,
exista o functie bazica ¢ astfel incat:

(4.17) dn = dn + dp d§ .

Deoarece (&',1,¢',¢") este Sasaki, rezulta dn + dgdf ¢ > 0. Ecuatia
(4.17) este indeplinita daca si numai daca exista o functie bazica 1
astfel incat:
n=n+dgp+dgy.

Observam ca functia v este bazica, deoarece n(§) = n/(§) = 1, de
unde rezulta 0 = ¢ dg ¥ = Lep. Cum ¢ si ¢ sunt definite pana la o
constanta aditivd, se impun conditiile de normalizare: | Wy pvoly =0,
[y voly = 0, astfel incat perechea (o, 1) este unic determinata.

Reciproc, avand structura Sasaki fixata (£,7,¢,g) si o pereche de
functii bazice, (g, 1)), care satisfac conditiile din (4.15), definim noua
structura prin formulele (4.16).

Atunci n' este o forma de contact pe M: altfel, presupunand ca
n'A(dn )" = 9’ A(dn+dgp d§; ¢)" s-ar anula Intr-un punct, luam produsul
interior cu ¢ si obtinem 0 = (dn+dg d§; )", ceea ce contrazice conditia
de pozitivitate.

Din (4.16) rezulta ca ¢’ si ¢ se proiecteaza peste aceeagi structura
olomorfa transversa, J, adica ¢/(X) — ¢(X) € (£), (V)X € X(M), deci
exista o 1-forma 6 astfel incat ¢’ = ¢ + 60 @ €. Din 1/ o ¢/ = 0, rezulta
ca 0 are forma din (4.16):

O=n'o¢ =no(p+0®E =n0¢d+0.

Printr-un calcul direct se verifica: (¢')? = —Id + 1 ® £ si conditia
de porzitivitate: dn o (Id® ¢’) > 0. Conform Observatiei 1.2, structura
(¢', &', 1, ¢') este Sasaki, deoarece structura transversa nu s-a schimbat,
deci este integrabila si £ = £ este Killing si fata de metrica ¢’, pentru
ca Len' =051 Leg' = 0.

Il
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Odata fixata o structura Sasaki (¢, £, 7, g) pe varietatea compacta M,
notam cu M (€Qp) multimea metricilor Sasaki care au aceeasi structura
olomorfa transversa si determina aceeasi clasa de coomologie bazica

QB = [d??]BI

M(Qp) ={g| O)(¢. €1 g) € S(&, )}

Functionala Calabi. Consideram analogul functionalei Calabi pentru
varietati Sasaki:

Definitia 4.5. Fie M o varietate compacta, pe care fixam o struc-
tura Sasaki, (¢,&, 1, g), ce determina clasa fundamentala de coomologie
bazici Qp = [dn)p € Hy'(M,R). Functionala Calabi este definiti pe
M(Qp) prin:

C: M(Qp)—R, C(g) :/ scal? voly.

M

In continuare calculim prima derivata a functionalei Calabi, pentru
a demonstra ca o metrica g este extremala daca si numai daca scal,
este potential de olomorfie.

Variatia corespunzatoare a formei bazice dn este:

d77 = dBd]CS Sb?

iar variatiile corespunzatoare ale elementelor care apar in expresia func-
£ 65.

tionalei C' sunt calculate in urmatoarea lema”’:

Lema 4.3. Pentru orice variatie n = d§ ¢ + dg (corespunzatoare
variatiei metricii g in M(Qp) ), variatia formei Kdhler transverse este
dn = dgdy ¢, tar prima variatie a formei volum vol,, a formei Ricci
transverse si a curburii scalare scaly sunt date de formulele:

(4.18) vol, = —Appvol,,

.1 ‘
(419) pT = 5 dBd% ABQD,
(4.20)

scaly = —A%p — 2(dpd$ @, p) = 2005V " dpp + (dp scaly, dg ).

650bservam ci acest calcul este analog celui din cazul Kéhler, diferenta este aceea
ca, existand numai o structura Kéahler transversa, intervin ”obiectele” transverse
(RicT,sT etc.) si operatorii bazici.
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Demonstratie. Pornind de la formula formei volum a lui M in functie
de forma de contact 1: vol, = 51 A (dn)™, obtinem (4.18) astfel:

n Adn A (dp)"

: 1 .
voly, = A (dn)"™ +

1
(n—1)!

1 ) . n . . .
= (A5 ¢ +dp ) A (dn)" + n A dpdfy @ A (dn)" !

(n—1)!
. " .. b .
Ap(dpdy ©) n A (dn)" = (dpdg ¢, dn)vol,, © —Agpvol,,

a

—
Na

1
n!
unde pentru (a) am folosit faptul ci (dg ¢+dg /) A(dn)™ este o (2n+2)-
forma bazica, deci este identic nula (coomologia bazica Hp(M) este
triviala pentru r > 2n) si egalitatea (2.36) cu ¢; = dgd$ ¢, iar (b)
rezulta din formula (2.28).

Pentru (4.19) utilizam scrierea locala a formei Ricci pe o varietate
Kahler, care in cazul structurii transverse este data de:

T
T loc vol

1
¢ _ 2 dpdS log 22
P 9 BYB OgUOlg”

unde voll este forma volum transversi a metricii Kéhler transverse
plate. Astfel, folosind relatia dintre forma volum a lui M si forma
volum transversa: vol, = n Awvol” si (4.18), obtinem:

.T .

; 1 vol  wol¥ 1 vol, 1

T = ——dpd§ — - —% = ——dpd§ —2 = = dgd$ Ap¢.

P 2 P B yoll wolT 2 P Byol, 2 7B BY
Determinam variatia curburii scalare observand ca aceasta este data

numai de variatia curburii scalare transverse (cf. (2.24) avem scal, =

scal” — 2n). Pornim de la identitatea urmétoare:

1 _
(4.21) %scalT (dn)™ = p" A (dn)"

care rezulta din (2.36) astfel:

1 1 1
T n—1 _ — T n__ T n_ T n
p A (dn)" T = nAB(p )(dn) n<dn,p )(dn) 5, scal (dn)".

Derivand (4.21) obtinem:
(4.22)

1 - 1 . . .
%scalT(dn)”—kEscalT dnA(dn)™~t = pTA(dn)"  +(n—1)p" AdnA(dn)™ 2.
Din formulele (2.36) si (2.37) obtinem egalitatile:
. 1 . o 1 . .
pr A ()"t = = Ap(p")(dn)",  dn A (dn)" = —Ap(dy)(dn)",

p" Adn A (dn)" 2 = ﬁ[AB(pT)AB(d'n) — (p", dn))(dn)".

Folosind aceste formule gi aplicand izomorfismul Hodge-*, (4.22) devine:

scal” = —scal” Ap(dn) + 2A5(p") + 2[Ap(p" ) Ap(dn) — (p", dn)]
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Inlocuind dn = dpdf ¢, pT = %dBd]C3 Apy si Ap(p?) = %scalT rezulta
ca primul si al treilea termen se reduc si obtinem:
scal” = Ap(dpdfy Apg) — 2(dpd @, p")

= _AzBSD - 2<dBdCB Sb? pT>7

unde ultima egalitate rezulta din formula (2.28) aplicata functiei bazice

(4.23)

Agp. Cum séalg = scal”, obtinem prima formula pentru variatia
curburii scalare. A doua expresie rezulta direct din Lema 2.2, (2.32)
aplicata functiei bazice f = ¢ si tinand cont ¢ dg scal, = dp scal’. O

Din lema precedenta putem deduce acum calculul primei derivate a

lui C:

Propozitia 4.8. Prima derivata a functionaler C, de-a lungul oricare:
variatii 1 = dg ¢ + dg ¥ a metricii g in M(Qg), este datd de:

(4.24) C = —4(0pdsV ~dg scaly, ).
Demonstratie. Din (4.18) si (4.20), obtinem:

C = / [(2$calgséalg) voly + scal] vblg]
M
= / (2scalyscaly, — scal’Ap) vol,
M
= / (—4scaly,6pdpV ™ dp ¢ + 2scal(dp scaly, dp @) — scalgAng) vol,
M

= —4/ scaly 0gogV ™~ dg ¢ vol,
M
= —4((53(53V7d3 SCCllg, (10>7

unde penultima egalitate se obtine din:

/ 2scaly(dp scaly, dg ) vol, = / (dg scal?, dg ) vol,
M M

:/ <Scal§,5BdB %) Uolg:/ scalegapvolg,
M M

iar ultima egalitate rezulta din faptul ca operatorul bazic dgdgV~dp
este autoadjunct. O

O consecinta imediata a acestei propozitii este echivalenta urmatoare,
care justifica Definitia 4.4 a metricilor Sasaki extremale:

Teorema 4.2. O metrica Sasaki g pe o varietate compacta M cu struc-
tura olomorfa transversa fizata este punct critic al functionalei C daca
st numai daca curbura ei scalara, scaly, este potential de olomorfie.

Demonstratie. Din Propozitia 4.8, rezulta ca o metrica Sasaki g este
punct critic in M(Qp), daca si numai daca produsul scalar global
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(¢, 0868V~ dg scaly) se anuleaza pentru orice variatie a lui g corespun-
zatoare variatiei lui n: 1 = df ¢ + dp 1. Aceasta conditie este echiva-
lenta cu V~ dp scal, = 0, datorita formulei de adjunctionare (2.29):
(V™ dg scal,, V™ dg scal,) = (05V ™ dgp scaly, dp scal,)
= (0p0pV "~ dg scal,, scal,)

ceea ce inseamna ca 1-forma dp scal, este ¢-invarianta. Sau, echiva-
lent, conform Lemei 3.2, campul vectorial dual, care este gradientul
curburii scalare, este c-olomorf, adica scal, este potential de olomorfie
(cf. Definitia 4.3). O
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4.4. Algebra Lie a campurilor vectoriale c-olomorfe pe o va-
rietate Sasaki extremala compacta. In aceasti sectiune prezentam
extinderea in cazul Sasaki a rezultatului lui Calabi®® (cf. [Cal]) referitor
la structura algebrei Lie a campurilor vectoriale olomorfe pe o varietate
Kéhler cu o metrica extremala. Acest rezultat reprezinta o generalizare
a teoremei lui Lichnerowicz pentru metricile Kahler de curbura scalara
constanta, care, la randul sau, generalizeaza teorema lui Matsushima
pentru varietatile Kahler-Einstein. Pentru demonstrarea rezultatului
in cazul Sasaki folosim descompunerea campurilor vectoriale c-olomor-
fe, obtinuta in Sectiunea 3.

Fie (M1 ¢,£ 0, g) o varietate Sasaki compacta fixata. Ne uitam
in continuare la algebra Lie a campurilor vectoriale c-olomorfe:

chol = {X € X(M)| (Lx9)Y = n([X, pY])E]

Conform Exemplului 3.1, pentru orice functie f € C*(M), f£ este
un camp vectorial c-olomorf, deci chol nu poate avea dimensiune finita.
De aceea excludem directia campului caracteristic &, uitandu-ne la
campurile vectoriale c-olomorfe transverse, adica la imaginea acestei al-
gebre Lie prin proiectia canonica pe fibrarea normala, 7 : TM — v(F),
pe care o notam:

chol” = {X| X € chol},

si care, conform Observatiei 3.6, are o structura de algebra Lie com-
plexa, sub actiunea lui J. Metrica Sasaki ¢ ne permite si identificam®’
acest spatiu cat cu multimea campurilor vectoriale olomorfe care sunt
sectiuni in subfibrarea (D, J = ¢|p):

chol” = {X € chol| X € I'(D)}.

Exemplul 4.4. Daca metrica g a structurii Sasaki este extremala, atunci
curbura ei scalara, scal, este potential de olomorfie si gradientul sau,
grad scal, este un camp vectorial c-olomorf transvers: grad scal € I'(D),
deoarece g(grad scal, &) = £(scal) = 0.

Reamintim c& pentru orice camp vectorial X € chol” am obtinut
urmatoarea descompunere unica (cf. Propozitia 3.5):

(4.25) X = Xy +grad f + ¢ grad h,

unde f si h sunt functii bazice cu [, fvol, = [,, hvol, = 0 si 1-forma
duald a lui Xp este armonica: X%, € harmp(M) = harm' (M).

66Extinderea in cazul Sasaki este demonstratd si in [BGS], unde este folositi o
abordare ”complexa”, in sensul ca sunt considerate functiile gi formele diferentiale
cu valori complexe si operatorii transversi 0 si 0.

67Conform Observatiei 3.5, un caAmp vectorial c-olomorf X se descompune unic
astfel: X = n(X)¢+ XP, unde XP este ortogonal pe £ si este c-olomorf. In contin-
uare folosim aceasta identificare, deoarece preferdam sa privim campurile vectoriale
c-olomorfe transverse ca formand o submultime a lui chol.
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Notam in continuare®® K := ¢ grad scal. Daci metrica Sasaki g este
extremala, atunci K este camp vectorial c-olomorf i Killing transvers
(cf. Proporzitia 4.1).

Consideram si submultimea campurilor c-olomorfe transverse care

nu au parte armonica®, notata:

choly = {X € chol"| Xy = 0}.

Orice element al lui cho[OT este de forma: X = grad f + ¢ gradh,
unde f,h sunt functii bazice. Din Propozitia 3.2, X este c-olomorf
daci si numai daca™ V~X° = 0, adica V~(dg f + dgh) = 0. Con-
siderand functia bazica complexa F = f + th, aceasta ultima conditie
este echivalentd cu (V dg F)%? = 0, deoarece are loc:

(4.26) (V(dg f +dgh))*?* =2(Vdg F)°2.

Introducem operatorul™ L, care actioneazi pe functii complexe ba-
zice astfel:

LF =2636p(Vdg F)*?,
si conjugatul sau:

EF = 25353(V dB F)Q’O.

Propozitia 4.9. Operatorii L si L au urmdtoarele expresii:

(4.27) LF = 6305V dp F + %EKF,

(4.28) LF =6305V - dg F — %EKF.

Demonstratie. Din Lema 2.2, considerand a = d§; f in formula (2.31),
obtinem:

1 1
0505V dj | = 5ARIdg f = ((dB)*f, p") + 5(dj [, dp scal)

£ (6 £ d scal) = — (d f, 6 d scal)
= @ )K) = 3Lt

deoarece dpdf f = 0 (conform identitatilor Kéhler transverse (2.27),
care implica dp df +df g = 0). Din (4.29) si (4.26) rezulta formulele
dorite. g

(4.29) _

68Ar trebui si considerdm gradientul curburii scalare transverse, dar datorita
relatiei (2.24), acesta coincide cu gradientul curburii scalare a metricii Sasaki g.

69Se poate arita ci acest spatiu se identifici, ca si in cazul Kihler, cu multimea
campurilor c-olomorfe care se anuleaza cel putin intr-un punct al varietatii M.

"OReamintim cii V este conexiunea Levi-Civita a metricii transverse.

"1 Acesta este analogul operatorului de ordin 4 care apare in cazul Kahler, de
exemplu in [G].
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Ca si in cazul Kihler, operatorii L si L sunt autoadjuncti si semipozi-
tiv definiti, deoarece avem (conform formulei de adjunctionare (2.29)):

(LF,F) :2/ (Vdg F)°2|*voly, (LF,F) :2/ (V dg F)*°[* vol,,
M M

de unde rezulta ca nucleul lui L este spatiul functiilor complexe cu
proprietatea (V dg F)%? = 0. Astfel, am obtinut:

Propozitia 4.10. Un camp vectorial X apartine lui cf)o[OT daca gi nu-
mai daca este de forma X = grad f 4+ ¢ grad h, unde f, h sunt functii
reale bazice care satisfac: LF = 0, cu ' = f + th, sau, echivalent,
sistemul:

0pdpV~—dp f — %EKh =0,

53(53V7 dg h + %,CKf =0,
unde K = ¢ grad scal.

Notam algebra Lie a campurilor Killing transverse (in raport cu
metrica transversa corespunzatoare gr, care se identifica cu g|p prin
izometria dintre (v(F¢),gr) si (D, g|p) data de aplicatia de splitare
o :v(Fe) = D, ¢f (2.16)):

¢l = {X S ChO[Tl (ﬁxg)h)xp = 0}

Deoarece geometria transversa a unei varietati Sasaki este Kahler,
rezultd ca orice camp Killing transvers este c-olomorf™:

(4.30) ¢ C chol”.

Consideram spatiul campurilor Killing hamiltoniene transverse, i.e.
de forma X = ¢grad f, cu f o functie bazica, si anume:

€7 = €7 N chol.

O consecinta a Propozitiei 4.10 este urmatoarea descriere a acestui
spatiu:

(4.31) € ={X € X(M)| X =¢gradh,h € ker(6505V " dp)}.

Cu a” notam algebra Lie a campurilor transvers paralele™, care este
o subalgebra Lie a lui €.

Lema 4.4. Un camp vectorial c-olomorf transvers X, a carui 1-forma
duala este armonica (bazica), este transvers paralel.

Demonstratie. Deoarece X este c-olomorf, rezulta ca VX este o 1-
forma care comuta cu ¢. Pe de alta parte, din egalitatea dintre operato-
rii Laplace transversi pe varietatile Sasaki: Ap = A%, avem A4 X" = 0,
si, deoarece M este compactd, aceastd egalitate implicd d$ X° = 0.

"2Mai mult, se poate arita cd acestea (cAmpurile Killing transverse) sunt
campurile c-olomorfe transverse care au divergenta transversa nula.

TNu exist campuri vectoriale netriviale paralele in raport cu metrica g (cf.
Corolarul 2.2), dar pot exista in raport cu metrica transversa gr.
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Ultima conditie este echivalenta cu faptul cd VX’ anticomuta cu ¢,
rezultand astfel VX = 0 (cum V este conexiunea Levi-Civita a metricii
transverse, aceasta inseamna ca X este transvers paralel). U

In continuare presupunem ca (M?""1 ¢, £, n, g) este o varietate Sasaki
compacta extremala.

Lema 4.5. Pe o varietate Sasaki compacta extremala operatorii L si
L comuta.

Demonstratie. Daca structura Sasaki este extremala, atunci campul
vectorial K = ¢ grad scal este c-olomorf si Killing transvers, de unde
rezulta ca Ly comuta cu dg, dg i V™ , deci are loc:

LidpdpV— dp F =0pdpV ™ dp LiF,

pentru orice functie bazica F'. Folosind expresiile operatorilor date de
(4.27) si (4.28), rezulta ca L i L comuta. O

Teorema 4.3. Fie (M*1 ¢, £ n,g) o varietate Sasaki compactd ex-
tremala. Atunci algebra Lie complexda a campurilor vectoriale c-olomorfe
transverse admite urmdtoarea descompunere ortogonald™:

(4.32) chol” = Cbo%) @ (@,\>OC[70[(T>\)),

unde cho[(To) este nucleul lui Ly, i.e. centralizatorul lui K in chol®, iar

pentru orice A > 0, cho[(TA) este spatiul campurilor vectoriale din chol”
care satisfac™®: LxX = \JX.

Subspatiul cho[%) admite, la randul sau, descompunerea ortogonala:
(4.33) cholly, = a” & € @ ot].

In plus, fiecare cf)olg), A > 0, este confinut in idealul cbo[OT, deci au loc
st urmatoarele descompuneri ortogonale:

(4.34) chol” = a” @ choll,
(4.35) ' =d" @t
(4.36) choly = €] & o] & (Basocholly)).

Demonstratie. Fie X un camp vectorial c-olomorf transvers. Atunci,
conform Propozitiei 3.5, acesta are urmatoarea descompunere:

X = Xy +grad f + ¢grad h,

unde f, h sunt functii bazice si 1-forma duala a lui Xy este armonica.
Din (2.33) rezultd 65V~ (Xg)” = 14x,p" . Din formula de adjunctionare

74Atragem atentia asupra notatiei: spatiile cho[g si cho[%) sunt diferite.
(&) este operatorul indus de ¢ (cf. (2.17)). Echivalent, aceasta conditie se rescrie
astfel: [K, X] = AJX, unde [, -] este paranteza Lie definitd pe multimea cAmpurilor

vectoriale foliate, fol (deci in particular pe chol C fol) prin [K, X] := [K, X].



72

(2.29) si deoarece 1-forma ¢(Xp) este armonica (Ap comuta cu @),
rezulta:
1

0805V~ (Xu)" = 0p(txup") = —(6(Xu), 5p") = §(¢(XH)I’7 B scal).

Astfel, 6505V~ (Xp)? este egal cu produsul scalar dintre o 1-forma
armonic#, ¢(Xp )", si duala unui cAmp vectorial Killing, d§ scal = K”,
deci este constant. Deoarece K = ¢ grad scal are zerouri pe varietatea
compacta M, rezulta ca aceastd constanta este zero: 6p6pV ™ (Xy)’ =
0. Deoarece X este c-olomorf, din Propozitia 3.2 rezultd V- X’ = 0,
deci i 6oV~ (dp f + d§ h) = 0, egalitate care se rescrie in functie de
operatorul L astfel: L(F)+ L(F) =0, unde F = f + ih, deoarece are
loc:

_ - (4.27),(4.28)

L(F) + L(F) ™2 565,V dp(F + F) + %ﬁK(F — F)

= 200505V dp f — %LKh] U2 5565V (dp f + dS B).

Pornind cu ¢X in locul lui X (care este tot un camp vectorial c-olomorf
datoritd ¢-invariantei), obtinem: L(iF) + L(iF) = 0, deci L(F) —
L(F) = 0, rezultand astfel L(F) = 0. Din Propozitia 4.10, aceasta
conditie este echivalenta cu faptul ca grad f + ¢ grad h apartine lui
cho[g. Rezulta atunci ca i Xy este c-olomorf i, conform Lemei 4.4,
aceasta implicd Xy € al. Astfel se obtine descompunerea (4.34), iar
prin intersectie cu spatiul campurilor Killing transverse, &7, rezults
(4.35).

Conform Lemei 4.5, L si L comutd intre ele, deci L actioneaz
pe ker L. Din (4.27) si (4.28) rezulta ca aceasta actiune coincide cu
actiunea lui —iLx. Din descompunerea (4.34) si Lema 4.10, putem
identifica chol? cu suma directd dintre a” si ker L, iar actiunea lui L
pe cbo[OT se identifica cu actiunea lui Lx pe ker L (deoarece K este
Killing rezulta ca Lx comuta cu grad, deci functia complexa core-
spunzatoare campului Lx X, cu X = grad f + ¢gradh si F' = f + ih,
este L F). Astfel, actiunea lui L pe ker L corespunde actiunii lui
—iL pe cbo[g gi cum functia asociata campului ¢.X este iF' (unde F'
este functia asociata campului c-olomorf X = grad f + ¢ grad h), iar L
este autoadjunct si semipozitiv, rezulti ca chol” se descompune astfel:

chol” = cf)o%) D (EB,\>OCUU[(T,\)),

unde cho[@) este nucleul lui L in chol”, iar pentru orice A > 0, cho[{/\)

este spatiul campurilor vectoriale din chol” care satisfac Lz X = \JX
(cho[{/\) = {0} cu exceptia unui numar finit de valori ale lui \).
Deoarece orice camp Killing transvers X invariaza curbura scalara
(care este functie bazica): Lxscal = 0, rezulta [X, grad scal] = 0, ceea
ce implica si [X, K| = 0 (deoarece X fiind Killing transvers, este, in
particular, si c-olomorf, deci [X,:] comuta cu J). Rezulta astfel ci
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cho[%) contine suma directd a @ € & ¢tl. Mai mult, cele doud spatii
coincid, deoarece din (4.27) rezulta ca nucleul lui Lk restrictionat la
ker L coincide cu nucleul operatorului 6gdpV ™ dg si folosind descrierea
(4.31) a spatiului €] rezulta incluziunea inversa. Astfel obtinem (4.33),
iar (4.36) este o consecinta a descompunerilor (4.32) si (4.33). O

Observatia 4.4. Acest rezultat reprezinta o obstructie pentru existenta
metricilor extremale pe o varietate Sasaki, la fel ca gi in cazul Kéhler.
Daca, in plus, presupunem ca exista o metrica extremala a carei cur-
bura scalara este constanta, atunci campul vectorial K este identic nul
si descompunerea (4.32) devine:

chol” = cholfyy = a” & ] & ¢k

In cazul in care structura Sasaki extremald (M ¢, & n, g) este regu-
latasim: M — N este fibrarea Boothby-Wang, algebra Lie a campurilor
vectoriale c-olomorfe transverse, cho[T(]\/[ ), se identifica cu algebra Lie
a campurilor vectoriale olomorfe de pe N, hol(N) (cf. Propozitia 3.3),
iar descompunerea (4.32) corespunde descompunerii lui hol(N) pe va-
rietatea Kéahler extremala N.
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