MEMORIU DE ACTIVITATE
Radu Pantilie

Domeniul meu de cercetare este geometria diferentiala, lucrarile elabo-
rate de mine, pina in prezent, abordind, in principal, aplicatiile si morfis-
mele armonice, teoria twistor, varietatile Finstein si auto-duale, spatiile
Weyl, geometria cuaternionica si geometria complexa generalizata.

Toate aceste teme de cercetare sunt fundamentale pentru matematica
existind, de exemplu, peste o mie de lucrari stiintifice dedicate studiului
aplicatiilor armonice. In plus, consider ca rezultatele obtinute de mine
sunt fundamentale, pentru domeniile respective. Astfel, principalele mele
rezultate pot fi structurate dupa cum urmeaza:

e rezultate de clasificare pentru morfisme armonice (de exemplu, clasi-
ficarea completa a morfismelor armonice cu fibre unidimensionale pe va-
rietati Einstein si pe varietati riemanniene conform plate de dimensiune
cel putin patru): [C5],[C7],[C9],[C10],[C11],[C13],[C14],[C16].

e restrictii geometrice si topologice pentru morfisme armonice; de ase-
menea, restrictii topologice pentru varietati compacte inzestrate cu actiuni
ale cercului (obtinind astfel, in particular, exemple de varietati compacte
care nu pot fi domeniu de morfisme armonice cu fibre unidimensionale,
indiferent de metrica pe care ar purta-o): [C5],[C12],[C14],[D1].

e noi exemple si constructii de aplicalii si morfisme armonice: [C5],[C6],
[CT7],[C9], [C13],[C17], [G3].

e 0 noud constructie de metrici Finstein auto-duale: [C11].

e introducerea notiunilor de structura st aplicatie twistoriala si initierea
studiului relatiilor dintre acestea, aplicatiile si morfismele armonice, §i
constructiile de metrici Einstein si auto-duale: [C13],[C14],[C15],[C17],
[C20] .

e construirea unor noi clase naturale de structuri twistoriale: [C15],[C22],

[C24],[C25].
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e introducerea unei notiuni naturale de aplicatie cuaternionica, studiul
proprietatilor ei twistoriale si descrierea tuturor aplicatiilor cuaternion-
ice intre spatii proiective cuaternionice: [C19].

e descoperirea extensiei adecvate a notiunii de varietate Cauchy—Rie-
mann (CR) la geometria cuaternionica: [C22],[C26] .

e descoperirea unui functor covariant natural de la clasa perechilor for-
mate dintr-un spatiu vectorial cuaternionic si un subspatiu real, la clasa
fascisolelor coerente peste sfera Riemann; deasemenea, utilizarea acestus
functor la demonstrarea clasificarii subspatiilor reale ale unui spatiu vec-
torial cuaternionic: [C23].

e introducerea notiunii de varietate co-CR cuaternionica a carei teorie
twistor unifica, i mod natural, teoriile twistor corespunzatoare varieta-
tilor anti-auto-duale, cuaternionice (clasice) i spatiilor Finstein—Weyl
tridimensionale: [C25],[G1], [G4],[G5].

e introducerea unei notiuni naturale de aplicatie olomorfa intre va-
rietati complexe generalizate si obtinerea unor rezultate de factorizare
pentru varietati Kahler generalizate; deasemenea, descoperirea unor noi
clase naturale de varietati compleze generalizate: [C18],[C21], [C24],[D3].

e descoperirea notiunii adecvate de varietate cuaternionica generalizata
si initierea studiului proprietatilor acestora: [C24].

De-a lungul timpului, am fost implicat in cinci proiecte de cerc-
etare, doua dintre acestea internationale, iar in patru dintre acestea am
fost director/responsabil de proiect (a se vedea C.V.-ul). Deasemenea,
in prezent, sunt membru al unei echipe de cercetare finantata printr-un
Grant PN II IDEI. Lucrarile elaborate de mine, drept (co)autor, si care
au beneficiat de finantare, in cadrul acestor granturi, sunt urmatoarele:
[B2],[C13],...,[C26],[G2],[G3].

In continuare, voi prezenta, cu mai multe detalii, o parte dintre rezul-

tatele mentionate mai inainte.
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I. Clasificarea morfismelor armonice cu fibre unidimensionale pe va-
rietati Einstein si pe varietati riemanniene conform plate de dimensiune
cel putin patru. Astfel, avem urmatoarele rezultate pentru un morfism
armonic ¢ : (M g) — (N, h).

e Dacd (M™"1 g) este Einstein iar n > 4 atunci ¢ este de tip Killing
sau de tip warped-product [C10]; daca n = 3, atunci ¢ este de tip
Killing, warped-product sau de un nou tip de morfism armonic, dat de
ecuatia cimpurilor lui Beltrami din hidrodinamica [C9]. Acest al treilea
tip de morfism armonic, introdus in [C9], conduce la 0 noua constructie
de metrici Einstein auto-duale [C11].

e Dacia (M™"!, g) este conform platd, n > 4 si ¢ este real analitica
atunci ¢ este de tip Killing sau distributia sa orizontala este integra-
bila iar foile sale, inzestrate cu metrica indusa de A=2"*4g . au curbura
constantd [C16]. Urmeaza cd aplicatia polinomiald Hopf R* — R3,
(21, 22) = (|21]? —|22/%, 221%2) este, pini la difeomorfisme conforme locale,
unicul morfism armonic, cu fibre unidimensionale si distributie orizontala
neintegrabila, intre varietati riemanniene conform plate de dimensiuni cel
putin trei [C16].

II. Introducerea notiunilor de structura si aplicatie twistoriala si i-
nitierea studiului proprietatilor geometrice ale acestora. Structurile si
aplicatiile twistoriale au fost introduse, pentru categoria varietatilor com-
plexe, in [C13] si, pentru categoria varietatilor diferentiabile, in [C20] .
Acestea permit o abordare sistematica a teoriei twistor oferind, ast-
fel, o viziune unitara asupra variatelor constructii din cadrul acesteia.
Deasemenea,

e am construit noi structuri twistoriale naturale pentru varietatile rie-
manniene cu curbura constanta, de dimensiune cel putin patru, si am
demonstrat ca acestea sunt singurele spatii Weyl, de dimensiune cel putin

patru, pe care aceste constructii functioneaza [C15].
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e am obtinut o descriere geometrica detaliata a aplicatiilor twistori-
ale cu fibre unidimensionale definite pe spatii Weyl cvadridimensionale
Inzestrate cu structura aproape twistoriala neintegrabila [C20] .

e am introdus o notiune de aplicatie cuaternionica si am aratat ca
aceasta da morfismele naturale ale geometriei cuaternionice; de exemplu,
am demonstrat ca aplicatiile cuaternionice, de rang cel putin unu, se car-
acterizeaza prin faptul ca sunt twistoriale; am folosit apoi acest rezultat
pentru a descrie toate aplicatiile cuaternionice intre spatii proiective cu-
aternionice [C19].

ITI. Plasarea in contextul geometriei Weyl a studiului morfismelor ar-
monice §i initierea studiului proprietatilor twistoriale ale acestora ([C14],
[C17],[C20]). De exemplu, am obtinut urmatoarele rezultate.

e Orice morfism armonic cu fibre bidimensionale definit pe un spatiu
Einstein-Weyl cvadridimensional este twistorial [C14].

e Orice morfism armonic intre spatii Einstein—Weyl de dimensiuni pa-
tru si trei este twistorial [C14].

e Fie (M*, ¢, D) un spatiu Einstein-Weyl (cvadridimensional) pe care
pot fi definite local cinci foliatii bidimensionale distincte ce produc mor-
fisme armonice. Atunci, local, existd o structurd Hermitiand J pe (M*, c),
astfel incit DJ = 0, sau (M*, ¢) este (anti-)auto-duald si D este conexi-
unea Levi-Civita a unui reprezentant Einstein al lui ¢ [C14].

e Orice submersie orizontal conforma analitica pe o varietate conforma
(N3,cn), cu valori in (P? cp), se ‘extinde’, In mod unic, la un mor-
fism armonic definit pe ##-spatiul (M*, g) al lui (N3, cy), cu valori in
(P?,cp). Mai mult, in acest fel sunt obtinute toate morfismele armonice
pozitive cu fibre bidimensionale definite pe (M*, g) [C17].

IV. Introducerea notiunii de varietate (co-)CR cuaternionica. Este
binecunoscut faptul ca o varietate complexa induce, pe orice hipersupra-
fata a sa, o structura CR. Apare, in mod evident, intrebarea: dar in con-

textul geometriei cuaternionice, care este notiunea adecvata de structura
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CR cuaternionica? (Desigur, intrebarea se pune si pentru subvarietati de
codimensiuni mai mari.)

Dualizind, spre deosebire de cazul complex, distributia cuaternionica
generata de un cimp vectorial cuaternionic nu este neaparat integrabila.
Asadar, citul local al unei varietati cuaternionice, printr-un cimp vecto-
rial cuaternionic, nu este o varietate cuaternionica - dar, care este struc-
tura cit, astfel indusa? Mentionez ca, in mod clasic, se stia raspunsul
la aceasta intrebare pentru dimensiunea cea mai mica, anume patru:
structura cit, astfel indusa, este o structura Einstein—Weyl tridimen-
sionala. Aceasta ne conduce la o abordare dintr-o alta perspectiva a
acestei probleme: care este structura geometrica ce corespunde, prin in-
termediul teoriei twistor, varietatilor complexe inzestrate cu familii local
complete de sfere Riemann scufundate ai caror fibrati normali sunt pozi-
tivi? Notind cu O(1) dualul fibratului tautologic peste sfera, se cunogtea
raspunsul doar pentru O(2) si 2kO(1), anume, spatiile Einstein—Weyl
tridimensionale i, respectiv, varietatile cuaternionice, de dimensiune 4k ;
in particular, pentru k = 2 se obtin varietatile anti-auto-duale.

O structura aproape CR cuaternionica [C22] pe o varietate M este o
pereche (E, ), unde E este un fibrat vectorial cuaternionic peste M, iar
¢ este un morfism injectiv de fibrati vectoriali de la T'M la E astfel incit
vt (EJ) este o structura CR liniard pe Ty M, pentru fiecare structura
complex3 liniard admisibild J pe £, unde E/ = ker(J+i),iar 7 : Z — M
este proiectia fibratului structurilor complexe liniare admisibile pe F.

Fie (M, E,.) o varietate aproape CR cuaternionica. Presupunind E
inzestrat cu o conexiune compatibila V putem construi o structura aproape
CR pe Z, dupa cum urmeaza. Mai intii, fie B distributia complexa pe
7, caracterizata de faptul ca B este ridicarea orizontala, in raport cu
V, alui .7 (E’), pentru fiecare J € Z. Atunci C = B ® (kerdm)®! este
o structura aproape CR pe Z.
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Daca C este integrabila, spunem ca (M, E, ¢, V) este o varietate CR cu-
aternionica iar (Z,C) este spatiul twistor al sau [C22].

Referitor la integrabilitatea structurilor CR cuaternionice, in [C22] am
demonstrat urmatoarele pentru o structura aproape CR cuaternionica
(E, 1) §i o conexiune compatibila V pe E, cu R forma sa de curbura si
T = dV. torsiunea sa:

e (E,1,V) este integrabild daca si numai dacid T'(A*(T7M)) C E7 si
R(A*(T7M))(E7) C E’, pentru orice J € Z, unde T?M = .7 (E7).

In plus, notind rank £ = 4k, dim M = 4k — m , avem urmatoarele fapte,
care pentru k = m = 1 i m = 0 se reduc la rezultate clasice:

e dacd 2k —m = 1 atunci (F, ¢, V) este integrabila;

o daca 2k —m # 2 51 V este fara torsiune atunci (E, ¢, V) este inte-
grabila.

In cazul real-analitic se obtine o forma mai tare a integrabilitatii,
anume, realizabilitatea [C22]:

e orice varietate CR cuaternionica real-analitica (M, F,t, V) se scu-
funda, cu germen unic, intr-o varietate cuaternionica N astfel incit £ =
TN|yiar C =T ZN (T Zy)|pr , unde Zy este spatiul twistor al lui N.

Spunem atunci ca N este spatiul heaven al lui (M, E, ., V).

Cel mai simplu exemplu de varietate CR cuaternionica este dat de
spatiile vectoriale CR cuaternionice, introduse si clasificate in [C22] prin
intermediul unui functor covariant de la clasa acestora la clasa fibratilor
vectorial olomorfi strict negativi peste sfera. Dualizind, se obtin spatiile
vectoriale co-CR cuaternionice ce corespund, astfel, fibratilor vectoriali
olomorfi strict pozitivi peste sfera.

Mai mult [C23], acesti doi functori pot fi unificati intr-un functor ce
asociaza oricarei perechi (U, E), cu FE spatiu vectorial cuaternionic i
U C FE subspatiu real, un fascicol analitic coerent peste sfera struc-
turilor complexe liniare admisibile pe E. Aceasta conduce la clasificarea

subspatiilor reale ale spatiilor vectoriale cuaternionice. Urmeaza ca:
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e orice asemenea pereche (U, F) admite o descompunere unica (U, E) =
(U_,E_) x (U, E;) x (U, E,), unde (U_, E_) este CR cuaternionic,
(U, Ey) corespunde unui spatiu vectorial co-CR cuaternionic, iar fasci-
colul lui (Ui, E}) este de torsiune [C23] .

Procedind ca mai inainte, se obtine si clasa wvarietatilor co-CR cu-
aternionice ale caror spatii twistor sunt varietati complexe inzestrate cu
familii local complete de sfere scufundate; mai mult,

e daca Y este spatiul twistor al unei varietati co-CR cuaternionice M
atunci, pentru fiecare x € M, sfera twistor ¢, C Y corespunzatoare este
astfel incit fibratul sau normal se identifica, in mod natural, cu fibratul
vectorial olomorf al lui T, M (ca spatiu vectorial co-CR cuaternionic)
[C25].

Naturaletea teoriei varietatilor (co-)CR cuaternionice da o prima indi-
catie ca acestea exista din abundenta. Iata, alte trei clase de exemple,
unde n > 1:

e varietatea Grassmann Grj (n + 3,R) a subspatiilor vectoriale tridi-
mensionale orientate a lui R"*3 este o varietate CR cuaternionic al cirei
spatiu heaven este Grj (n+4,R) (un spatiu Wolf) [C25] (pentru n = 1 se
obtine S3, cu structura sa conforma, scufundata in S* privita ca varietate
anti-auto-duala);

e varietatea Gry(2n + 2,C), formata din acele ¢ € Gry(2n + 2,C)
care sunt izotrope fata de structura simplectica complexa liniara a lui
C?+2(= H"*!) | este o varietate CR cuaternionica al carei spatiu heaven
este Gra(2n + 2,C) [C25];

e fie () fibratul vectorial Riemannian orientat de rang trei al carui fi-
brat in sfere este spatiul twistor Z al unei varietati cuaternionice M ;
atunci SO(Q) este o varietate CR cuaternionica al carei spatiu heaven
este o binecunoscuta varietate hipercomplexa asociata lui M [C25] .

In plus, toate aceste trei clase de varietati sunt inzestrate, deasemenea,
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cu structuri co-CR cuaternionice naturale iar spatiile twistor corespun-
zatoare sunt Q,,1, Gro(2n+2, C) si, respectiv, CP' x Z, unde @Q,,4; este
hipercuadrica directiilor izotrope din C"*3 (privit drept complexificatul
lui R™™3) [C25] ; in particular, pentru orice n € N, hipersfera S este o
varietate co-CR cuaternionica al carei spatiu twistor este CP! x CP*+!
(pentru n = 0 se obtine S? cu structura sa Einstein-Weyl clasici).

V. Contributii la geometria complexda generalizata. In [C21], am in-
trodus o notiune adecvata de aplicatie olomorfa, intre varietati com-
plexe generalizate, bazindu-ne pe urmatoarele considerente. Orice struc-
tura complexa generalizata liniara determina o structura co-CR liniara
si o structura Poisson liniara, invariante in raport cu B-transformarile
liniare. In plus, structura complexa generalizata liniara este determinata
de aceste doua structuri, pina la B-transformari liniare. In concordanta,
o aplicatie intre varietati aproape complexe generalizate este olomorfa
(in sens generalizat) daca diferentiala sa este un morfism Poisson co-CR
liniar, in fiecare punct. Urmeaza ca, teorema Darboux generalizata poate
fi Intarita pentru a obtine:

e pe o multime deschisa si densa, orice aplicatie olomorfa intre varietati
complexe generalizate este, local si pina la B-transformari, produsul unei
aplicatii olomorfe (clasice) cu un morfism Poisson intre varietati simplec-
tice [C21].

Este evident ca exista doua moduri posibile de a forma produsul car-
tezian a doua varietati Kahler generalizate. Astfel, primul produs a doua
varietati Kahler (clasice) este tot o varietate Kahler, in timp ce al doilea
produs este Kédhler doar in sens generalizat (presupunind ca cei doi factori
au dimensiunea strict pozitiva). Am obtinut urméatoarea caracterizare a
varietatilor Kéhler generalizate astfel obtinute:

e orice varietate Kahler generalizata pentru care cele doua structuri
hermitiene asociate comuta este, local si pina la o unica B-transformare,

al doilea produs a doua varietati Kahler [C21].
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Deasemenea, in [C24], am initiat studiul varietatilor cuaternionice
generalizate prin clasificarea spatiilor vectoriale cuaternionice general-
izate gi prin evidentierea a doua clase naturale de asemenea varietati
(neclasice):

e Oricarui spatiu vectorial CR cuaternionic si oricarui spatiu vectorial
simplectic complex li se asociaza, in mod natural, cite un spatiu vecto-
rial cuaternionic generalizat. Mai mult, pina la o B-transformare liniara,
orice spatiu vectorial cuaternionic generalizat este un produs in care un
factor este dat de un spatiu vectorial CR cuaternionic, iar ceilalti factori
sunt dati de spatii vectoriale simplectice complexe; in plus, factorii sunt
unici pina la o reordonare [C24].

e Orice varietate simplectica complexa este inzestrata cu o structura
cuaternionica generalizata naturala; urmeaza ca, produsul oricarei va-
rietati simplectice complexe cu sfera Riemann este, in mod canonic, o
varietate complexa generalizata [C24].

e Spatiul heaven al oricarui spatiu Einstein—Weyl tridimensional este

Inzestrat cu o structura cuaternionica generalizata naturala [C24].



