MEMORIU DE ACTIVITATE

Laurentiu Leustean

1 Cercetari in proof mining

Actualul meu domeniu de cercetare este proof mining, o paradigma dezvoltata de Ulrich Kohlenbach in anii
'90, avand ca scop extragerea continutului finitar i combinatorial din demonstratii care folosesc principii
infinitare. Noua informatie obtinuta este atat de natura cantitativa, cum ar fi algoritmi si margini efective,
dar si de natura calitativd, cum ar fi uniformitati ale marginilor gi premize mai slabe. Aceasta directie de
cercetare igi are radécinile in programul lui Kreisel de desfasurare a demonstratiilor (unwinding of proofs),
initiat in anii ’50.

Recent, Terence Tao [91] a propus ca directie de cercetare analiza hard, bazata pe argumente finitare, in
locul argumentelor infinitare din analiza soft, avand ca inspiratie metodele folosite de el gi Green [37] pentru
a demonstra ca multimea numerelor prime contine progresii aritmetice de lungime finita arbitrara. Proof
mining ne permite si obtinem rezultate din analiza hard, dupa cum observa si Tao [91]: “There are rigorous
results from proof theory, such as Herbrand’s theorem, which can allow one to automatically convert certain
types of qualitative arguments into quantitative ones.

Aplicatiile proof mining constau in preprocesarea demonstratiei matematice originale astfel incat enuntul
teoremei si principalele concepte sa aiba forma logica potrivita, urmata de identificare pasilor cheie in
demonstratie, carora li se da o interpretare computationala. Ca rezultat obtinem demonstratii directe pen-
tru versiunile cantitative explicite ale rezultatelor originale, demonstratii matematice elementare, care nu
contin instrumente din logica. In contextul acestor aplicatii, metateoreme logice generale au fost obtinute
de Kohlenbach [52] 53] si Gerhardy si Kohlenbach [31], 82], avind urm&toarea forméa: dacad un anumit enunt
este demonstrat intr-un sistem formal asociat unei structuri matematice abstracte (de exemplu, spatii me-
trice, CAT(0), Hilbert sau W-hiperbolice, spatii Banach (uniform convexe)), atunci din demonstratie se pot
extrage margini efective uniforme. Importanta metateoremelor consta in faptul ca ele pot fi folosite pentru
a infera rezultate noi de existenta uniforma fara a fi necesara parcurgerea demonstratiei rezultatului initial.

In continuare prezint cercetarea proprie in domeniul proof mining.
1.1 Metateoreme logice pentru alte structuri

In [68] am demonstrat metateoreme logice pentru structuri importante din teoria geometricd a grupurilor,
cum ar fi spatiile hiperbolice definite de Gromov [39], R-arborii (introdusi de Tits [93]), precum si spatiile
UCW -hiperbolice. Spatiile W-hiperbolice au fost definite in [52] ca spatii metrice impreund cu o functie
de convexitate W : X x X x [0,1] — X care satisface proprietiti adecvate. Dupa cum am remarcat in [I],
spatiile Busemann [I7] sunt exact spatiile W-hiperbolice unic geodezice. Spatile UCW-hiperbolice sunt o
clasd de spatii W-hiperbolice uniform convexe introdusi si studiatd de mine in [69, [72] ca o generalizare
naturald a spatiilor Banach uniform convexe si a spatiilor CAT(0) (in particular a bilei Hilbert [36]).

De asemenea, impreund cu Kohlenbach [60] am obtinut metateoreme pentru spatiile Banach uniform
netede, structuri centrale in geometria spatiilor Banach.

1.2 O versiune cantitativa a teoremei ergodice de medie

Reamintesc formularea in spatii Hilbert a binecunoscutei teoreme ergodice de medie a lui von Neumann.

Teorema Fie H un spatiu Hilbert si U : H — H un operator unitar. Atunci pentru orice x € H, media
Cesaro x,, = %Z;:Ol U'z converge catre Priyyx, proiectia lui x pe multimea punctelor five ale lui U.

Daci X = (X,B,u,T) este un spatiu de probabilitate care pastreazi masura, H = L*(X) si U = Uz :



L?(X) — L?(X), f — foT este operatorul indus, media Cesaro pornind din f € L2?(X) devine media
ergodicd A, f = + S foTh.

Avigad, Gerhardy si Towsner [2] au ardtat ca nu putem obtine in general rate calculabile de convergenta.
In aceastd situatie, se considerd urmatoarea reformulare echivalenta a proprietatii lui (z,,) de a fi Cauchy:

VkeN Vg:N—-N3INeN Vi,je[N,N+gN)] (e —z| <27F).

Aceasta este cunoscutd in logicd ca fiind interpretarea no-counterezample [63), [64] a proprietatii Cauchy si
a fost popularizatii in ultimii ani sub numele de metastabilitate de Tao |91, 92]. In [92], Tao a generalizat
teorema ergodica de medie la transforméari multiple care pastreaza masura, demonstrand mai intai un rezul-
tat finitar exprimat in termeni de metastabilitate. Recent, Walsh [94] a folosit din nou metastabilitatea
pentru a obtine L?-convergenta mediilor ergodice polinomiale multiple asociate unor grupuri nilpotente de
transformari care pastreaza masura. Metateoremele logice arata ca pentru o larga clasa de demonstratii,
putem extrage o ratd de metastabilitate, adicd o margine superioara ®(e, g) pentru IN.

In [58] am demonstrat urméatoarea versiune cantitativa a teoremei ergodice de medie pentru spatii Banach

uniform convexe [6].

Teorema Fie X un spatiu Banach uniform conver cu modul de uniform convezitate n, T : X — X un
operator liniar nonexpansiv i b > 0. Atunci pentru orice x € X cu ||z| < b,

Ve >0Vg:N— N3N < ®(g,g,b,n) Vi, j € [N,N + g(N)] (||; — zj|| <e), unde

®(e,g,b,n) = M-h¥(1), cu M = PTGZ’], h(n) = 2(Mn+g(Mn)), ﬁ(n) = I?Sai(h(i)’ Y= 150 (%) si K = H-‘

Consecinte imediate ale teoremei sunt rezultatele obtinute de Avigad, Gerhardy si Towsner [2] pentru spatii
Hilbert gi de Tao [92] pentru un sistem dinamic finitar particular. Cu toate c& rezultatul nostru este semni-
ficativ mai general decét cel obtinut in [2], extragerea marginilor este considerabil mai ugoara si chiar mai
buna din punct de vedere numeric. Metoda noastra a fost folositd de Avigad si Towsner [4] pentru a analiza
teorema de structurd Furstenberg-Zimmer si de Avigad si Rute [3] pentru a calcula margini efective pentru
numarul de e-fluctuatii (i.e. perechi (4,7) cu i > j si ||z; — ;]| > €).

1.3 Rezultate efective in teoria ergodica neliniara

Wittmann [95] a demonstrat urméatorul rezultat.
Teorema Fie C' o mul{ime marginitda, convexd gi inchisd a unui spativ Hilbert X, T : C — C o functie
nonexpansivd gi (An)n>1 un gir in [0,1]. Presupunem cd (\,) satisface lim, oo Ay = 0, D07 (A1 — Ap| <
00 §i Y o Ap = 00. Pentru orice x,u € C, definim o =z, Tpt1 = App1u+ (1= Npy1) T2,

Atunci (x,,) converge citre Ppiyr)u.

Se poate vedea usor c& (x,) coincide cu media Cesaro atunci cadnd T este liniara i A, = n%rl Iteratia (x;,)
este cunoscuta ca iteratia Halpern, ea fiind introdusd de Halpern [41] pentru cazul particular u = 0.

1.3.1 Rate uniforme de asimptotic regularitate

Primul pas in demonstratia convergentei tari sau slabe a unei iteratii consta in a obtine asa numita reqularitate
asimptoticd si acest lucru se poate face intr-un cadru foarte general. Asimptotic regularitatea este un concept
foarte important, introdus de Browder gi Petryshyn in anii 60’ [I2] pentru iteratia Picard, dar care poate
fi definit in general pentru orice iteratie (x,) asociatd unei functii 7' pe un spatiu metric (X,d): (z,) este
asimptotic regulard dacd lim,_,o d(Zn, Tx,) = 0 pentru orice z € X. O ratd de convergentd a girului
(d(zy, Txy,)) catre 0 va fi numita ratd de asimptotic reqularitate.

Pentru iteratia Halpern am obtinut rate exponentiale de asimptotic regularitate in cazul spatiilor Ba-
nach [70] si al spatiilor W-hiperbolice [71]. Kohlenbach [54] a observat c& demonstratia din [70] poate fi
simplificata, obtinand ca urmare o rata patratica in spatii Banach. Pentru spatii CAT(0) am obtinut in [61]
un rezultat cantitativ de asimptotic regularitate pentru (\,,) general considerand in loc de Y7 | Apy1 = 00
conditia echivalenta Hzozl(l — Ant1) = 0. Ca un corolar imediat, se obtin din nou rate patratice. Metoda
folositd in [61] pentru spatii CAT(0) nu se poate aplica in cazul spatiilor CAT(k) (cu k > 0). Pentru aceste
spatii am calculat o ratd exponentiald de asimptotic regularitate in [75]. In [74] am extins acest rezultat la



familii finite de functii nonexpansive si la spatii (r, §)-convexe, introduse de noi ca o generalizare a spatiilor
metrice cu o bicombing geodezica convexa.

1.3.2 Rate uniforme de metastabilitate

In [60, 6T, [75] am demonstrat versiuni finitare, cu rate efective uniforme de metastabilitate pentru iteratia
Halpern, ale generalizarilor rezultatului lui Wittmann obtinute de Shioji si Takahashi [90] pentru spatii
cu normi uniform Géteaux diferentiabild, Saejung [89] pentru spatii CAT(0) si Piatek [84] pentru spatii
CAT(k) (cu k > 0). Aceste rezultate constituie o extensie semnificativd a contextului actual din proof
mining, deoarece demonstratiile din [89, [90] folosesc limite Banach, avand ca inspiratie articolul seminal
al lui Lorentz [77] in care a fost introdusd aproape-convergenta (almost convergence). Reich [86] a initiat
folosirea aproape-convergentei in teoria ergodicd neliniard, in timp ce Bruck si Reich [15] au aplicat pentru
prima data limitele Banach la studiul iteratiei Halpern.

Existenta limitelor Banach este demonstrata fie aplicand teorema Hahn-Banach spatiului £°°, fie via
ultralimite, in ambele cazuri fiind folositd axioma alegerii. In [60] am dezvoltat o metodi de a converti astfel
de demonstratii in unele elementare care nu se mai bazeaza pe limite Banach si pot fi analizate cu maginaria
logica existenta. Modul in care limitele Banach sunt folosite in aceste demonstratii pare a fi tipic pentru
alte rezultate din teoria ergodica neliniara. Prin urmare, metoda noastra poate fi folosita pentru a obtine
rezultate similare gi in acele cazuri.

1.4 Comportarea asimptotica a iteratiei Kransoselski-Mann

Fie X un spatiu Banach, C' C X o submultime convexa inchisa i T : C' — C' o functie nonexpansiva. Iteratia
Krasnoselski-Mann [62] [78, [38] pornind din = € C se definegte prin g =z, xp11 = (1 — A\p)zp + ATy,
unde (A,) este un gir din [0,1]. Unul din cele mai importante rezultate despre comportarea asimptotica a
iteratiei Krasnoselski-Mann este urmétoarea teoremd a lui Borwein, Reich gi Shafrir [7].

Teorema Presupunem cd Y . A, = 00 i cd limsup,, . A, < 1. Atunci pentru orice x € C, nlLIIOIO |z —
Tzl = re(T), unde ro(T) = inf{||lx — Tz| | x € C}.

O consecinta imediatd a teoremei Borwein-Reich-Shafrir este faptul ca (z,,) este asimptotic regulara daca C
este marginita, deoarece in acest caz ro(T) = 0.

In [56] am obtinut o versiune cantitativd a generalizarii teoremei Borwein-Reich-Shafrir la spatii W-
hiperbolice si functii directional nonexpansive, extinzand astfel rezultatele lui Kohlenbach [50, [5I] pentru
spatii normate gi functii nonexpansive. Principala aplicatie a rezultatului nostru este obtinerea unei rate
efective de asimptotic regularitate pentru C' méarginita si (\,,) satisficdnd ipotezele de mai sus. Aceastd
ratd este uniforma in functia 7', punctul initial = si multimea marginitd C (in sensul cd depinde numai de
o0 margine superioars a diametrului lui C). In particular, dacs (\,) este un sir in [1/K,1 — 1/K] pentru un
K e N, K > 2, rata de asimptotic regularitate este exponentiala.

Uniformitate in x € C pentru spatii Banach gi A, = X\ a fost pentru prima data obtinuta de Edelstein
si O'Brien [23]. Ulterior, Goebel si Kirk [34] au obtinut uniformitate in z si T pentru (\,) general. In
2000, Kirk [47] a reusit si demonstreze uniformitate in x,7 pentru spatii Banach si functii directional
nonexpansive numai pentru A,, = A. Niciunul din aceste articole nu calculeaza rate de asimptotic regularitate,
uniformitatile fiind obtinute folosind scufundari functional-teoretice. Kirk gi Martinez-Yanez [49, p.191]
mentioneaza explicit non-efectivitatea acestor rezultate gi afirma ca ”it seems unlikely that such estimates
would be easy to obtain in a general setting”. Nici macar existenta inefectiva a unei rate uniforme in C nu
era cunoscutd pentru (\,) general si In 1990, Goebel si Kirk conjecturau [35, p. 101] acest lucru ca fiind
“unlikely to be true”. Numai pentru spatii Banach si A,, = A, uniformitate cu privire la C' a fost obtinuta de
Baillon i Bruck [5], care in acest caz special au calculat o rata pétraticd optimald. Demonstratia lor este
foarte complicata, asistata de calculator gi numai pentru cazul A, = 1/2 o demonstratie matematica clasica
a fost dati de Bruck [14]. Intrebarile daci metodele folosite de Baillon si Bruck se pot extinde la giruri
generale (\,) sau la spatii geodezice sunt ldsate ca probleme deschise in [5] si nu au primit inca raspunsuri.
Asadar, singurele rate efective pentru giruri non-constante (\,,) sunt cele obtinute de noi in [56].

Aceste rezultate garanteaza doar o ratd exponentiald de asimptotic regularitate in cazul spatiilor C AT(0).
In [69] am aratat cd putem obtine totusi o ratd patraticd pentru aceste spatii, urménd insd o abordare
complet diferitd, inspiratd de rezultatul de asimptotic regularitate obtinut de Groetsch [38] pentru spatii



Banach uniform convexe. Metoda folosita de noi este de a calcula margini explicite in contextul general al
spatiilor UCW -hiperbolice, generalizand rezultate obtinute de Kohlenbach [51] si Kirk si Martinez-Yanez
[49]. O consecintd imediatd a rezultatului principal din [69] este

Teorema Fie X un spatiu CAT(0), C C X madrginitd convexd cu diametru de, T : C — C nonexpansivd
$i b > de. Presupunem cd A, = X € (0,1). Atunci (z,,) este asimptotic requlard gi pentru orice x € C,

2
Ve > 0Vn > ¥(e, b, \) <d(1’n,T$n) < 6), unde U(e,b,\) = [)\(11_ )\)—‘ . [4(1); b —‘ .

Versiunea noastrd cantitativd a teoremei Borwein-Reich-Shafrir este instrumentul cheie in [57], unde am
generalizat la (familii de) submul{imi convexe nemaérginite C' ale spatiilor W-hiperbolice rezultate obtinute
de Kirk si Espinola [24] [48] despre puncte fixe aproximative ale functiilor nonexpansive in spatii produs
(C x M)y, unde M este un spatiu metric gi C este o submultime convexa inchisd marginitd a unui spatiu
normat sau CAT(0). De asemenea, am definit notiunile de proprietate de punct fix aproximativ uniform si
proprietate de asimptotic reqularitate uniforma, cu ajutorul carora am dat un raspuns partial unei probleme
deschise a lui Kirk [48], Problem 27].

Functiile asimptotic nonexpansive au fost introduse de Goebel si Kirk [33]. In [59] am demonstrat o
teorema de punct fix pentru aceasta clasa de functii in spatii UCW -hiperbolice, generalizand teoremele
corespunzatoate pentru spatii Banach uniform convexe [33] si spatii CAT(0) [48]. De asemenea, am obtinut
rate efective de metastabilitate pentru asimptotic regularitatea iteratiei Krasnoselski-Mann, extinzand astfel
rezultatele din [55].

1.4.1 Rate de asimptotic regularitate pentru iteratii Ishikawa

Iteratia Ishikawa [43] este definita astfel: zo = x, zp41 = (1 — Ap)zpn + )\nT((l — Sp)Tn + snTmn), unde
(An), (8p) sunt giruri in [0, 1]. Considerand s,, = 0, obtinem iteratia Krasnoselski-Mann ca un caz special.
In [72, [73] am obtinut rate efective de asimptotic regularitate pentru iteratiile Ishikawa ale functiilor
nonexpansive pe submultimi convexe inchise in spatii UCW -hiperbolice. Aceste rezultate efective sunt noi
chiar i pentru spatii Banach uniform convexe. Ideea este de a combina metode folosite in [69] pentru iteratia
Krasnoselski-Mann cu cele folosite in [70] pentru iteratia Halpern. In [73] am aratat cd aceste rezultate sunt

garantate de o combinatie de metateoreme logice pentru sisteme clasice [52] si semi-intuitioniste [31].
1.4.2 Functii nonexpansive tari si iteratii Picard

Fie X un spatiu Banach i C C X o multime inchisa convexa. Functiile nonexpansive tari au fost definite de
Bruck [13] ca fiind acele aplicatii T : C'— X cu proprietatea ca |Tax — Ty|| < |[(1 —¢)(Tx — Ty) + t(x — y)||
pentru orice z,y € C'git > 0. In cazul spatiilor Hilbert, ele coincid cu functiile contractive tari, introduse
de Browder [I1]. Functiile nonexpansive tari joacd un rol foarte important in analiza neliniard si teoria
optimizarii datoritd corespondentei cu operatorii maximal monotoni, demonstrata de Minty [79].

In [1] am studiat aceste functii in diferite clase de spatii geodezice, cum ar fi spatiile UCW-hiperbolice,
spatiile Busemann si spatiile CAT(0). Am obtinut teoreme de punct fix gi rezultate despre comportarea
asimptotica a iteratiilor Picard ale acestor functii. Aplicand metode de proof mining am calculat o rata
efectiva de asimptotic regularitate pentru iteratia Picard in spatii UCW -hiperbolice, care este patratica in
cazul spatiilor CAT(0).

2 Alte directii de cercetare

2.1 Reprezentari prin fascicule ale BL-algebrelor

In 1998, Héjek [40] a introdus o logicd cu mai multe valori numitd Basic Logic (sau BL), cu ideea de a for-
maliza semantica indusa de o t-normé continué pe [0, 1]. Aceastd logica se dovedeste a fi un fragment comun
pentru trei logici cu mai multe valori importante: logica Lukasiewicz, logica Gddel si logica produs. Algebrele
Lindenbaum-Tarski pentru logica BL sunt structuri algebrice ordonate numite BL-algebre. Reprezentarile
prin fascicule ale BL-algebrelor au fost subiectul tezei mele de doctorat [66].

Intr-o serie de articole [80L 811 82], Mulvey a extins conceptele de regularitate completd gi compacitate
de la spatii topologice la spatii inelate, obtinand o extensie la inele Gelfand a dualitatii Gelfand. Inelele



Gelfand sunt caracterizate printr-o proprietate care poate fi formulata in termeni de algebra universala: orice
ideal prim este continut intr-un unic ideal maximal. BL-algebrele satisfac aceasta proprietate, prin urmare
problema obtinerii unor rezultate similare pentru aceste structuri este foarte naturala. In [22] am definit
si studiat fascicule compacte gi reprezentari compacte ale BL-algebrelor si am demonstrat echivalenta intre
categoria BL-algebrelor netriviale si categoria fasciculelor de BL-algebre compacte locale, extinzand astfel
rezultate obtinute pentru MV-algebre de Filipoiu gi Georgescu [25].

Reprezentarea prin produse Booleeene (slabe) este o reprezentare prin fascicule foarte importanta, intro-
dusi de Burris gi Werner [16], avand ca inspiratie fasciculele Booleene studiate in teoria inelelor de Pierce
[85] si Dauns si Hofmann [19]. In [21] am abordat urmatoarea problemi: fiind dati o clasi K de BL-algebre,
si se caracterizeze produsele Booleeene (slabe) de membri ai lui . Am dat caracteriziri pentru trei clase
foarte importante de BL-algebre: BL-lanturi, BL-algebre locale si BL-algebre perfecte.

Am introdus in [67] BL-algebrele Baer ca fiind acele BL-algebre cu proprietatea ca filtrele co-anulatoare
sunt generate de elemente centrale; aceastd definitie este similara cu cea a inelelor Baer [45]. Folosind tehnici
de teoria fasciculelor inspirate de constructiile lui Keimel pentru inele gi semigrupuri [46], am ar&tat c orice
BL-algebra A se poate scufunda intr-o BL-algebra Baer, obtinuta ca un produs Boolean de factori ai lui A.

2.2 Studiul structurilor reziduate

In [28] am studiat diverse clase de pseudo-BL algebre, generalizari necomutative ale BL-algebrelor definite
in [20). Am extins studiul nostru [29] la structuri reziduate necomutative mai generale, numite de noi
pseudo-hoops, studiate si de Bosbach in anii 60’ [§], [@] sub numele de semigrupuri complementare. Pseudo
BL-algebrele sunt clase particulare de pseudo-hoops.

Inspirati de teoria inelelor, am definit in [30] laticile reziduate maximale gi am demonstrat cd orice latice
reziduata maximala cu centru Boolean lifting este izomorfa cu un produs direct finit de latici reziduate locale.
Aceastd teorema de structurd corespunde teoremei pentru inele maximale demonstrata de Zelinsky [96], [10].
Rezultate similare au fost obtinute pentru latici distributive [27], MV-algebre [26] si BL-algebre [6G6].

2.3 Logici modale trivalente

In [65] am studiat logica propozitionali modald trivalents definits de Ostermann [83]. Am definit modele
canonice si filtrari pentru aceasta logica, cu ajutorul carora am obtinut proprietatea modelului finit pentru
cea mai mica logica trivalenta normala.

2.4 Software engineering automat

Aceste cercetari au fost initiate in anii 2002 si 2003, la NASA Ames Research Center. Subiectul lucrarilor
[76, [8]] a fost certificarea programelor pentru problema estimérii stirii in sisteme dinamice, o problema
importanta in industria spatiala. Metoda uzuald de a rezolva aceastd problema folosegte filtrele Kalman
[44] si variante ale acestora. Am implementat un certificator de optimalitate pentru filtre Kalman, folosind
Maude [18] si demonstratorul de teoreme ITP [42]. Intrarea certificatorului este un program care (sustine cé)
implementeaza un filtru Kalman impreuna cu o specificatie si un certificat sub forma de asertiuni si scripturi
cu demonstratii. La iesire, certificatorul ne spune dacé codul implementeazd corect problema specificata.
Am testat certificatorul nostru pe filtrul Kalman simplu, cel extins si pe filtrul de informattie (information
filter). Am facut de asemenea primii pagi in a combina tehnologia noastra de certificare cu AutoFilter, sistem
dezvoltat de cercetatorii de la NASA Ames.

In [87] am dezvoltat o metodologie de testare a teoriilor in care un demonstrator automat este folosit
pentru a verifica teste pozitive (ar trebui demonstrate) si negative (nu ar trebui demonstrate). Am aplicat
aceste tehnici la teorii din sistemul de sinteza a programelor AutoBayes, dezvoltat la NASA Ames, si am
detectat multe inconsistente ascunse, majoritatea dintre ele fiind chiar bug-uri ale lui AutoBayes.
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