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Introducere

Teza de doctorat este dedicata studiului domeniilor Riemann gi metricilor invariante la
aplicatiile biolomorfe.

Intrucat domeniile generice din spatiul complex n-dimensional C" nu au anvelopi de
olomorfie in C", problema prelungirii analitice a functiilor olomorfe, a condus in mod natu-
ral la definirea conceptului de domeniu Riemann peste C", o pereche (X, p), unde X este un
spatiu Hausdorftf, iar p : X — C" este o aplicatie local homeomorfa, studiul domeniilor Rie-
mann fiind initiat de citre matematicienii germani Hans Grauert si Reinholdt Remmert. In
aceasta lucrare domeniile Riemann sunt investigate in contextul cercetarii problemei Levi.
Problema Levi a fost formulata de cétre Ludwig Otto Blumenthal in anul 1912 si timp
de patru decenii a rdmas o problema deschisi, fiind solutionata complet de catre Kyoshi
Oka in anul 1953. Rezultatele lui K. Oka au servit drept impuls pentru o serie de studii
consacrate diverselor extinderi si generalizari ale problemei Levi. Importante contributii in
aceasta directie de cercetare au fost aduse si de scoala matematica romaneascd, in special,
prin lucrarile Profesorului Mihnea Coltoiu.

Un alt subiect abordat in aceasta teza il constituie metricile invariante la aplicatiile
biolomorfe, care gi-au gasit numeroase aplicatii in diverse directii de cercetare in analiza
complexa. Bazele teoriei functiilor normale de mai multe variabile complexe, definite in
termenii metricilor invariante, au fost puse la inceputul anilor 80 ai secolului trecut in
lucrarile lui Piotr Dovbus, Joseph Cima, Steven Krantz, Kyong Hahn, Ken-Ichi Funahashi.
Anumite subiecte legate de aplicatiile metricilor invariante la studiul functiilor normale sunt
examinate in aceasta lucrare.

Structura lucrarii. Teza de doctorat constd din Introducere, trei capitole si o lista

bibliografica cu 77 de titluri.
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Continutul lucrarii

In Capitolul I se studiazi problema despre proiectivitatea imaginii unui spatiu algebric
proiectiv printr-un morfism cu fibre echidimensionale.

Rezultatul principal al acestui capitol este continut in urméatoarea teorema.

Teorema 1.3 ([3]). Fie X si Y spatii complexe compacte reduse sip : X — Y o
aplicatie olomorfd surjectiva. Admitem ca X este algebric proiectiv, Y este normal si cd

toate fibrele lui p au aceeasi dimensiune. Atunci spatiul Y este algebric proiectiv.
Demonstratia acestui rezultat se bazeaza pe urmatoarele afirmatii.

Lema 1.1 ([3]). Fie P,,, spatiul proiectiv care parametrizeaza polinoamele omogene,
F e Clzo,...,2n), de gradul v si Z(F) :={[z0 : -+ : 2] € P" | F(20,...,2,) = 0} multimea
zerourior lut F' € P, ,,.
Daca C este o submultime analitica inchisa in P de dimensiune pozitiva dim C' > 1, atunci
multimea {F € P,,, | dim(Z(F)NC) = dim(C)} este o reuniune finita de subspatii liniare

din P, ,, de codimensiune cel pufin egald cu v + 1.

Teorema 1.2 ([3]). Fie n, k si d numere naturale nenule, n,k,d > 1. Atunci existd
un numar vy € 7, vy > 1 astfel incat pentru orice v € Z, v > 1y se poate gasi un polinom
omogen F € Clzg, 21, ..., 2,] cu proprietatea ca multimea Z(F) C P™ nu contine nici o

subvarietate din P" de dimensiune k si de gradul cel mult d.

Lema 1.2 ([3]). Fie X o submulfime analitica inchisa din P, Y un spatiu complex

compact redus st p : X — Y un morfism surjectiv. Pentru un punct y € Y fixat notam



fibra corespunzatoare cu X, = p~(y).
Daca dim X, = m notam cu Xém) totalitatea tuturor componentelor ireductibile ale lui X,
de dimensiune m. Daca pentru y € Y, fibrele X, ale lui p au toate aceeast dimensiune m,

atunci existd un numdr intreq d astfel itncdt deg ngm) < d pentru orice y € Y.

Al doilea capitol este dedicat studiului domeniilor Riemann. In sectiunea 2.1 sunt de-
scrise conceptele de domeniu Riemann neramificat, punct frontiera accesibil al unui dome-
niu Riemann, domeniu Riemann extins. Sunt expuse unele proprietati ale domeniilor
Riemann extinse care ulterior sunt aplicate la demonstratia rezultatelor din acest capitol.

Constructiile eclatatului spatiului C**! in origine si a eclatatului lui C**! de-a lungul
unui subspatiu liniar gi proprietitile principale ale lor sunt descrise in sectiunea 2.2. In
paragraful 2.3 este rezolvatd problema Levi pentru eclatatul lui C**™! de-a lungul unui
subspatiu liniar.

In lucrarea [12] Kyoshi Oka a rezolvat problema Levi, demonstrand ci un domeniu
Riemann neramificat (X, p) peste C™ este Stein dacd si numai daca functia — Indx(z) este
plurisubarmonicd pe X, unde dx(x) este functia distanta la frontierd pe X. O consecinti
importanta a rezultatelor lui K. Oka este faptul ca proprietatea unui domeniu Riemann X
de a fi Stein este o proprietate locald a frontierei lui X, din teorema lui K. Oka imediat
rezultand ca o submultime deschisd D C C" este Stein daca si numai daca ea este local
Stein.

Astfel, natural a aparut intrebarea, daca acest rezultat este valabil in cazul general al
unui spatiu Stein Y in loc de C".

F. Docquier i H. Grauert in [4] au ardtat cd daca (X,p) este un domeniu Riemann
neramificat peste o varietate Stein Y gi p : X — Y este un morfism Stein, atunci X este
Stein, de unde, in particular, rezulta ca orice submultime deschisd D local Stein a unei
varietati Stein este Stein.

Un alt rezultat, similar cu cel al lui K. Oka, pentru cazul spatiilor proiective complexe,
a fost obtinut de catre R. Fujita [6] si A. Takeuchi [13].

M. Coltoiu si C. Joita in lucrarea |2] au rezolvat problema Levi in cazul eclatatului si
anume au ardtat ca o submulfime deschisi local Stein a eclatatului lui C*™! in origine este
Stein atunci si numai atunci cand ea nu contine o submultime de forma U \ A, unde A este

divizorul exceptional al eclatatului si U este o vecinatate deschisa a lui A. Acest rezultat a



motivat investigarea problemei Levi in cazul eclatatului de-a lungul unui subspatiu liniar.
Fie L un subspatiu liniar k-dimensional al lui C"™! gi notdm cu X eclatatul lui C***
de-a lungul lui L, iar cu A divizorul exceptional al lui X, A = L x P**.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul.

Teorema 2.1 ([9]). O submultime deschisa local Stein D a eclatatului X este Stein
dacd si numai dacd nu este satisfacutd urmatoarea condiie (P): existd un punct ty in L

si 0 vecindtate deschisd U a lui ty x P astfel incdt U\ A este continutd in D.

Sectiunea 2.4 este dedicata problemei Levi pentru domeniile Riemann neramificate
peste eclatatul C"** al spatiului C**! in origine, anume stabilirii conditiilor suplimentare
pe care trebuie si le satisfaci un domeniu Riemann p : X — C"*!, cu p morfism Stein,
pentru ca el sa fie Stein.

Sa notam cu A = P" divizorul exceptional al eclatatului. Spunem ca un domeniu
Riemann p : X — C"! peste eclatatul C**! satisface conditia (Q) daca existd o multime
deschisd G C X si o vecindtate deschisd W a multimii exceptionale A astfel incat:

i) p |¢ este injectiva si

ii) p(G) D W\ A.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este continut in urmatoarea teorema.

Teorema 2.2 ([10]). Un domeniu Riemann neramificat p : X — C™, cu p morfism

Stein, este Stein daca si numai daca el nu satisface conditia (Q).

Unul din rezultatele pe care se bazeaza demonstratia acestei teoreme este urmatoarea

lema.

Lema 2.3 ([10]). Fie S C C", n > 2 o multime analitica de codimensiune cel putin
egala cu 2 gi fie p: X — C" un domeniu Riemann neramificat peste C" \ S. Presupunem
ca X este pseudoconvex in fiecare punct frontierd x care se proiecteazd in C" \ S. Atunci
X nu este Stein daca st numai dacd exista o submulfime deschisa conexa U C X si o
submultime deschisa conexda V- C C™ astfel tncdat VNS # 0 si aplicatia p |y: U — V' \ S

este biolomorfa.

In Capitolul IIT al lucrarii se studiazd unele probleme referitoare la teoria functiilor
normale de mai multe variabile complexe, care se definesc in termenii metricilor invariante

la aplicatiile biolomorfe.



In sectiunea 3.1 sunt descrise unele generaliziri ale metricii Poincaré, definiti pe dis-
cul unitate din planul complex, pentru cazul mai multor variabile complexe si anume
sunt expuse notiunile gi rezultatele de bazd referitoare la (semi)metrica Carathéodory,
(semi)metrica Kobayashi si (semi)metrica Bergman.

Problema despre existenta aplicatiei extremale pentru (semi)norma Kobayashi este dis-
cutata in sectiunea 3.3.

O atentie deosebita este acordata domeniilor marginite D C C" pentru care fiecare
punct frontierd este punct peak si se demonstreaza ca pentru fiecare punct p € D si toti
vectorii v € C™ existd o aplicatie extremald pentru (semi)norma Kobayashi Kp(p;v).

De asemenea, in aceasta sectiune, sunt trecute in revista un sir de rezultate importante,
ce vin sa confirme ca in spatiul complex C" sunt familii largi de domenii pentru care
exista aplicatiile extremale pentru seminorma Kobayashi. Pentru acest tip de domenii, in
sectiunea 3.4 este stabilit un criteriu de K—normalitate a aplicatiilor olomorfe. Pentru
prima data functiile —normale au fost definite de cétre J. Cima i S. Krantz in [1], care
au numit normale acele aplicatii olomorfe f : D C C* — C pentru care existd o constantd
C > 0 astfel incat pentru toate punctele p € D si toti vectorii tangenti v € T,,D se verifica
inegalitatea f*ds(p;v) < C - Kp(p;v), unde f*ds(p;v) este imaginea inversa a metricii
sferice prin aplicatia f, iar Kp(p;v) este seminorma Kobayasi pe D.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul criteriu de K-normalitate a
aplicatiei olomorfe.

Teorema 3.2 ([8]). Fie M o varietate complexa i Y un subspatiu complex relativ
compact al varietatic hermitiene N inzestratd cu metrica hermitiand dsy. O aplicatie olo-
morfa f: M — Y este K—normald pe varietatea complexa M atunci si numai atunct cdnd
este normala familia de aplicatiic F = {fog | g € E(M)}, unde E(M) este mulfimea
aplicatiilor extremale pentru seminorma Kobayashi.

Ca urmare, putem accepta urmaétoarea definitie a aplicatiei —normale.

Definitia 3.12. Fie M o varietate complexa si Y un subspatiu complex relativ compact
al varietatii hermitiene N. O aplicatie olomorfa f : M — Y se numeste X—normald daca
este normald familia de aplicatii F = {fog|g € E(M)}.

Remarcam, ca daca M este discul unitate din planul complex, atunci aceasta definitie
este echivalenta cu definitia clasicd a functiei normale introdusa de catre O. Lehto si

K. I. Virtanen in memoriul din Acta Mathematica [I1].



In sectiunea 3.5 se discuti problema despre existenta limitei K—admisibile a unei
aplicatii olomorfe f : D ¢ C* — C. Cu acest scop sunt prezentate notiunea de dome-
niu K—admisibil de deschidere o > 0 cu varful intr-un punct frontiera al unui domeniu
marginit din C" cu frontiera de clasa C? si notiunea de limitd K—admisibila a unei functii
f: D — C intr-un punct frontiers.

Pentru un domeniu mérginit D C C" cu frontiera de clasa C?, multimea

Ka(€) ={z € D |kp(z, N(§)) < a},

unde kp(z, N(£)) este distanta Kobayashi de la punctul z € D la segmentul N(§) normal
interior domeniului D in punctul £ € 0D, este numita domeniu K—admisibil de deschidere
a > 0 cu varful in punctul £ € 9D.

Despre o functie f : D — C se spune ci are limita K-admisibila [ € C in punctul
§ € 0D, daca pentru orice a > 0 si orice sir de puncte {z;}32, din K, (), convergent la
€, sirul corespunzator de valori ale functiei {f(z;) 321 converge la [ in metrica sferica si se
noteaza (K — lim f)(§) = 1.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este un criteriu de existentd a limitei K—admisibile
a unei functii meromorfe f pe un domeniu méarginit D din spatiul C", pentru care in fiecare
punct frontiera £ € 9D exista o functie peak, analog cu cel obtinut de catre P. Dovbug in

[5] pentru aplicatiile olomorfe pe domeniile strict pseudoconvexe din C".

Teorema 3.5 ([7]). Fie D C C" un domeniu marginit, astfel tncat fiecare punct din
frontiera lui este punct peak. Fie & € 0D un punct in care existd normala exterioard ve.
Daci functia meromorfa f € O(D,C) are limita radiald | € C in punctul &, atunci f are
limita K—admisibila | in & daca i numai dacd (K —lim Qr)(§) =0, unde

()

Qs(z) = sup
veCn\{0}

este derivata sferica mazima relativ la (semi)norma Kobayashi.
Demonstratia acestui criteriu se bazeaza pe urmatoarele leme.

Lema 3.4 ([7]). Fie D C C" un domeniu marginit din C" si & € 0D un punct frontierd
de peak. Fie h; : A — D, j = 1,2,... un sir de aplicatii olomorfe. Atunci pentru orice

numdr pozitiv e > 0 si pentru orice a > 0 se poate gasi un numar d > 0, astfel incdt daca



|h;(0) — €| < 6, atunci |h;(\) — €| < & pentru tofi X € dy, unde dy = {\ € A | p(0,\) < a}
este discul hiperbolic inchis de raza o centrat in 0.

Lema 3.5 ([7]). Fie D un domeniu marginit din spagiul C" astfel incdt fiecare punct
din frontiera lui este punct peak. Fie zy un punct interior, fizat arbitrar, al domeniului D.

Atunci pentru D putem construi o exhaustiune compactd

D= U B[z,

v=

unde B,(:)[Zo] ={z€ D | kp(z,z2) <v}, v=12... sunt bile tnchise centrate in z, de

raza v in metrica Kobayashi.



Bibliografie selectiva

[1] J. A. Cima, S. G. Krantz, The Lindeldf principle and normal functions of several
complex variables, Duke Math. J., 50 (1983), 303-328.

[2] M. Coltoiu, C. Joita, The Levi problem in the blow-up, Osaka J. Math., 47 (2010),
943-947.

[3] M. Coltoiu, N. Gasitoi, C. Joita, On the image of an algebraic projective space, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser I, 350 (2012), 239-241.

[4] F. Docquier, H. Grauert, Levisches Problem und Rungescher Satz fir Teilgebiete Stein-
scher Mannigfoltigkeiten. Math. Ann., 140 (1960), 94-123.

[5] P. V. Dovbush, On the existence of admissible limits of functions of several complex

variables, (Russian) Sibirsk. Mat. Zh., 28 (1987), 3, 73-77.

[6] R. Fujita, Domaines sans point critique intérieur sur ’espace projectif complexe, J.

Math. Soc. Japan, 15 (1963), 443-473.

[7] N. Gashitsoi, Criterion of the ezistence of K-admissible limits of holomorphic maps,
Buletinul A.§ a R.M., Matematica, n.3 (40) (2002), 46-52.

[8] N. Gashitsoi, On a criterion of normality for mappings, Buletinul Academiei de Stiinte
a Republicii Moldova. Matematica, n.2 48 (2005), 94-98.

[9] N. Gasitoi, The Levi problem in the blow-up along a linear subspace, to appear in
Math. Rep., 14 (64) (2012), n. 3.

[10] N. Gasitoi, The Levi problem for Riemann domains over the blow-up of C"™' at the
origin, submitted to Osaka J. Math.



[11] O. Lehto, K. I. Virtanen, Boundary behavior and normal meromorphic functions, Acta

Math., 97 (1957), 47-65.

[12] K. Oka, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables, IX. Domaines finis sans

point critique intérieur, Jap. J. Math., 23 (1953), 97-155.

[13] A. Takeuchi, Domaines pseudoconvezxes infinis et la métrique riemannienne dans un

espace projectif, J. Math. Soc. Japan, 16 (1964), 159-181.



