
ACADEMIA ROM�AN�A

INSTITUTUL DE MATEMATIC�A ½SIMION STOILOW�

Tez�a de doctorat
Rezumat

METRICI INVARIANTE �SI DOMENII RIEMANN

Coordonator �stiin�ti�c:
C.S.I Dr. Mihnea COL�TOIU

Doctorand:
Natalia GA�SI�TOI

Bucure�sti, 2012



Introducere

Teza de doctorat este dedicat�a studiului domeniilor Riemann �si metricilor invariante la
aplica�tiile biolomorfe.

�Intruc�at domeniile generice din spa�tiul complex n-dimensional Cn nu au anvelop�a de
olomor�e ��n Cn, problema prelungirii analitice a func�tiilor olomorfe, a condus ��n mod natu-
ral la de�nirea conceptului de domeniu Riemann peste Cn, o pereche (X, p), unde X este un
spa�tiu Hausdor�, iar p : X → Cn este o aplica�tie local homeomorf�a, studiul domeniilor Rie-
mann �ind ini�tiat de c�atre matematicienii germani Hans Grauert �si Reinholdt Remmert. �In
aceast�a lucrare domeniile Riemann sunt investigate ��n contextul cercet�arii problemei Levi.
Problema Levi a fost formulat�a de c�atre Ludwig Otto Blumenthal ��n anul 1912 �si timp
de patru decenii a r�amas o problem�a deschis�a, �ind solu�tionat�a complet de c�atre Kyoshi
Oka ��n anul 1953. Rezultatele lui K. Oka au servit drept impuls pentru o serie de studii
consacrate diverselor extinderi �si generaliz�ari ale problemei Levi. Importante contribu�tii ��n
aceast�a direc�tie de cercetare au fost aduse �si de �scoala matematic�a rom�aneasc�a, ��n special,
prin lucr�arile Profesorului Mihnea Col�toiu.

Un alt subiect abordat ��n aceast�a tez�a ��l constituie metricile invariante la aplica�tiile
biolomorfe, care �si-au g�asit numeroase aplica�tii ��n diverse direc�tii de cercetare ��n analiza
complex�a. Bazele teoriei func�tiilor normale de mai multe variabile complexe, de�nite ��n
termenii metricilor invariante, au fost puse la ��nceputul anilor 80 ai secolului trecut ��n
lucr�arile lui Piotr Dovbu�s, Joseph Cima, Steven Krantz, Kyong Hahn, Ken-Ichi Funahashi.
Anumite subiecte legate de aplica�tiile metricilor invariante la studiul func�tiilor normale sunt
examinate ��n aceast�a lucrare.

Structura lucr�arii. Teza de doctorat const�a din Introducere, trei capitole �si o list�a
bibliogra�c�a cu 77 de titluri.

Cuvinte de mul�tumire

Cu o profund�a recuno�stin�t�a��i adresez cele mai calde �si sincere mul�tumiri conduc�atorului
de doctorat, domnului Profesor Mihnea Col�toiu pentru sprijinul constant, ��ndrumare,
��ncurajare, ajutorul acordat �si numeroase discu�tii ��n decursul ultimilor ani.
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petent�a.

�Imi exprim recuno�stin�ta �si le aduc sincere mul�tumiri referen�tilor �stiin�ti�ci, Domnului
Profesor Mihai Tib�ar �si Domnului Profesor Constantin Costara pentru timpul �si efortul
alocat parcurgerii manuscrisului tezei de doctorat �si pentru observa�tiile constructive f�acute.

Adresez calde mul�tumiri conducerii Institutului de Matematic�a ½Simion Stoilow� al
Academiei Rom�ane pentru sus�tinerea �si sprijinul �nanciar de care am bene�ciat pe ��ntreg
parcursul stagiului doctoral.

Con�tinutul lucr�arii
�In Capitolul I se studiaz�a problema despre proiectivitatea imaginii unui spa�tiu algebric

proiectiv printr-un mor�sm cu �bre echidimensionale.
Rezultatul principal al acestui capitol este con�tinut ��n urm�atoarea teorem�a.
Teorema 1.3 ([3]). Fie X �si Y spa�tii complexe compacte reduse �si p : X → Y o

aplica�tie olomorf�a surjectiv�a. Admitem c�a X este algebric proiectiv, Y este normal �si c�a
toate �brele lui p au aceea�si dimensiune. Atunci spa�tiul Y este algebric proiectiv.

Demonstra�tia acestui rezultat se bazeaz�a pe urm�atoarele a�rma�tii.
Lema 1.1 ([3]). Fie Pν,n spa�tiul proiectiv care parametrizeaz�a polinoamele omogene,

F ∈ C[z0, . . . , zn], de gradul ν �si Z(F ) := {[z0 : · · · : zn] ∈ Pn | F (z0, . . . , zn) = 0} mul�timea
zerourilor lui F ∈ Pν,n.

Dac�a C este o submul�time analitic�a ��nchis�a ��n Pn de dimensiune pozitiv�a dim C ≥ 1, atunci
mul�timea {F ∈ Pν,n | dim(Z(F )∩C) = dim(C)} este o reuniune �nit�a de subspa�tii liniare
din Pν,n de codimensiune cel pu�tin egal�a cu ν + 1.

Teorema 1.2 ([3]). Fie n, k �si d numere naturale nenule, n, k, d ≥ 1. Atunci exist�a
un num�ar ν0 ∈ Z, ν0 ≥ 1 astfel ��nc�at pentru orice ν ∈ Z, ν ≥ ν0 se poate g�asi un polinom
omogen F ∈ C[z0, z1, . . . , zn] cu proprietatea c�a mul�timea Z(F ) ⊂ Pn nu con�tine nici o
subvarietate din Pn de dimensiune k �si de gradul cel mult d.

Lema 1.2 ([3]). Fie X o submul�time analitic�a ��nchis�a din Pn, Y un spa�tiu complex
compact redus �si p : X → Y un mor�sm surjectiv. Pentru un punct y ∈ Y �xat not�am

2



�bra corespunz�atoare cu Xy := p−1(y).
Dac�a dim Xy = m not�am cu X

(m)
y totalitatea tuturor componentelor ireductibile ale lui Xy

de dimensiune m. Dac�a pentru y ∈ Y, �brele Xy ale lui p au toate aceea�si dimensiune m,

atunci exist�a un num�ar ��ntreg d astfel ��nc�at deg X
(m)
y ≤ d pentru orice y ∈ Y.

Al doilea capitol este dedicat studiului domeniilor Riemann. �In sec�tiunea 2.1 sunt de-
scrise conceptele de domeniu Riemann nerami�cat, punct frontier�a accesibil al unui dome-
niu Riemann, domeniu Riemann extins. Sunt expuse unele propriet�a�ti ale domeniilor
Riemann extinse care ulterior sunt aplicate la demonstra�tia rezultatelor din acest capitol.

Construc�tiile eclatatului spa�tiului Cn+1 ��n origine �si a eclatatului lui Cn+1 de-a lungul
unui subspa�tiu liniar �si propriet�a�tile principale ale lor sunt descrise ��n sec�tiunea 2.2. �In
paragraful 2.3 este rezolvat�a problema Levi pentru eclatatul lui Cn+1 de-a lungul unui
subspa�tiu liniar.

�In lucrarea [12] Kyoshi Oka a rezolvat problema Levi, demonstr�and c�a un domeniu
Riemann nerami�cat (X, p) peste Cn este Stein dac�a �si numai dac�a func�tia − ln dX(x) este
plurisubarmonic�a pe X, unde dX(x) este func�tia distan�t�a la frontier�a pe X. O consecin�t�a
important�a a rezultatelor lui K. Oka este faptul c�a proprietatea unui domeniu Riemann X

de a � Stein este o proprietate local�a a frontierei lui X, din teorema lui K. Oka imediat
rezult�and c�a o submul�time deschis�a D ⊂ Cn este Stein dac�a �si numai dac�a ea este local
Stein.

Astfel, natural a ap�arut ��ntrebarea, dac�a acest rezultat este valabil ��n cazul general al
unui spa�tiu Stein Y ��n loc de Cn.

F. Docquier �si H. Grauert ��n [4] au ar�atat c�a dac�a (X, p) este un domeniu Riemann
nerami�cat peste o varietate Stein Y �si p : X → Y este un mor�sm Stein, atunci X este
Stein, de unde, ��n particular, rezult�a c�a orice submul�time deschis�a D local Stein a unei
variet�a�ti Stein este Stein.

Un alt rezultat, similar cu cel al lui K. Oka, pentru cazul spa�tiilor proiective complexe,
a fost ob�tinut de c�atre R. Fujita [6] �si A. Takeuchi [13].

M. Col�toiu �si C. Joi�ta ��n lucrarea [2] au rezolvat problema Levi ��n cazul eclatatului �si
anume au ar�atat c�a o submul�time deschis�a local Stein a eclatatului lui Cn+1 ��n origine este
Stein atunci �si numai atunci c�and ea nu con�tine o submul�time de forma U \A, unde A este
divizorul excep�tional al eclatatului �si U este o vecin�atate deschis�a a lui A. Acest rezultat a
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motivat investigarea problemei Levi ��n cazul eclatatului de-a lungul unui subspa�tiu liniar.
Fie L un subspa�tiu liniar k-dimensional al lui Cn+1 �si not�am cu X eclatatul lui Cn+1

de-a lungul lui L, iar cu A divizorul excep�tional al lui X, A = L× Pn−k.

Rezultatul principal al acestei sec�tiuni este urm�atorul.
Teorema 2.1 ([9]). O submul�time deschis�a local Stein D a eclatatului X este Stein

dac�a �si numai dac�a nu este satisf�acut�a urm�atoarea condi�tie (P ): exist�a un punct t0 ��n L

�si o vecin�atate deschis�a U a lui t0 × Pn−k astfel ��nc�at U \ A este con�tinut�a ��n D.

Sec�tiunea 2.4 este dedicat�a problemei Levi pentru domeniile Riemann nerami�cate
peste eclatatul C̃n+1 al spa�tiului Cn+1 ��n origine, anume stabilirii condi�tiilor suplimentare
pe care trebuie s�a le satisfac�a un domeniu Riemann p : X → C̃n+1, cu p mor�sm Stein,
pentru ca el s�a �e Stein.

S�a not�am cu A = Pn divizorul excep�tional al eclatatului. Spunem c�a un domeniu
Riemann p : X → C̃n+1 peste eclatatul C̃n+1 satisface condi�tia (Q) dac�a exist�a o mul�time
deschis�a G ⊂ X �si o vecin�atate deschis�a W a mul�timii excep�tionale A astfel ��nc�at:

i) p |G este injectiv�a �si
ii) p(G) ⊃ W \ A.

Rezultatul principal al acestei sec�tiuni este con�tinut ��n urm�atoarea teorem�a.
Teorema 2.2 ([10]). Un domeniu Riemann nerami�cat p : X → C̃n+1, cu p mor�sm

Stein, este Stein dac�a �si numai dac�a el nu satisface condi�tia (Q).

Unul din rezultatele pe care se bazeaz�a demonstra�tia acestei teoreme este urm�atoarea
lem�a.

Lema 2.3 ([10]). Fie S ⊂ Cn, n ≥ 2 o mul�time analitic�a de codimensiune cel pu�tin
egal�a cu 2 �si �e p : X → Cn un domeniu Riemann nerami�cat peste Cn \ S. Presupunem
c�a X este pseudoconvex ��n �ecare punct frontier�a x care se proiecteaz�a ��n Cn \ S. Atunci
X nu este Stein dac�a �si numai dac�a exist�a o submul�time deschis�a conex�a U ⊂ X �si o
submul�time deschis�a conex�a V ⊂ Cn astfel ��nc�at V ∩ S 6= ∅ �si aplica�tia p |U : U → V \ S

este biolomorf�a.

�In Capitolul III al lucr�arii se studiaz�a unele probleme referitoare la teoria func�tiilor
normale de mai multe variabile complexe, care se de�nesc ��n termenii metricilor invariante
la aplica�tiile biolomorfe.
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�In sec�tiunea 3.1 sunt descrise unele generaliz�ari ale metricii Poincar�e, de�nit�a pe dis-
cul unitate din planul complex, pentru cazul mai multor variabile complexe �si anume
sunt expuse no�tiunile �si rezultatele de baz�a referitoare la (semi)metrica Carath�eodory,
(semi)metrica Kobayashi �si (semi)metrica Bergman.

Problema despre existen�ta aplica�tiei extremale pentru (semi)norma Kobayashi este dis-
cutat�a ��n sec�tiunea 3.3.

O aten�tie deosebit�a este acordat�a domeniilor m�arginite D ⊂ Cn pentru care �ecare
punct frontier�a este punct peak �si se demonstreaz�a c�a pentru �ecare punct p ∈ D �si to�ti
vectorii v ∈ Cn exist�a o aplica�tie extremal�a pentru (semi)norma Kobayashi KD(p; v).

De asemenea, ��n aceast�a sec�tiune, sunt trecute ��n revist�a un �sir de rezultate importante,
ce vin s�a con�rme c�a ��n spa�tiul complex Cn sunt familii largi de domenii pentru care
exist�a aplica�tiile extremale pentru seminorma Kobayashi. Pentru acest tip de domenii, ��n
sec�tiunea 3.4 este stabilit un criteriu de K−normalitate a aplica�tiilor olomorfe. Pentru
prima dat�a func�tiile K−normale au fost de�nite de c�atre J. Cima �si S. Krantz ��n [1], care
au numit normale acele aplica�tii olomorfe f : D ⊂ Cn → C pentru care exist�a o constant�a
C > 0 astfel ��nc�at pentru toate punctele p ∈ D �si to�ti vectorii tangen�ti v ∈ TpD se veri�c�a
inegalitatea f ∗ds(p; v) ≤ C · KD(p; v), unde f ∗ds(p; v) este imaginea invers�a a metricii
sferice prin aplica�tia f, iar KD(p; v) este seminorma Kobayasi pe D.

Rezultatul principal al acestei sec�tiuni este urm�atorul criteriu de K�normalitate a
aplica�tiei olomorfe.

Teorema 3.2 ([8]). Fie M o varietate complex�a �si Y un subspa�tiu complex relativ
compact al variet�a�tii hermitiene N ��nzestrat�a cu metrica hermitian�a dsN . O aplica�tie olo-
morf�a f : M → Y este K�normal�a pe varietatea complex�a M atunci �si numai atunci c�and
este normal�a familia de aplica�tii F = {f ◦ g | g ∈ E(M)}, unde E(M) este mul�timea
aplica�tiilor extremale pentru seminorma Kobayashi.

Ca urmare, putem accepta urm�atoarea de�ni�tie a aplica�tiei K−normale.
De�ni�tia 3.12. Fie M o varietate complex�a �si Y un subspa�tiu complex relativ compact

al variet�a�tii hermitiene N. O aplica�tie olomorf�a f : M → Y se nume�ste K−normal�a dac�a
este normal�a familia de aplica�tii F = {f ◦ g | g ∈ E(M)}.

Remarc�am, c�a dac�a M este discul unitate din planul complex, atunci aceast�a de�ni�tie
este echivalent�a cu de�ni�tia clasic�a a func�tiei normale introdus�a de c�atre O. Lehto �si
K. I. Virtanen ��n memoriul din Acta Mathematica [11].
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�In sec�tiunea 3.5 se discut�a problema despre existen�ta limitei K−admisibile a unei
aplica�tii olomorfe f : D ⊂ Cn → C. Cu acest scop sunt prezentate no�tiunea de dome-
niu K�admisibil de deschidere α > 0 cu v�arful ��ntr-un punct frontier�a al unui domeniu
m�arginit din Cn cu frontiera de clasa C2 �si no�tiunea de limit�a K�admisibil�a a unei func�tii
f : D → C ��ntr-un punct frontier�a.

Pentru un domeniu m�arginit D ⊂ Cn cu frontiera de clasa C2, mul�timea

Kα(ξ) = {z ∈ D | kD(z, N(ξ)) < α},

unde kD(z, N(ξ)) este distan�ta Kobayashi de la punctul z ∈ D la segmentul N(ξ) normal
interior domeniului D ��n punctul ξ ∈ ∂D, este numit�a domeniu K�admisibil de deschidere
α > 0 cu v�arful ��n punctul ξ ∈ ∂D.

Despre o func�tie f : D → C se spune c�a are limita K�admisibil�a l ∈ C ��n punctul
ξ ∈ ∂D, dac�a pentru orice α > 0 �si orice �sir de puncte {zj}∞j=1 din Kα(ξ), convergent la
ξ, �sirul corespunz�ator de valori ale func�tiei {f(zj)}∞j=1 converge la l ��n metrica sferic�a �si se
noteaz�a (K − lim f)(ξ) = l.

Rezultatul principal al acestei sec�tiuni este un criteriu de existen�t�a a limiteiK�admisibile
a unei func�tii meromorfe f pe un domeniu m�arginit D din spa�tiul Cn, pentru care ��n �ecare
punct frontier�a ξ ∈ ∂D exist�a o func�tie peak, analog cu cel ob�tinut de c�atre P. Dovbu�s ��n
[5] pentru aplica�tiile olomorfe pe domeniile strict pseudoconvexe din Cn.

Teorema 3.5 ([7]). Fie D ⊂ Cn un domeniu m�arginit, astfel ��nc�at �ecare punct din
frontiera lui este punct peak. Fie ξ ∈ ∂D un punct ��n care exist�a normala exterioar�a νξ.

Dac�a func�tia meromorf�a f ∈ O(D, C) are limita radial�a l ∈ C ��n punctul ξ, atunci f are
limita K�admisibil�a l ��n ξ dac�a �si numai dac�a (K − lim Qf )(ξ) = 0, unde

Qf (z) = sup
v∈Cn\{0}

{
ds(f(z); f ′(z)v)

KB(z; v)

}
,

este derivata sferic�a maxim�a relativ la (semi)norma Kobayashi.
Demonstra�tia acestui criteriu se bazeaz�a pe urm�atoarele leme.
Lema 3.4 ([7]). Fie D ⊂ Cn un domeniu m�arginit din Cn �si ξ ∈ ∂D un punct frontier�a

de peak. Fie hj : ∆ → D, j = 1, 2, . . . un �sir de aplica�tii olomorfe. Atunci pentru orice
num�ar pozitiv ε > 0 �si pentru orice α > 0 se poate g�asi un num�ar δ > 0, astfel ��nc�at dac�a
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|hj(0)− ξ| < δ, atunci |hj(λ)− ξ| < ε pentru to�ti λ ∈ dα, unde dα = {λ ∈ ∆ | ρ(0, λ) ≤ α}
este discul hiperbolic ��nchis de raz�a α centrat ��n 0.

Lema 3.5 ([7]). Fie D un domeniu m�arginit din spa�tiul Cn astfel ��nc�at �ecare punct
din frontiera lui este punct peak. Fie z0 un punct interior, �xat arbitrar, al domeniului D.

Atunci pentru D putem construi o exhaustiune compact�a

D =
∞
∪

ν=1
B

(ν)
k [z0],

unde B
(ν)
k [z0] = {z ∈ D | kD(z, z0) ≤ ν}, ν = 1, 2, . . . sunt bile ��nchise centrate ��n z0 de

raz�a ν ��n metrica Kobayashi.
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