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CAPITOLUL 1

Inele henseliene

1. Definitia inelelor henseliene

Pentru un element a al unui inel local (A, M, K) vom nota cu @
imaginea sa in corpul rezidual. Daca F' este un polinom cu coeficienti
in A, vom nota cu F imaginea sa in inelul de polinoame cu coeficienti in
corpul rezidual al inelului, polinom obtinut prin reducerea coeficientilor
modulo idealul maximal.

DEFINITIE 1.1. Un inel local (A, M, K) se numeste henselian daca
indeplineste conditia:

(H) Daca F' € A[X] este un polinom unitar al carui redus F este
produsul a doua polinoame unitare g si h din K[X]| prime
intre ele, atunci exista polinoame unitare G, H € A[X] astfel
caG=g, H=hsi F=GH.

In notatiile conditiei (H), polinoamele G si H sunt prime intre
ele §i unic determinate. Faptul ca sunt coprime se obtine in mo-
dul urmator. Din A[X]/MA[X] ~ K[X] §i g, h coprime rezulta
(G,H)A[X]| + MA[X] = A[X]. Deoarece A[X]/(G,H) este A-modul
finit (generat de clasele puterilor lui X de grad strict mai mic decat
min(deg g,degh)), lema lui Nakayama implica (G, H)A[X]| = A[X].
Saobservam ca nu a fost utilizata informatia referitoare la produsul lui
G §i H, nu s-a folosit decat ca G, H sunt unitare gi au imaginile in
K[X] comaximale. Pentru a arata unicitatea lor, presupunem ca poli-
noamele unitare G', H' € A[X] au proprietitile F = G'H', G’ = g si
H' = h. Atunci G si H' sunt coprime, deci exista P, Q € A[X] astfel
cal= PG+ QH'. Rezulta H = PGH +QHH' = (PG'+ QH)H',
incat H' divide H. Analog se obtine ¢& H’ divide H. Intrucat ambele
sunt polinoame unitare de acelasi grad (gradul lui h), conchidem ca
H=H.

O alta observatie legata de polinoamele cu proprietatile specificate
in conditia (H): conform lemei chineze a resturilor, A-algebra libera si
finita B := A[X]/(F) este canonic izomorfa cu produsul A-algebrelor
A[X]/(G) st A[X]/(H), deoarece (F) = (G)N(H) ¢ (G)+(H) = A[X].
De fapt, are loc si reciproca:

LEMA 1.2. Fie (A, M, K) un inel local, F € A[X] unitar si B =
A[X]/(F). Daca B este produsul direct a doud A-algebre C' si D, atunci
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6 1. INELE HENSELIENE

erista G, H € A[X] unitare, coprime, al caror produs este F gi astfel
ca C ~ A[X]/(G), D~ A[X]/(H) ca A-algebre.

DEMONSTRATIE. Din B = C x D rezulta existenta in B a idempo-
tentilor ortogonali e si f de suma 1, pentru care C' ~ eB, D ~ fB ca
A-algebre. Evident, idealele eB si fB dau o descompunere de forma
B = eB @ fB. Notand cu x imaginea variabilei X in B, din faptul
ca orice element al lui eB este de forma eP(x) = eP(ex) pentru un
anumit polinom P din A[X] se deduce ca ex genereaza A-algebra eB.

Tensorizand cu corpul rezidual peste A, se obtine descompunerea
B = eB @ fB, in care sumanzii sunt K-spatii vectoriale finit dimen-
sionale (pentru ca B este o A-algebra libera si finita) si K-algebre
monogene, generate de ez si respectiv fZ. Fie s si t numere naturale

astfel cae, ez, . .. ,ﬁil (resp. f, fZ,..., f*~!) constituie baza pentru
K-spatiul vectorial €B (resp. fB). Conform lemei lui Nakayama, e,
ex,...,ex* ' f fx,..., fo'~! genereaza A-modulul liber B. Intrucat

s + t coincide cu gradul lui F', deci cu rangul lui B, acesti generatori
formeaza o baza. Tot din lema lui Nakayama se deduce ca e, ex, ...,
ex®*~! (vesp. f, fx,..., fx'™!) constituie o bazd pentru A-modulul eB
(resp. fB).

Se considera polinoamele unitare G, H € A[X] de grad s, resp. t,
astfel ca eG(x) = 0 si fH(z) = 0. Din G(z) = eG(z) + fG(z) =
fG(x) si H(z) = eH(z) rezulta G(z)H(x) = 0, astfel ca GH este
multiplu de F'. Cum F' si GH sunt polinoame unitare de acelasi grad,
ele coincid. Prin urmare, C ~ eB ~ A[X]|/(G), D ~ fB ~ A[X]/(H).
Rationamentul utilizat mai sus demonstreaza ca polinoamele G i H
sunt coprime.

L]

Rafinand descompunerea lui F' in K[X], se obtine F = f{* ... fér,

cu f; polinoame ireductibile unitare distincte din K[X] si 7, e; (i =
1,...,r) numere naturale nenule. Asadar,

B~ K[X]/(F) ~ [ KIX]/(f*).

unde fiecare K-algebra K[X]/(f:*) este locald, de ideal maximal gene-
rat de imaginea lui fj.
Pentru A inel henselian vor exista ridicari unitare Fy, ..., F, pentru
oo, fer) astfel ca F' = Fy--- F,.. Deoarece polinoamele F} gene-
reaza in A[X]| ideale doua cate doua comaximale, are loc descompune-

rea

B ~ [ AIX]/(Fo),
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cu fiecare A-algebra By := A[X]/(F}) locala (pentru ca reducerea sa
modulo M este locald). Vom arata ca aceasta proprietate este carac-
teristica pentru inelele henseliene.

Fie B o algebra finita peste un inel local (A, M, K). Atunci B este
inel semilocal (pentru ci B este inel artinian, fiind algebra finita peste

corpul rezidual K), ale carui ideale maximale Ny, ..., N, stau peste M.
Morfismul canonic
k=1

este injectiv. Se spune ca B este decompozabila daca morfismul (1)

este bijectiv. O conditie echivalenta este ca in B sa existe idempotenti

e1,...,e. ortogonali si de suma 1, astfel ca pentru fiecare k, 1 < k < r,

imaginea lui e, intr-un localizat By, este 1 sau 0, dupa cum j = k

sau j # k. Acesti idempotenti sunt unic determinati gi se numesc

idempotentii elementari ai A-algebrei finite si decompozabile B.
Notam ca morfismul

(2) B — [[ B,
k=1

dedus din (1) prin tensorizare cu K peste A este totdeauna bijectiv.
Afirmatia rezulta din teorema de structura pentru inele artiniene.

Rezultatul urmator furnizeaza caracterizari utile pentru algebrele fi-
nite si decompozabile. Vom nota cu Idem(B) multimea idempotentilor
A-algebrei B. Intrucat o imagine omomorfa de idempotent ramane
idempotent in algebra cosursa, orice morfism de A-algebre B — C'
induce o aplicatie de multimi Idem(B) — Idem(C)).

LEMA 1.3. Pentru (A, M, K) inel local si B o A-algebra finita,

urmatoarele conditic sunt echivalente:

(1) B este decompozabild.
(17) B este un produs direct finit de inele locale.

)
(ii) Aplicatia canonicd Idem(B) — Idem(B) este bijectivd.
(iv) Orice descompunere a lui B in produsul direct a doud K-
algebre se ridica la o descompunere a lui B in produsul a doua

A-algebre.

DEMONSTRATIE. Echivalenta primelor doua conditii rezulta din
descrierea idealelor dintr-un produs direct B = [],_, By: orice ideal
prim (resp. maximal) din B este de forma P; x [],_; By, cu P; ideal
prim (resp. maximal) al lui B;.

Pentru a demonstra echivalenta conditiilor (i) si (iii), vom folosi
observatia cu caracter general: aplicatia Idem(B) — Idem(B) este
totdeauna injectivi. Intr-adevir, dac e si f sunt idempotenti din Ba
cu diferenta d, un calcul direct arata ca d® = d, astfel ca d(1 —d?*) = 0.

Am notat, insa, ca extinsul lui M la algebra finita B este continut in
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radicalul Jacobson al lui B. Prin urmare, daca d apartine idealului
M B, atunci 1 — d? este element inversabil in B si rezulta d = 0.

Deoarece morfismele (1) i (2) pot fi inserate in diagrama comuta-
tiva cu morfismele verticale canonice,

B —— f[BNk
k=1

L
B —— [[Bw

rezulta ca B este decompozabila daca gi numai daca idempotentii ele-
mentari ai K-algebrei B se ridica in B. Demonstratia echivalentei
conditiilor (7) si (7i¢) se incheie cu observatia ca orice idempotent din
B este suma unor idempotenti elementari.

O

Putem acum demonstra o prima serie de conditii echivalente cu
henselianitatea.

PROPOZITIE 1.4. Pentru un inel local (A, M, K), urmdatoarele afir-
matii sunt echivalente:

(1) A este inel henselian.

(13) Orice A-algebra finita B este decompozabild.

(13i) Orice A-algebra finita si libera B este decompozabild.

(iv) Orice A-algebra finita de forma B = A[X|/(F), F € A[X]

unitar, este decompozabila.

DEMONSTRATIE. Echivalenta dintre henselianitatea inelului A si
conditia (iv) rezulta folosind lema 1.2 si observatiile ce o preced. Sin-
gura implicatie neevidenta este (i) = (ii).

Sa presupunem A inel henselian. Avand in vedere conditia (i7)
din lema precedenta, este suficient sa probam ca orice idempotent e
din B se ridica la un idempotent din B. Fie b o ridicare arbitrara a
lui e la B. Atunci A-algebra C' := A[b] este finitd, iar imaginea D
in B a K-algebrei finite C' contine pe e. Fiind inel artinian, C' este
decompozabila, astfel ci e se poate ridica la un idempotent f in D. Pe
de alta parte, C este decompozabila fiind catul unei A-algebre de forma
A[X]/(F), care este decompozabila in virtutea faptului, deja stabilit,
ca (1) = (iv). Prin urmare, f se ridica la un idempotent in C' C B.

DE VERIFICAT O

Folosind tranzitivitatea algebrelor finite, rezulta

COROLAR 1.5. Orice algebra finita peste un inel local henselian este
un produs direct finit de inele locale henseliene.



1. DEFINITIA INELELOR HENSELIENE 9

Am constatat relevanta idempotentilor unei algebre finite in stu-
diul henselianitatii. Sa examinam obstructia existenta in general la
ridicarea idempotentilor.

Fie B o algebra libera de rang finit peste un inel local A si by, ..., b,
o bazd a A-modulului B. Pentru ca un element e = > _7'_, aby, al lui B
sa fie idempotent, este necesar si suficient ca aq, ..., a, sa satisfaca un
sistem de ecuatii de forma F;( X, ..., X,) =0,1 < j <n, unde Fj sunt
polinoame de grad cel mult doi, unic determinate de tabla inmultirii
elementelor bq,...,b,. Fie

(3) = A[X,,... . X,)/(F....,F,).

Pentru orice A-algebra C', B ®4 C este C-algebra libera de baza
bi®1,...,b,®1. Asadar, e =Y ,_ by ® ¢, ¢ € C, va fi idempotent
in B®y C daca si numai daca Fj(ci,...,c,) =0, 1 < j < n. In
consecinta, asocierea Xy +— ¢, 1 < j < n, defineste unic morfism de
A-algebre u : EB — C.

Reciproc, fiind dat u €Homy_,,(EB, C), se noteaza zj, imaginea
variabilei X} in A-algebra EB si se gaseste e := Y, _, by @ u(xy,) idem-
potent in B ®4 C'. Se verifica usor ca astfel se obtine un izomorfism

(4) Idem(B ®4 C') — Homy_..(EB, C)

functorial in C. Altfel spus, functorul C' — Idem(B ®4 C) de la cate-
goria A-algebrelor in categoria multimilor este reprezentabil.

Proprietatea algebrei EB pusa in evidenta de rezultatul urmator
joaca un rol proeminent in studiul inelelor henseliene.

LEMA 1.6. A-algebra de prezentare finita EB este etala.

DEMONSTRATIE. Fie C' o A-algebra i J < C' un ideal de patrat
nul. A spune ca aplicatia canonica

Homy_n.(EB, C) — Homy_,(EB,C/J)
este bijectiva revine la a spune ca aplicatia
Idem(B ®4 C') — Idem(B ®4 (C/J))
este bijectiva, ceea ce rezulta din observatia urmatoare. 0

LEMA 1.7. Fie J un ideal de patrat nul intr-un inel C. Atunci
aplicatia canonica Idem(C) — Idem(C'/J) este bijectiva.

DEMONSTRATIE. Am constatat ca pentru orice e, f € Idem(C),
d := e — f coincide cu cubul sau. Daca d € J si J? = 0, atunci
d=0.In ipotezele lemei, aceasta inseamna ca aplicatia din enunt, este
injectiva. Pentru a proba surjectivitatea, se considera e € Idem(C'/.J)
si ¢ o ridicare a sa in C'. Vom determina h € J astfel ca h 4 ¢ sa
fie idempotent. Scriind conditia, se obtine h(1 —2¢) = ¢ — ¢ € J.
Demonstratia se incheie observand ca 1—2c este inversabil in C' intrucat
(1—2¢)(1+2c—12c* +8c%) =1—-16(c* —¢)? = 1. O
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Un alt exemplu de algebra etala ce va interveni semnificativ in cele
ce urmeaza este produs de urmatoarea constructie. Pentru R un inel
arbitrar i F' € R[X], se noteaza x imaginea variabilei X in R-algebra
R[X]/(F). Daca S C R|x] este un sistem multiplicativ inchis ce contine
F'(z) (unde F’ noteaza derivata polinomului considerat), atunci B :=
S~1Rl[x] este R-algebrii etali. Intr-adevir, pentru orice R-algebrs C' i
orice ideal J < C cu J? = 0, se considers diagrama comutativa

p

c/J

Existenta unui morfism v €Hompg_,,(B, C) ce ridica u, adica pen-
tru care u = pv, este echivalenta cu existenta unui element ¢ € C
cu proprietatile Fi(¢) = 0 si p(c¢) = w(i(x)). Pornind de la o ridi-
care arbitrara d a lui u(i(z)) la C, vom determina h € J astfel incat
¢ := d + h sa aiba ambele proprietati cerute. Dezvoltarea in serie
Taylor are forma F(d + h) = F(d) + hF'(d), pentru ca ceilalti ter-
meni, in care intervin puteri superioare ale lui A, sunt nuli. Cum
p(F'(d)) = F'(u(i(z))) = wu(i(F'(x))) este un element inversabil in
C/J (in virtutea ipotezei F'(x) € S), iar J este nilpotent, rezulta
ca F'(d) este inversabil in C. Putem obtine F(d + h) = 0 alegand
h=—F(d)F'(d)~! si aceasta este singura optiune, astfel ca este asigu-
ratd existenta gi unicitatea morfismului v : B — C' ce ridica u.

In contextul acestui exemplu, daca F' este un polinom unitar, iar
S = Rlx] \ @, pentru @ un ideal maximal ce nu contine F’(x), atunci
R-algebra B = S7'R[z] = (R[X]/(F)),, se numeste R-algebrd locald
standard.

Importanta acestor algebre este relevata de

Q

TEOREMA 1.8. (teorema de structurd a algebrelor local etale)
Fie (A, M, K) un inel local, B o A-algebra de prezentare finita si
Q) € Spec B un ideal prim ce sta peste M. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) B este etald peste A in Q (adica exista f € B\ Q astfel incat
By este A-algebra etala).

(17) Exista un polinom unitar F' € A[X] si un ideal mazimal N in
C = A[X]/(F) =: Alz] cu proprietatea ca F'(x) € N, iar Bg
st Cy sunt A-algebre izomorfe.

(17) D := Bg este un localizat al unei A-algebre finite intr-un ideal
mazximal, D este A-modul plat, iar D/M D este corp, extindere
finita si separabila a lui K.
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O A-algebra cu proprietatile enumerate in conditia (ii7) a acestei
teoreme se numeste A-algebra local etala. Daca in plus morfismul ca-
nonic intre corpurile reziduale K = A/M — D/M D este izomorfism,
D se numeste vecinatate local etala. Exista caracterizari asemanatoare
pentru vecinatati local etale:

TEOREMA 1.9. (teorema de structurd a vecindatatilor local etale)
Fie (A, M, K) un inel local, B o A-algebra de prezentare finita si Q) €
Spec B un ideal prim ce sta peste M. Atunci urmadatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) Ezista un polinom unitar F' € A[X] si un ideal mazimal N in
C := A[X]/(F) =: Alz] cu proprietatea ca x € N, F(0) € M,
F'(0) & M, iar By si Cy sunt A-algebre izomorfe.

(i) D := Bg este un localizat al unei A-algebre finite intr-un ideal

maximal, D este A-modul plat, iar morfismul canonic K —
D/MD este izomorfism.

Daca A este inel noetherian, aceste afirmatii sunt echivalente cu
(tv) D este un localizat al unei A-algebre finite intr-un ideal ma-

ximal, tar morfismul canonic A — D intre completatele in
topologiile radiciale este izomorfism.

DEMONSTRATIE. (i1i) = (iv) Deoarece B este o A-algebra plata,
iar A si B sunt inele locale, de fapt B este A-modul fidel plat, pentru
ca singurul ideal maximal din A nu  explodeaza” in B. Prin urmare,
morfismul canonic A — B este injectiv, iar M"B N A = M™ pentru
orice n > 1. Conditia ca A si B sa aiba corpurile reziduale izomorfe
inseamna ca A+ M B = B, de unde rezulta A+ M"™B = B pentru toti
n > 1. Asadar,

B/M"B = (A+ M"B)/M"B ~ A/(M"BN A) = A/M",¥n € N

si A~ B. Completarea lui B s-a facut in topologia radiciala pentru ca
M B este unicul ideal maximal al lui B.

(iv) = (7i7) Din faptul ca B este algebra finita peste inel noe-
therian rezulta ca B este inel noetherian. Fiind vorba de topologii
radiciale, B ~ A este A-modul fidel plat. Cum B~ A® 4 B (caci B
este A-modul finit generat), se obtine B-fidel plat ca A-modul.

Echivalenta conditiilor (i)—(éi7) este demonstrata, de pilda, in [26].

O

Importanta pe care o au vecinatatile local etale in studiul inelelor
henseliene este evidentiata de urmatoarele rezultate.

ProprozITIE 1.10. Fie (A, M, K) un inel local si B o A-algebra
finitd si liberd, iar B := B/MB. Pentru orice e € Idem(B) existd o
vecinatate local etala C' a lui A astfel incat e se ridica la un idempotent
f din B®4 C (altfel spus, exista f € Idem(B ®4 C) a cdrui imagine
in (B®asC)/M(B®aC)~B este e).
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DEMONSTRATIE. A da un idempotent e in B = B ®4 K este echi-
valent cu a da un morfism de A-algebre v : EB — K. Fie @) := ker u.
Deoarece EB/Q) ~ K, C := EBg este o vecinatate local etala a
lui A. Idempotentul f cautat corespunde morfismului de localizare

PROPOZITIE 1.11. Pentru un inel local (A, M, K), urmatoarele afir-
matii sunt echivalente:

(1) A este inel henselian.
(44) Orice polinom unitar F € A[X] a carui reducere F modulo M
are o raddcind simpld o in K (i.e., F(a) =0, F (o) #0), are
o radacing simpla a € A care ridicd « (adicd @ = «).
(13i) Orice vecindtate local etald a lui A este izomorfa cu A.

DEMONSTRATIE. (it) = (iii) Fie ' € A[X] un polinom unitar
cu F(0) € M, F'(0) € M, B := A[X]/(F), @ un ideal maximal in
B ce contine imaginea x a variabilei X In B si C' := Bg. Din (i)
rezulta ca F' are o radacina simpla a € M, incat F' = (X — a)G, cu
polinoamele X —a i G generand A[X]. Rezulta ca B este A-izomorfa cu
A x A[X]/(G), izomorfismul fiind dat prin asocierea H(z) — (H(a), H
(mod GA[X])). Din Q = MA[z] + zA[z] si G(z) = G(a) # 0 mod Q
rezulta G(x) € (). Localizand in () se obtine un izomorfism Bg ~ A
intrucat imaginea lui G(z) in A x A[X]/(G) este (G(a),0).

Implicatia (ii1) => (i) rezulta din propozitiile 1.4 si 1.10, iar (i) =
(17) este evidenta. O

TEOREMA 1.12. (criteriul iacobian de etalitate) Fie A un inel,
C=AXy,....X,], I <C, B:=C/I, Q € Spec B, iar P imaginea
reciproca a idealului Q) in C. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) B este o A-algebra etala in Q.

(i1) Ewzista f € C\ P, Fy,...,F, € I ale caror imagini in C;

genereaza idealul Iy, astfel ca

D::det(aFi> ¢ P.

0X;
Daca aceste conditii sunt satisfacute, war Gy, ...,G, € I, atunci ima-
ginile in Cp ale polinoamelor Gy, (k = 1,...,n) genereaza idealul Ip

daca i numai daca

0G;
det (an) ¢ P.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra doar (i) = (7), singura implica-
tie ce o vom folosi in continuare. Demonstratia reciprocei, mult mai
dificila, poate fi gasita in [26)].

Se observa ca putem sa ne reducem la cazul f = 1 (adica pentru
Fi, ..., F, generatori ai idealului I).
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Cazul f = 1. Notam d imaginea iacobianului in B. Conform
ipotezei, d ¢ (), deci este suficient sa probam ca By este o A-algebra
etala. Consideram o diagrama comutativa de tipul

A - C - B - B,
u
E D E/J

in care F este o A-algebra arbitrara, iar J < E este un ideal de patrat
nul. Existenta unui morfism de A-algebre v : By — E astfel ca pv = u
este echivalenta cu existenta a n elemente e, € FE cu proprietatile
Fi(e1,...,en) = 0,1 < j <mn,si D(ey,...,e,) inversabil in E. Fie
Z1,..., T, imaginile nedeterminatelor Xy,..., X, in £/J prin compu-
nerea morfismelor C — B — B, — E/J s x,...,x, € E ridicari
arbitrare ale lor. Vom determina hy, ..., h, € J astfel ca e; := z; + I,
1 < 7 < n, sa aiba proprietatile dorite. Dezvoltarea in serie Taylor are
forma

~~  OF
F; hi,....,x, + hy) = Fi(x1,..., 2, hie——(21,..., ).
(214 hay o @+ hy) = Fi(w,. o )+; i, (@)
Impunand anularea membrului stang se obtine pentru hq,...,h, un
sistem liniar, al carui determinant D(x1,...,x,) este inversabil in F
pentru ca imaginea sa in E/.J este inversabila.
DE TERMINAT CU EXPLICATII O
PROPOZITIE 1.13. Fie (A, M, K) un inel henselian, F' = (Fy, ..., F,)
polinoame in n nedeterminate X = (Xy,...,X,), cur <n. Fie J ia-

cobianul acestui sistem. Daca o € K™ este o solutie a sistemului F
st daca rangul tacobianulut J in o este maxim, atunci exista o solufie
a € A™ pentru sistemul F care ridica soluia «.

DEMONSTRATIE. Dupa o eventuala renumerotare, se poate presu-
pune nenul minorul (g)lz] (a))l <ij<r Completand sistemul F' cu poli-
noamele X, 1 — a,41,..., X, — ap, unde a;, r < j < n, sunt ridicari
arbitrare ale lui a;, r < j < n, putem presupune cd r = n si ca
determinantul matricii iacobiene J = ( g )‘2) este nenul in a.

Fie B = A[Xy,..., X,]/(Fi,...,F,). A spune ca sistemul F are
o solutie in K revine la a spune ca exista un morfism de A-algebre

u: B — K astfel incat diagrama

A B
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sa fie comutativa (morfismele nemarcate fiind cele canonice). Aplicand
criteriul iacobian, se conchide ca B este o vecinatate local etala in
@ = keru. Inelul A fiind henselian, din propozitia 1.11 rezulta ca
Bg ~ A ca A-algebre. Morfismul compus B — Bg ~ A furnizeaza
solutia a cautata. O

TEOREMA 1.14. (lema lui Hensel) Fie (A, M, K) un inel local hen-
selian, F' € A[X] al carui redus modulo M se descompune in produsul
a doud polinoame g, h € K[X]| coprime. Daca g este unitar, exista
polinoame G, H € A[X], cu G unitar, care ridicd g, respectiv h, si al
caror produs este F.

DEMONSTRATIE. Fie s si t gradul lui g si A, iar F' = ¢y + 1 X +
ot X" cue; € A(0<j<n) Cautam a;, b; € A, i =0,...,s,
j=0,...,t astfelcaa, =1, G := X5+ a1 X'+ +ag, H:=
by Xt +b, 1 X7 4 -+ by sa aiba proprietatile F = GH, G = g, H = h.
Efectuand calculele, se obtine un sistem de n + 1 ecuatii polinomiale

in n + 1 necunoscute
U, =1,

Y UV;—e=0,0<i<s, 0<j<t 0<k<n

j+i=k
Prin ipotezi, acest sistem are o solutie (a, 3) in K™*1. Un calcul direct
furnizeaza iacobianul sistemului J: transpusa matricii Sylvester pentru
rezultantul polinoamelor g, h. Cum acestea sunt coprime, rezultantul
lor este nenul in K, astfel ca J(«, 3) # 0. Se poate invoca rezultatul
precedent pentru a obtine solutia cautata in A. U

In analizd este cunoscutd metoda lui Newton de a obtine iterativ
o solutie a unei functii pornind de la o aproximatie a acestei solutii.
Analogul algebric este urmatorul.

TEOREMA 1.15. (lema lui Newton) Fie (A, M, K) un inel local hen-
selian, F = (F},..., F,) polinoame in n nedeterminate X = (Xq,...,
X,) (r < n) cu coeficienti din A si JJ matricea iacobiana asociatda. Daca
existd a € A™ astfel ca F(a) =0 (mod e*M), unde e este unul dintre
r X r-minorii matricii J(a), atunci exista b € A™ astfel ca F(b) =0 gi
a=b (mod eM).

DEMONSTRATIE. Ca in demonstratia anterioara ne reducem la ca-

zul r = n gi e = det J(a). Ipoteza permite sa rescriem dezvoltarea in
serie Taylor sub forma

F(a+eX) = F(a) + eJ(a)X + *G(X),

unde G = (G, ..., G,) sunt polinoame cu ordinul cel putin doi. Daca
notam cu J* adjuncta matricii J, aceasta verifica identitatile JJ* =
J*J = el, unde I este matricea unitate de tip n x n. Conform ipotezei,
exista u; € M astfel ca F(a) = €*u, cu u = (uy,...,u,). Prin urmare,

Fla+eX)=c*u+el(a)X +*G(X) =eJ(a)H(X),
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unde H(X) := J*(a)u+X+J*(a)G(X). Cum H(0) = 0, det (%(0)) -
1, din propozitia 1.13 rezulta ca sistemul H(X) = 0 are o solutie
h € MA™ Atunci b := a + eh este solutia cautata. O

In cazul noetherian, Renée Elkik a obtinut o generalizare substanti-
ala pentru Lema lui Newton, in care elimina restrictia ca numarul po-
linoamelor sa nu depaseasca numarul variabilelor.

TEOREMA 1.16. (Elkik) Fie (A, M, K) un inel local, noetherian i
henselian, f = (f1,..., fm) polinoame in variabilele Y = (Yi,...,Yn)
si I idealul generat de acestea in A[Y]. Daca g este un sistem de r
polinoame din I, se noteaza cu A, idealul generat de r X r-minori
matricii iacobiene (9g/dY) asociatd lui g. Fie E, := Ng((g) : 1),

Hy = /I+ Zg E,, unde suma se face dupa toate sistemele de r poli-

noame din I, r =1,...,N. Pentru orice ideal H al lui A[Y] continut
in Hy exista o functie d : N? — N cu proprietdtile:
a) d(s,c) > max{s,c} pentru orice s, c € N,
b) pentru orice j € AN astfel ca f(7) =0 (mod M=) si M* C
H (%) existd o solutiey € AN a lui f astfel cay =7 (mod M¢).

In notatiile din enuntul teoremei lui Elkik, multimea V(H ) coin-
cide cu multimea idealelor prime din Spec A[Y'] ce contin I i in care
morfismul A — A[Y]/I nu este neted. In termeni geometrici, de-
finegte singularitatea schemei Spec A[Y']/I peste Spec A. Demonstratia
se poate gasi in [17] sau [26].

2. Exemple de inele henseliene

Este evident din definitie ca orice corp este inel henselian. De fapt,
orice inel cu un singur ideal prim este henselian. Mai general, un inel lo-
cal este henselian daca gi numai daca redusul sau A,eq := A/nil(A) este
astfel. Necesitatea se poate stabili direct, iar suficienta este consecinta
faptului ca aplicatia canonica Idem A — Idem A/ este bijectiva pen-
tru orice nilideal I al inelului A.

Exemple substantiale de inele henseliene provin din geometria ana-
litica sau diferentiala. Se cunoagte urmatorul rezultat clasic din geo-
metria analitica:

TEOREMA 2.1. (teorema functiilor implicite, cazul analitic) Fie f; :

C™™ — C,i=1,...,n, functii de variabilele z1, ..., Zm, Wi, ..., Wy,

analitice intr-o vecinatate a unui punct (a,b) € C™ x C". Presupunem

ca fi(a,b) = 0, 1 = 1,...,n, gi det (gg;? (a, b)) ~ # 0. Atunci
J 1<i,j<n

existd si sunt unice functii g; : C" — C, 1 = 1,...,n, analitice intr-o

vecinatate a lui a, astfel incat pentru orice i =1,...,n, g;(a) = b; si

filzts ooy zmeg1(Z1, s 2m)y oy Gn(21, oo, 2m)) =0
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intr-o vecindtate a lui a € C™.

In notatiile si ipotezele acestui rezultat, notdm cu A inelul local al
germenilor de functii analitice definite intr-o vecinatate a originii din
C™. Idealul maximal M din A este format din germenii de functii ana-
litice care se anuleaza in origine. Functiile f; din enuntul teoremei pot
fi considerate ca elemente Fj(wq,...,w,) ale inelului A{w,...,w,} de
serii de puteri convergente intr-o vecinatate a originii din C". Teorema
arata ca daca F;(0) € M si det (8F2 (0)) este inversabil in A,

1<i,j<n
atunci sistemul Fy = 0,..., F, = 0 admite o solutie unica ¢,..., g,
din M.

O consecinta directa a teoremei functiilor implicite este

TEOREMA 2.2. (teorema de inversare locala) Fie K un corp valuat,
complet, nediscret,
opP

E" = t)e K"xK : P(x,t) := 2" AV =0,
{(z,t) € K"x (z,t) :=a"+) 0, —

i=1

—-(,t) #0}.

Atunci proiectia canonica w: E™ — K", (x,t) — x, este local home-
omorfism.

De aici rezulta o alta clasa de inele henseliene.

ProproOzZITIE 2.3. Fie K un corp valuat, complet, nediscret, X un
spatiu topologic, Ox fasciculul de functii continue definite pe deschisii
din X cu valori in K. Pentru orice v € X, inelul local A := Ox, este
henselian.

DEMONSTRATIE. Fie F =Y"+3 " | f;Y"* € A[Y]. Restrangand
X la o vecinatate convenabila a punctului z, se poate presupune ca
fi sunt definite pe X. Se considera functia ¢ : X — K" definita
prin z — (fi(z),..., fa(z)) si o radacind simpld o € K pentru F =
Y+ 3 fi(x)t" € K[Y]. In notatiile teoremei de inversare locald,
(fi(z),..., fu(z), ) € E", astfel ca existd o vecindtate deschisd V C
K™ a lui ¢(z) si o functie continua v : V' — K cu proprietatile:
u(o(r)) = « si pentru orice = (f1,...,0,) € V, u(f) este o radacina
simpld a polinomului Y™ + Y7 | 3;Y""". Cu alte cuvinte, germenele
functiei u¢ : ¢71(V) — K din A este o radicina a polinomului F,
radacina care evident ridica a. O

Analog se arata ca pentru K = R gi X o varietate diferentiabila de
clasa C", fibrele fasciculului structural (adica inelele locale de germeni
de functii diferentiabile de clasa C") sunt inele henseliene.

Alte exemple de inele henseliene se obtin dupa ce se studiaza sta-
bilitatea henselianitatii la operatiile uzuale din algebra comutativa.

PROPOZITIE 2.4. Fie (A;, u;j)icr un sistem inductiv filtrat la dreapta
de inele locale, cu morfismele de tranzitie locale, si A := lim A;.
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a) Inelul A este local, morfismele structurale A; — A sunt locale,
1ar corpul rezidual al lui A este limita inductiva a corpurilor reziduale
ale inelelor A;.

b) Daca A; este inel henselian pentru orice i € I, atunci A este
henselian.

DEMONSTRATIE. a) Reuniunea in A a imaginilor idealelor maxi-
male M; din A; prin morfismele structurale A; — A este ideal, notat
M. Orice element a din A care nu apartine lui M provine dintr-un ele-
ment al unui inel A; (pentru un indice 7 suficient de mare) care nu este
in idealul sau maximal M;, deci este inversabil in A;. Prin urmare a
este inversabil in A, incat M este unicul ideal maximal din A. In plus,
morfismele structurale A; — A sunt locale, iar corpul rezidual K al
inelului A este limita inductiva a corpurilor reziduale K; ale inelelor
A;.

b) Fie F' un polinom unitar cu coeficienti in A si al carui redus
modulo M are o radacina simpla o € K. Se considera 7 € [ suficient
de mare astfel ca F' sa fie imaginea unui polinom F; din A;[X], iar «
sa provina dintr-un element «; € K; care este radacina simpla pentru
redusul lui F; modulo M;. Inelul A, fiind henselian, exista o radacina
a; € A; pentru F; care ridica «;. Imaginea lui a; in A este o ridicare a
lui « si o radacina pentru F. ([l

PROPOZITIE 2.5. Fie A un inel local henselian st B o A-algebra
intreaga. Pentru orice Q) € Spec B, inelul B/Q este un inel local hen-
selian. Daca in plus ) este ideal mazimal, atunci Bg este o A-algebra
intreaga si inel henselian. In particular, orice cat nenul al unui inel
local henselian este henselian.

DEMONSTRATIE. Sa consideram B ca limita inductiva filtrata la
dreapta a A-subalgebrelor sale de tip finit: B = lim B;. Notand Q; =
Q N B; € SpecB;, avem B/Q = li_n>1BZ-/QZ-, iar pentru () maximal
rezulta ); € Max B; si Bg = hi)n(BZ)Q Cum fiecare B;/Q); este o
A-algebra finita si integra, din propozitia ?? rezulta ca B;/Q; este
inel local henselian. Conform propozitiei precedente, B/Q) este inel
henselian. In cazul cand Q) este ideal maximal, deoarece B; este o
algebra finita peste un inel local henselian, conform corolarului 1.5
este decompozabil. Prin urmare (B;)q, este inel henselian gi A-algebra
finita, incat By este o A-algebra intreaga si inel henselian conform
propozitiei 2.4. 0]

M. Nagata [24] arata cad oricarui inel local i se poate asocia o
,,anvelopa henseliana”. Preferdm sd expunem constructia imaginata
de Grothendieck EGA IV, bazata pe algebre etale.

Pentru demonstratia teoremei 2.11 sunt necesare ceva mai multe
cunostinte despre vecinatatile local etale ale inelelor locale.
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Pentru un inel local (4, M, K), vom nota Et(A) categoria ale carei
obiecte sunt A-algebrele local etale, morfismele acestei categorii fiind
morfismele locale intre obiectele respective. Conform teoremei de struc-
tura a algebrelor local etale, acestea se pot caracteriza in trei moduri:

(i) B = Cg, unde C este o A-algebra de prezentare finita, etala
in idealul prim @) ce sta peste idealul maximal din A;
(171) B = (A[X]/(F))Q, cu F' € A[X] unitar si @ ideal maximal
din Az] := A[X]/(F) ce nu contine clasa lui F’ modulo (F).
(7i1) B este un localizat al unei A-algebre finite intr-un ideal maxi-
mal, B este un A-modul plat, iar B/M B este un corp, extin-
dere finita si separabila a lui K.

lata cateva proprietati comune ale obiectelor si morfismelor din ca-
tegoria Ft(A).

PROPOZITIE 2.6. a) Daca B € Et(A) si C € Et(B), atunci C' €
Et(A).
b) Pentru orice By, By € Et(A) exista B € Et(A) si morfisme
locale By — B, By — B.

¢) Orice morfism din Et(A) este fidel plat.

DEMONSTRATIE. a) Fie B’ o A-algebra de prezentare finita, etala
in idealul sdu prim @ ce sta peste M, astfel ca B = By, iar C' o B-
algebra de prezentare finita, etala in idealul sau prim P ce sta peste
idealul maximal QBg, din B, astfel ca C' = C%. Punand S := B\ Q,
se observa ca C este de forma S~!C”, unde C” este o B’-algebra de
prezentare finit, deci si A-algebr de prezentare finiti. In plus C este
de forma C7, pentru un ideal prim I din C” ce sta peste M. Din
tranzitivitatea etalitatii (ce decurge direct din definitia sa) rezulta ca
C" este A-algebra etala, astfel ca C” este etala peste A in I.

b) Pornim de la reprezentarile B; = (C;)g,, ¢ = 1, 2, unde C; sunt
A-algebre de prezentare finita, iar @Q; € Spec C; sta peste M. Atunci
C = () ®4 C5 este A-algebra de prezentare finita (stabilitatea acestei
proprietati la schimbarea de baza si tranzitivitatea ei!). Vom arata ca
exista un ideal prim P in C' deasupra lui @ si a lui Qs. Inlocuind A,
resp. C4 si Cy, prin fibra sa iIn M, resp. @1 si (2, ne putem reduce
la cazul idealelor nule din corpuri. Cum produsul tensorial de spatii
vectoriale nenule este nenul, rezulta ca inelul C' este nenul, iar orice
ideal prim al sau sta peste idealele nule din C; si Cs.

Pentru urmatorul pas este suficient sa observam ca morfismele ca-
nonice B; — Cp induc un morfism u : By ® 4 By — Cp prin care
se factorizeaza morfismul canonic de localizare C — Cp. Rezulta ca
Cp ~ (By ®a By)u-1(p) este o A-algebra local etala cu proprietatile
dorite.

¢) Vom folosi observatia ca pentru B, C € Et(A) arbitrare, orice
morfism de A-algebre u : B — C este local. Intr-adevir, idealul
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maximal din B (si C) este unicul sau ideal prim care sta peste idealul
maximal din A, astfel ca

HomEt(A)(B, C) = HOII]A_alg(B, C) = Homc_alg(B XA C, C)

In particular, morfismul structural A — B fiind plat si local, este
fidel plat, deci injectiv. Proprietatea dorita este consecinta a rezul-
tatului urmator, mai general decat afirmatia strict necesara pentru a
demonstra platitudinea oricarui morfism din Et(A). O

PROPOZITIE 2.7. Fie B o A-algebra neta si de tip finit. Orice B-
modul E este sumand direct in B-modulul B& 4 E. In particular, daca
E este plat ca A-modul, el este plat si ca B-modul.

DEMONSTRATIE. O algebra de tip finit este neta daca si numai
dacd modulul de diferentiale (2,4 este nul. Se stie, de asemenea, ca
imaginile in (1,4 ale oricdrui sistem de generatori ai A-algebrei B
genereaza A-modulul diferentialelor. Rezulta ca in ipotezele de fata
Qpja = I/I?, cu I ideal de tip finit. Dar un ideal finit generat, egal
cu patratul sau, este generat de un element idempotent. Probam ca
nucleul I al morfismului diagonal m : B&®4 B — B ce duce b; ® by In
b1bs este generat de un element idempotent daca gi numai daca exista
t € B®a B ce anuleaza I si pentru care m(t) = 1.

Este evident ca daca I = (e), cue € Idem (B®4B), atuncit := 1—e
convine. Reciproc, pentru orice t astfel ca m(t) = 1, elementul e := 1—¢
este din 7, pentru ca m(e) = 1 — m(t) = 0. Conditia ¢t/ = 0 implica
te = 0, astfel ca e = €2, si ex = (1 — t)x = x pentru orice z € I, adica
I este ideal principal, generat de e. (]

Reamintim ca o A-algebra local etala B cu proprietatea ca morfis-
mul de structura A — B induce un izomorfism intre corpurile rezi-
duale K gi B/M B se numeste vecindtate local etald a lui A. Notam
cu Vet(A) subcategoria plina in Ft(A) formata din vecinatatile local
etale ale inelului A.

COROLAR 2.8. a) Daca B € Vet(A) si C € Vet(B), atunci C €
Vet(A).

b) Pentru orice By, By € Vet(A) exista B € Vet(A) si morfisme
locale By — B, By — B.

c¢) Orice morfism din Vet(A) este fidel plat.

DEMONSTRATIE. Mai trebuie doar sa observam ca in notatiile de
la b) avem

(B1 ®4 Bs)/(MB; ®4 By + B1 ©4 MBs) ~= (B1/MBy) @ (Ba/MBs)
0

PROPOZITIE 2.9. Intre doud vecindtdti local etale ale lui A existd
cel mult un morfism de A-algebre.
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DEMONSTRATIE. Am observat deja ca
Homvet(A)(B, C) = HOIIlA_alg(B, C) >~ Homc_alg(B Xa C, C)

Daca B, C € Vet(A) si u, v € B®4 C — C sunt doua retractii
ale morfismului structural C — B ®4 C, atunci ele induc modulo
M acelagi morfism, anume inversul morfismului canonic C/MC —
(B®aC)/M(B®aC). Notand f : C — C/MC surjectia canonica,
demonstratia se incheie aplicand rezultatul urmator. U

PROPOZITIE 2.10. Fie B o A-algebra neta si de tip finit, C' o A-
algebra nenula, f € Homa_ay(A,C), dar u, v € Homy_qq(B, A) (deci
retractii ale morfismului structural A — B). Daca Idem A = { 0,1},
atunci fu = fv implica u = v.

DEMONSTRATIE. Fie m : B®4 B — B morfismul diagonal (evi-
dent surjectiv) si w : B4 B — A morfismul de A-algebre definit prin
wb) = u(b)v(t'), b, b € B. Prin ipoteza avem fum = fom = fw.
In demonstratia propozitiei 7?7 am aratat existenta unui element e €
Idem(B ®4 B) ce genereaza I := kerm. Imaginea sa w(e) € Idem A
este fie nula, fie elementul unitate. Observam ca w(e) = 1 conduce la
contradictia 0 = fum(e) = fw(e) = 1. Prin urmare, w(e) = 0, astfel
ca w(l) =0, incat exista un morfism r : B — A pentru care w = rm.
Se gaseste r(b) = rm(1 ® b) = w(1l ® b) = v(b) si r(b) = u(b) pentru
orice b € B. O

Putem enunta acum teorema anuntata a lui Nagata, potrivit careia
oricarui inel local se poate asocia un | cel mai mic” inel henselian.

TEOREMA 2.11. Pentru orice inel local A exista un cuplu (;L iA),

format dintr-un inel local henselian A st un morfism local iy : A —
A, cu urmatoarea proprietate de universalitate: pentru orice inel local
henselian B i orice morfism local u : A — B, existd un unic morfism
local v : A — B astfel ca u = vig.

Cuplul (AV, z'A) se numeste henselizat al inelului local A. Putem

folosi articolul hotarat intrucat A este unic pana la un izomorfism de
A-algebre. Invocand proprietatea de universalitate pentru B corpul re-
zidual la inelului, se constata ca A si A au corpurile reziduale izomorfe.

In modul standard se asociazi fiecdrui morfism local u intre inele
locale A gi B un unic morfism local u intre henselizatele lor. Asocierea
A A, u — u este un functor covariant de la categoria inelelor
locale cu morfisme locale in subcategoria plina formata din inelele locale
henseliene, adjunct la stanga al functorului de incluziune.

DEMONSTRATIE. (Demonstratia teoremei 2.11) Ideea fundamen-
tala este a proba existenta unei multimi 7 i a unei familii de vecinatati
local etale (A;);e; cu proprietatea ca orice obiect din Vet(A) este A-
algebra izomorfa cu un membru al acestei familii. Mai exact, I consta
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din cuplurile (F, @), unde F' este un polinom unitar din A[X] cu pro-
prietatea ca F'(0) € M, F'(0) ¢ M, iar @ este un ideal maximal
din A[X]/(F') care contine clasa nedeterminatei X mod FA[X]|. Daca
i = (F,Q), atunci A; := (A[X]/(F))Q € Vet(A) conform teoremei de
structura pentru vecinatatile local etale. Din aceeagi teorema rezulta
ca orice B € Vet(A) este izomorf cu o A-algebra asociata in modul
indicat unui indice i = (F, Q).

Din propozitia 2.9 se deduce ca multimea [ este ordonata partial
de relatia

{ S ] — HomA—alg(Ai> A]) 7& ®7

iar corolarul 2.8 implica faptul ca aceastd ordine este filtrata la dreapta.
Se definegte A := lim A;. Morfismul ¢4 : A — A este obtinut ca limita
inductivi a morfismelor structurale A — A;. Conform propozitiei 2.4,
inelul A este local, de ideal maximal M si corp rezidual izomorf cu K,
iar 74 este morﬁsm local. B _

Probam henselianitatea lui A. Fie F' € A[X] unitar ce are o
radacina simpla in corpul rezidual K. Putem presupune, fara a pierde
din generalitate, ca aceastd radacina este nula, altfel spus, ca F' (0) €

M, F'(0 '(0) & M. Se alege un indice i si un polinom unitar F, din A; [X]
d1n care provine F. Polinomul F; satisface de asemenea conditiile
F;(0) € M;, F/(0) ¢ M;, unde M; = MA; este idealul maximal din
A;. In A;-algebra B := A;[X]/(F;) se noteaza cu x clasa nedetermi-
natei. Atunci idealul @) := M B + xB este maximal in B, astfel ca
Bg € Vet(A;), iar prin tranzitivitate (corolarul 2.8) By € Vet(A).
Prin urmare, exista j € I, ¢ < j, si un izomorfism de A-algebre intre
Bg si A;. Privit ca polinom cu coeficienti in A;, F; are o radacina in
M, anume imaginea lui z din B in Bg ~ A;, astfel ca F; are o radacina

in M .

Ramane sa aratam ca perechea (AV, i4) construita mai sus are pro-
prietatea de universalitate ceruta in enuntul teoremei lui Nagata. Fie
B un inel local henselian si v : A — B un morfism local. Vom de-
monstra ca u se prelungeste in mod unic la orice vecinatate local etala
alui A. Fiei = (F,Q) si 4; = (A[X]/(F))Q ca mai sus. Deoarece
B este henselian, F' admite o unica radacina « in idealul maximal al
lui B. Prin urmare, unicul morfism de A-algebre A[X| — B definit
de asocierea X — « se prelungeste in mod unic la un morfism local
u; : A; — B astfel incat diagrama

A ‘Ai

(\y'w
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este comutativa. Se verifica apoi ca morfismele (u;);c; sunt compatibile
cu morfismele de tranzitie A, — A;, i < j. Proprietatea de univer-
salitate a limitei inductive asigura existenta unui unic morfism local
v: A — B astfel ca u = vi4. O

COROLAR 2.12. Fie A un inel local si B € Vet(A). Atunci exista
un 1zomorfism canonic de A-algebre intre A st B.

PROPOZITIE 2.13. Fie (A;, u;j)ier un sistem inductiv filtrat la dreap-

ta de inele locale cu morfisme de tranzitie locale. Atunci (A;, U;;)ier este
un sistem inductiv de inele henseliene si exista un izomorfism canonic

(lim A;) "~ lim A,
— —

DEMONSTRATIE. Consecinta formala a propozitiei 2.4, a teoremei
2.11 si a proprietatii de universalitate a limitei inductive. 0

PROPOZITIE 2.14. Fie (A, M, K) un inel local, B 0o A-algebra intrea-
ga, N un ideal maximal din C := B QaA s1 Q := NNB. Atunci inelul
Cy este o Z-algebrci intreaga si un inel local henselian, izomorf cu
henselizatul inelului Bg.

DEMONSTRATIE. Primele doua afirmatii decurg din propozitia 2.5,
caci proprietatea de a fi algebra intreaga e stabila la schimbarea de
baza. Ultima parte a concluziei rezulta din proprietatea de universali-
tate a produsului tensorial i din izomorfismul C'ny ~ Bg®4 A pe care il

vom justifica in continuare. Este suficient sa probam ca inelul Bg ®4 A
este local, afirmatie ce rezulta din sirul de izomorfisme

(Bo@aA) @4 K ~Bo®4(A®aK) ~ Bo®4 K ~ By/MBg

si din faptul ca ultimul inel este local intrucat B este A-algebra intreaga.
O

Demonstratia acestui rezultat serveste pentru a justifica

COROLAR 2.15. Fie u: A — B un morfism local si intreg de inele
locale. Atunci B ® 4 A este inel local §i exista un izomorfism canonic
B~ B®uA. In particular, pentru orice ideal I al lui A, AJT ~ A/IA.

PROPOZITIE 2.16. Fie (A, M, K) henselizatul unui inel local (A, M, K).
Atunci:
a) Morfismul canonic iy : A — A este fidel plat si pentru orice
intreg n > 1 avem M"A =M™, N
b) Pentru orice ideal prim P din A, fibra A®R 4 k(P) este o k(P)-
algebra intreaga, ale carei localizate sunt extinderi algebrice $i
separabile ale corpului k(P).

DEMONSTRATIE. a) In notatiile demonstratiei teoremei 2.11, mor-
fismul i4 este limita inductiva a morfismelor locale si plate A — A;
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(cf. teorema de caracterizare a vecinatatilor local etale). Platitudinea
este pastrata de limita inductiva, astfel ca i4, fiind plat si local, este
fidel plat. Aceeasi teoremd de caracterizare a vecinatatilor local etale
implica M = M ,Z(, de unde se obtine prin inductie M nA = M" pentru

orice n > 1. ~
b) Deoarece A ®4 k(P) ~ hi)n(A, ®4 k(P)), afirmatia rezultd din
faptul ca fiecare inel A; ®4 k(P) este o k(P)-algebra finita ale carei
localizate sunt corpuri, extinderi finite si separabile ale corpului k(P).
O

COROLAR 2.17. Completatele unui inel local si ale henselizatului
sau in topologiile radiciale sunt canonic izomorfe.
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3. Transfer de proprietati

Dat fiind modul de constructie al henselizatului, pentru a studia
problematica enuntata in titlul sectiunii vom avea nevoie de informatii
suplimentare despre vecinatatile local etale ale unui inel local. incepem
cu precizarea structurii obiectelor din Et(A), atunci cand A este inel
normal.

PRrROPOZITIE 3.1. Fie A un inel local $i normal, de corp de fractii
L. Atunci orice A-algebra local etald B este de forma (A[X]/(F))Q,

unde F este un polinom unitar din A[X], ireductibil in L[X], iar Q
este un ideal mazimal din Alx] := A[X]/(F) care nu contine F'(z).

DEMONSTRATIE. Conform teoremei de structura, B este A-izomor-
fa cu o A-algebrd de forma (A[X]/(G)),, unde G € A[X] este unitar,
iar P este un ideal maximal din Afy] := A[X]/(G) care nu contine
G'(y). Descompunand G in factori ireductibili in L[X], cel putin unul
dintre acegtia se va anulain y. Fie G = FH, cu F';, H € L[ X]| unitare si
F ireductibil in L[X] astfel incat F(y) = 0. Deoarece A este domeniu
normal, F' i H au coeficientii in A. Relatia G'(y) = F'(y)H (y) arata
ca F'(y) ¢ P. Se considera in Alx] := A[X]/(F) idealul @ care sta
deasupra imaginii reciproce a lui P in A[X]. Se constata ca idealul Q
este maximal, unic determinat gi nu contine F'(x). Ramane sa aratam
ca algebra A[x]g este A-izomorfa cu B = Aly]p. Morfismul canonic
B — Alx]q este surjectiv si local, are ca sursa o A-algebra local
etala (deci neta) si de tip finit, iar cosursa este un A-modul plat prin
constructie. Conform propozitiei 2.7, A[z|g este B-modul plat, deci
morfismul local B — Alx] este fidel plat, in particular injectiv. [

Algebrele local etale sunt strans legate de algebre libere de forma
C := A[X]/(F), cu F un polinom unitar cu coeficienti in A. Daca
F are gradul n, iar z este clasa variabilei in C, atunci 1,z,...,2"!
formeaza o baza a A-modulului liber C'. Orice element ¢ € C' se scrie
in mod unic sub forma ¢ = Z?:_()l pi(c)x’, unde py, ..., pn,_1 constituie
baza canonica a dualului lui C, definita prin relatiile p;(z?) = 0 sau
1, dupa cum ¢ este diferit de j sau egal cu j (0 < 7,7 < n—1). Se
defineste o aplicatie Tre/q € Homy(C, A) prin

n—1
Treyale) = sz'(wi% ceC.
i=0

PROPOZITIE 3.2. (lema lui Tate) Fie A un inel (nu neaparat local),
F e A[X] unitar de grad n, C = A[X]|/(F) = Alx]. Fie ¢; € C,
i=01,....n—2, sic,.y =1 astfel ca F = (X — ) Z?:_OlciXi.
Atunci, pentru orice ¢ € C,

n—1
cF'(z) = Z Treyalee)z.
i=0
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DEMONSTRATIE. Vom demonstra identitatile
(5) pi(c) = pn_1(cc;), 0<i<n—1, ceC.

Deoarece aplicatiile p; sunt A-liniare, este suficient sa verificam ca pen-
tru toti intregii ¢, j cuprinsi Intre 0 si n— 1 avem p,_1(c;z’7) = d;;, unde
d;; este simbolul lui Kronecker.

Fie F =" ja; X", cua; € A, 0 <i <n,sia, =1 Dezvoltand
produsul (X — z) Z?:_Ol ¢; X, se obtin egalitatile ag + cor = 0, a;.1 +
cimr=c¢ (0<i<n-—1),¢_1 =1 Pentru0 < j < n— 2 rezulta
cit? = a2 + e a? L astfel ¢d p,_q(ca?) = pu_1(cip1a?™h), relatie
ce permite obtinerea relatiilor (5) prin inductie.

Concluzia doriti rezulti acum rapid din (5). Intai se obtine pentru
¢ element arbitrar al lui C

Troua(e) = Y pusfeei) = pus (F'(2)

astfel ca
n—1 n—1 n—1

cF'(z) = Zpi (cF'(z))a" = an—1 (ce;F'(z))a' = Z Treyalee;)x’.
i=0 i=0 i=0

O

PROPOZITIE 3.3. Orice algebra local etala B peste un inel local si
normal A este inel normal.

DEMONSTRATIE. Sa notam cu K corpul fractiilor lui A. Conform
Propozitiei 3.1, exista F' € A[X] unitar si ireductibil in K[X] astfel ca
B = (A[X]/(F))Q, pentru @ un ideal maximal in C' := A[X]/(F) =
Alz] care contine clasa lui X mod F. Rezulta ca C este domeniu
de integritate, de corp de fractii L = K[X]/(F). Aplicatia Tro/a se
extinde prin liniaritate la Try/x € Homg (L, K).

Fie t € L intreg peste B. Exista ¢ € C\ @ astfel incat ct este
intreg peste Alz], deci peste A (prin tranzitivitate). In notatiile din
lema lui Tate, elementele Try x(ctc;) (1 = 1,2,...,n — 1) sunt intregi
peste domeniul normal A conform [36, cap.1, 4.1], deci apartin acestuia.
Egalitatea din concluzia lemei lui Tate implica ctF'(z) € Alzx], astfel
cat € B, pentru ca ceilalti doi factori sunt inversabili in B. A rezultat
ca B este intreg inchis in corpul sau de fractii. O

PRrROPOZITIE 3.4. Orice algebra local etala B peste un inel local si
redus A este inel redus.

DEMONSTRATIE. Fie B = Cg, cu C = A[X]|/(F), F € A[X] uni-
tar, Q@ € Max C' astfel ca F'(z) € @, unde x este clasa lui X mod F.
Orice element nilpotent b din B provine dintr-un nilpotent ¢ € C. In
notatiile Propozitiei 3.2, cc; este element nilpotent in C' pentru orice ¢,
0 <i < n—1. Este suficient sa probam ca Treja(cc;) = 0, pentru ca
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atunci din lema lui Tate rezulta cF’(z) = 0 i, cum F'(z) este inversabil
in B, se obtine b = 0.

Pentru orice ideal prim P din A, imaginea lui c¢; in fibra C® 4 k(P)
este nilpotenta, deci are urma nula in corpul k(P). Aceasta inseamna
ca Trea(cc;) € P pentru toti P € Spec A, astfel ca Troya(ce;) este
element nilpotent al inelului redus A. Rezulta Tre/a(ce;) = 0 pentru
fiecare i =1,...,n — 1. O

TEOREMA 3.5. Fie A un inel local si A henselizatul sau.

a) A este inel noetherian daca si numai daca A este noetherian.
In acest caz, pentru orice ideal prim P din A, fibra Z@A k(P) este
un produs finit de corpuri, extinderi algebrice si separabile ale corpului
k(P).

b) Dacd A este inel noetherian, atunci dim A = dim A.

c) A este inel redus (resp. normal, requlat, sau de valuare discretd)
atunci $1 numai atunci cand A este astfel.

DEMONSTRATIE. a) Daca A este noetherian, la fel este si A pen-
tru ca noetherianitatea coboara prin morfisme fidel plate (contractia
extensiei oricarui ideal din A coincide cu idealul considerat). Reciproc,
presupunem A inel noetherian. Am constatat (c¢f. corolar 2.17) ca ine-
lul si henselizatul sau au acelasi completat in topologiile radiciale. In
plus, A este limita inductiva de inele locale noetheriene, care sunt se-
parate 1n topologia radiciala, astfel ca A este separat, Incat morfismul
de completare A — A este injectiv. Deoarece A este inel noetherian,
este suficient sa aratam ca pentru orice ideal finit generat I din A avem
IANA=1. ~

Cum evident [ este continut in contractia extensiei sale la A, probam

incluziunea contrara. Fie ay, ..., a, un sistem de generatori ai idealului
I'size ITANA. Se gaseste B € Vet(A) care contine x §i toate ele-
mentele a;. Notam J := (aq,...,a,)B. Intrucat B este un inel local,

noetherian, al carui completat in topologia radiciala (de pe A sau B)
este izomorf cu A (cf. corolar 2.12), se deduce ci A este B-modul fidel
plat, astfel ca JANB=J. Cum JANB=IANB contine x, rezulta
ca x apartine lui J. Prin urmare, z € I.

Ultima afirmatie se obtine din propozitia 2.16, folosind faptul ca
A ®4 k(P) este inel noetherian si de dimensiune zero (fiind o algebri
intreaga peste corpul k(P)), deci inel artinian.

b) Deoarece A este o A-algebra fidel plata, iar A si henselizatul sau
sunt inele noetheriene, se poate aplica formula dimensiunilor dim A=
dim A + dim (A ®a K ) unde K este corpul rezidual al lui A. Dar am
observat ca A si A au acelasi corp rezidual, incat Ao, K ~ K are
dimensiunea Krull nula.
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¢) Faptul ca henselizatul unui inel local gi redus (sau normal) este
redus (normal) rezulta din propozitia 3.4 (resp. 3.3), intrucat o limita
inductiva de inele locale gi reduse (normale) este un inel local si redus
(normal). Reciproc, daca A este redus, la fel este si subinelul sau A, iar
normalitatea coboara prin morfisme fidel plate (cf. [36, cap.IV, 5.8]).

Afirmatia referitoare la regularitate rezulta din faptul ca A si A sunt
simultan inele noetheriene, coroborat cu [36, cap.VIII, 1.14 i 1.16]. In
fine, inel de valuare discreta inseamna inel local, regulat, de dimensiune
unu. U

COROLAR 3.6. Orice inel local gi henselian (A, M, K) este o limita
mductiva de inele locale, henseliene si noetheriene.

DEMONSTRATIE. Fie (A;);e; familia subinelelor lui A de tip finit
peste Z si M; == M N A;, © € I. Cum aceasta familie este filtrata la
dreapta prin incluziune, pentru A; C A, se obtine prin localizare un
morfism local (A;)a;, — (A;)n;. Propozitia 2.13 implica

A=A = (lim(A) )= lim((A)ar,)~

—

U

Ca o prima aplicatie a henselizarii, aratam cum se obtin informatii
despre idealele maximale ale normalizatului unui inel local fara a de-
termina efectiv acest normalizat.

LEMA 3.7. Fie A un inel local henselian si B o A-algebra intreaga.
Daca B este inel normal, atunci asocierea N — ker(B — By) de-
fineste o corespondenta bijectiva intre idealele maximale si cele mini-
male din B.

DEMONSTRATIE. By fiind inel local gi normal, este domeniu de in-
tegritate, incat IV contine un singur ideal prim minimal, anume nucleul
morfismului de localizare. Asadar, corespondenta este bine definita. Pe
de alta parte, Propozitia 2.5 asigura ca orice () € Min B este continut
intr-un singur ideal maximal al lui B. U

TEOREMA 3.8. Fie (A, M, K) un inel local si integru, L corpul sau
de fractii $i B inchiderea intreaga a lui A in L. Atunci:

a) Pentru orice Q € Max B, morfismul A—s Bg este intreg, iar
nucleul sau este un ideal prim minimal din A.

b) Asocierea @) — ker (A — BQ) defineste o corespondenta bijec-

tiva intre Max B si Min A.

DEMONSTRATIE. Observam pentru inceput ca morfismul canonic
B — B ®4 A stabilegte o bijectie intre Max B si Max (B ®4 ﬁ)
Intr-adevir, deoarece morfismul canonic A —> B este Intreg si induce
prin schimbare de baza morfismul intreg A— B®g A exista bijectii
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Max B =~ Spec(B ®a K), MaX(B ®a /T) ~ Spec <(B ®a Z) ®gK).
Dar _ _
(BoaA)@;K~B®s(A®;K)~B®aK.

Fie @ € Max B gi N unicul ideal maximal din B ®4 A A care sta
peste Q. Am stabilit in propozitia 2.14 ca (B ®4 A) o~ BQ, ceea ce,
impreuna cu teorema 3.5, implica normalitatea inelului (B R4 /T)
Cum asocierea () — N mduce o _aplicatie bijectiva intre Max B si
MaX(B ®a A) inseamna ca B ®4 A este inel normal. Atunci din lema
precedenta rezulta ca asocierea () — ker (B Q4 A — B\é) defineste o
corespondenta bijectiva intre Max B si Min(B &4 AV)

Pe de alta parte, deoarece L este corpul de fractii al inelului B,
existd un izomorfism L ®4 A ~ L ®p (B ®4 A). Cum elementele
nenule din B réméan nondivizori ai lui zero in B @4 A (pentru ca mor-
fismul B — B ®4 A este fidel “plat), din lema 3.9 de mai jos rezulta
ca asocierea () — Q N (B ®4 A) stabileste o bijectie intre multimile
Mm(L ®p (B ®4 A)) si Mm(B ®a A) Analog se stabileste o bljecgle
intre Min(L ®4 A) si Min A. In consecintd, asocierea @ — QN A

definegte o corespondenta bijectiva intre Min(B ® 4 A) si Min A, iar
aplicatia

Q|—>ker(/~l—> B:g) :gﬂker(B®Ag—>§é)
stabileste o bijectie intre Max B si Min A. O

LEMA 3.9. Fie A un inel (nu neapdarat local) si S un sistem mul-
tiplicativ inchis format din nondivizori ai lui zero. Atunci asocierea

Q — QN A stabileste o bijectie intre Min(S™*A) si Min A.

DEMONSTRATIE. Se stie ca asocierea considerata stabileste o bijec-
tie intre Spec S~ A si idealele prime din A ce nu intersecteaza multimea
S, bijectie ce pastreaza incluziunea. Prin urmare, urma unui ideal prim
minimal din inelul de fractii este un ideal prim minimal in A. Pentru
a obtine concluzia dorita, este suficient sa aratam ca orice ideal prim
minimal din A este disjunct de S. Daca P € MinA i a € P, cum
imaginea lui @ in Ap este nilpotenta (caci Spec Ap = { PAp }), exista
t € A\ P siun intreg n > 1 astfel incat ta™ = 0, ceea ce inseamna ca a
este un divizor al lui zero. Prin urmare, a nu poate apartine lui S. [0

ProrPoOzITIE 3.10. Fie A un inel local st normal, K corpul sau de
fractii, L o extindere finita a lut K si B inchiderea intreaga a lui A in
L. Atunci B este inel semilocal.

DEMONSTRATIE. Consideram urmatoarea diagrama comutativa de
inele:

DE PUS
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Argumentele folosite in demonstratia teoremei 3.8 servesc pentru a
deduce o corespondenta bijectiva intre Max B si Max(B ® 4 AV) Tot
ca acolo se arata ca B ®4 A este inel normal. Din lema 3.7 rezultd
cil existd o bijectie intre Max(B @4 A) si Min(B @4 A), iar din lema
precedenta se obtine o corespondenta bijectiva intre Min(B & 4 X) si
Min(L ®4 A).

Pe de alta parte, K ®4 A este corp, fiind limita inductiva a corpu-
rilor de fractii ale vecinatatilor local etale ale lui A (¢f. demonstratia
teoremei lui Nagata si propozitia 3.3). Cum L® AZ este K® Ag—algebré
finita, rezulta ca L ®4 A este inel noetherian, care are doar un numar
finit de ideale minimale. O
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4. Serii algebrice

O alta clasa de inele henseliene poate fi obtinuta in modul urmator,
pornind de la un inel de polinoame K[X7, ..., X,] cu coeficienti intr-un
corp K. Fie A inelul local K[X,..., X,](x,,. x,.), al carui completat

este inelul de serii formale K[[X1,..., X,]]. Se stie c& henselizatul A al
lui A are acelasi completat si, deoarece el este noetherian, morfismele
canonice A — A — K][[X1,..., X,,]] sunt locale si fidel plate, deci
injective. Inchiderea algebrica a inelului de polinoame in inelul de serii
formale este un inel local, notat K(Xj, ..., X, ), al carui ideal maximal
este generat de variabile. Aratam ca acest inel este henselian.

Daca P este un polinom unitar cu coeficientii in K(Xy,...,X,), a
carui imagine P € K[Y] are o radicind simpld in K, atunci P are o
solutie formala f in inelul henselian K[[X1,..., X,]], solutie ce ridica
radicina simpla din K a lui P. Prin urmare, f, fiind intreg peste
K(Xi,...,X,), apartine acestui inel.

Se verifica relativ ugor ca henselizatul lui A este continut in inelul
K(Xi,...,X,), numit inelul de serii algebrice in nedeterminatele X,
.oy X, cu coeficienti in corpul K. De fapt, vom arata ca are loc si
incluziunea inversa.

Aceasta constructie furnizeaza un exemplu de inel henselian necom-
plet, deoarece exista din abundenta serii formale transcendente peste
inelul de polinoame. intr—adevér, gradul de transcendenta al corpului
de serii formale peste corpul de fractii rationale (in aceleasi nedetermi-
nate) este infinit, cf. [48, p. 220]. Tata un exemplu concret, datorat lui
Schmidt [41] si care se gaseste de asemenea in [10, 7.25.1].

Fie K un corp, X o nedeterminata si f = ¢y + >+, e X™ €
K[[X]]\ K[X]. Atunci f este transcendents peste K (X ). Presupunand
contrariul, rezulta ca exista un numar natural nenul r i polinoame
aj € K[X],j=0,...,r,cuqpa, #0, astfel ca ap+ar f+---+a,f" = 0.
Pentru un indice n ce va precizat mai incolo, punem g := ¢y + c; X +
s 4, X™ s h = f — g si, prin inlocuire in ecuatia lui f, se obtine
bo + bth + ---+b.h" = 0, cu by := ag + a9 + -+ + a,g". Alegand
n suficient de mare printre indicii pentru care coeficientii lui f sunt
nenuli, avem ca gradul lui by, egal cu gradul lui a,g", este nenegativ,
incat by este nenul. Prin urmare d := bjh + --- + b.h” este o serie
nenula de ordin cel putin (n + 1)!. Pe de alta parte, marind eventual
pe n (avand grija sa mentinem c¢,, # 0), se poate realiza ca gradul lui a,
sa fie mai mic strict decat (n+ 1)! — r - nl, astfel ca egalitatea by = —d
nu poate avea loc.

De fapt, constructia seriilor algebrice poate fi de folos intr-un con-
text mai larg. Fie (A, M, K) un inel local henselian, 7' = (17, ...,T},)
variabile. Idealul generat de M si de variabile in inelul de polinoame
A[T] este evident maximal. Henselizatul inelului local A[T] 1) se
numeste inelul seriilor algebrice in wvariabilele T = (Ty,...,T,) cu
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coeficienti in A i se noteaza A(T). Intrucat morfismul canonic AlT] —
A(T') este injectiv, vom identifica polinoamele din A[T] cu elemente din
A(T).

Pana la a putea justifica denumirea, mai este necesar un efort apre-
ciabil. Este mult mai usor de constatat ca A-algebra seriilor algebrice
corespunde unui obiect liber in categoria A-algebrelor locale henseliene.

LEMA 4.1. Fie A — B un morfism local de inele locale henseliene
si by, ..., b, elemente din idealul maximal al lui B. Atunci exista si este
unic un morfism local de A-algebre u: A(T) — B, T = (Ty,...,T,),
astfel ca u(T;) = b; pentru i =1,...,n.

DEMONSTRATIE. Conform proprietatii de universalitate a inelului
de polinoame, corespondenta indicata induce unic morfism de A-al-
gebre A[T] — B, care se extinde in mod unic la un morfism local
de A-algebre A[T|(yry — B datorita proprietatii de universalitate a
inelului de fractii. Morfismul cautat rezulta cu proprietatea de univer-
salitate a henselizatului. 0

Folosind acest rezultat, sa aratam acum ca putem identifica seriile
algebrice cu serii formale.

LEMA 4.2. In notatiile si ipotezele de mai sus:
a) Inelul A[[T]] este local si henselian.

b) Unicul morfism de A-algebre locale u : A(T) — A[[T]] indus de
asocierea T; — T;, 1 = 1,...,n, este injectiv.

DEMONSTRATIE. a) Este suficient sa demonstram henselianitatea
in cazul n = 1, pentru ca apoi cazul general decurge printr-un rationa-
ment inductiv.

Fie F' € A[[T]][Y] un polinom unitar care are o radacina simpla in
corpul rezidual K. Altfel spus, existd y = >, v1" € A[[T]] pentru
care F(y) € (M, T)A[[T]] si F'(y) & (M, T)A[[T]]. Putem presupune,
fara a pierde din generalitate, ca y = yg € A. Vom construi induc-
tiv un sir (z;);>0 de elemente din A astfel ca zy = yo (mod M), iar
F(Z::_& zT") = 0 (mod T") pentru orice numar natural » > 1. Fie
G € AlY] polinomul obtinut din F' prin specializarea T = 0. Cum
G(yo) € M, G'(yo) ¢ M si A este inel henselian, exista zy € A ast-
fel incat G(z9) = 0 si 20 = yo (mod M). Sa presupunem construite

elementele 2, ..., z,_1 cu proprietatea indicata. Atunci
r—1
H=F() «T"+YT")/T"
i=0

este un polinom in Y cu coeficienti din A[[T]]. Dezvoltarea sa in serie
Taylor are forma

r—1 r—1
H = F(Z ) /T + YF'(Z zT") + T (termeni in Y de grad > 2).

1=0 1=0
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Deoarece F'(zy) = F'(yo) # 0 (mod (M, T')), inseamna ca
G'(20) = F'(20)|7=0
este inversabil in A, incat elementul

-G’ (20)7"

2z 1= _H|j‘fi%

apartine lui A. Evident ordinul (ca serie in T') pentru H(z,) este cel
putin 1, astfel ca

r—

F(Z 5T =T H(z,)

are ordinul cel putin 7 4- 1. Seria formala z = 37 271" € A[[T]]
anuleaza F' si este congruenta cu y modulo (M, T).
b) Daca inelul A este noetherian, la fel este si A(T'), astfel ca

morfismul canonic v : A(T) — A(T) = /Al[[T]] este fidel plat si
deci injectiv. Cum v coincide cu_compunerea morfismelor canonice
u: A(T) — A[[T]] st A[[T]] — A[[T]], se obtine ca u este injectiv.
In cazul general se exprima A ca o limita inductiva de subinele
locale, henseliene si noetheriene A; (c¢f. corolar 3.6) si se noteaza
w; + A(T)y — AJ[T]] morfismul injectiv dat de asocierea T — T
(¢f. corolar 4.1). Atunci u se identifica cu limita injectiva a morfisme-
lor compuse A;(T) — A;[[T]] — A[[T]]. Cum limita injectiva este
functor exact, rezulta ca u este injectiv. O

EXEMPLE 1. In general, morfismul canonic A(T) — A[[T]] =

—_—

A(T) nu este neaparat injectiv dacad A nu este noetherian. Situatiile
concrete descrise in continuare corespund cazului n = 0.

1) Fie A inelul germenilor de functii reale diferentiabile de clasa
C> definite intr-o vecinatate a originii din R. Germenii functiilor
diferentiabile care se anuleaza in origine formeaza unicul ideal maximal
din A, sa spunem M. Am vazut ca A este inel henselian. Observa, ca
idealul M este principal, generat de germenele a al functiei identitate
R — R, z — 2. Intr-adevir, dacd V C R este un deschis ce contine
0si f:V — R este diferentiabila i nula in origine, atunci asocierea
x +— f(z)/z definegte o functie diferentiabila g : V' — R (conform
teoremei lui I'Hospital, g(0) = f/(0)), al carei germene inmultit cu a
produce germenele lui f. R

Morfismul canonic w : A — A nu este injectiv Intrucat nucleul
sau contine germenele nenul p al functiei diferentiabile h : R — R,
z — e Y7 Germene nenul inseamnd h nu este identic nuld pe nici
o vecinatate a originii, iar p € N _a"A deoarece pentru orice numar
natural n, asocierea r — (e_l/ 12) /x™ defineste o functie diferentiabila
R — R, de clasa C*, avand toate derivatele nule in origine.

2) Fie K un corp si B inelul k[X,Y,Y/X,Y/X? .. ], unde X si
Y sunt variabile peste K. Se arata usor ca idealul generat de X in
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B este maximal. Notand C' := Bxg siv : C — C morfismul de
completare in topologia radiciala, se constata ca imaginea y a lui Y in
C este un element nenul din ker v (caci Y € N,,>1 X" B). Notam (A, r),
unde r : C' — A, henselizatul lui C'. Cum r este morfism fidel plat,
iar v = wr, se concluzioneaza ca r(y) este element nenul din nucleul

morfismului canonic w: A — A = C.
[ata un analog algebric al unui faimos rezultat clasic.

TEOREMA 4.3. (teorema de pregatire Weierstrass pentru serii al-
gebrice) Fie (A, M, K) un inel local henselian, T o wvariabila peste A
si f € A(T) astfel ca f=aT™ (mod (M, T"™)A(T)), cua € A\ M.
Atunci A(T)/ fA(T) este un A-modul liber de rang n, avind drept baza
clasele lui 1, T, ..., T"* modulo fA(T).

DEMONSTRATIE. Lema 4.2 permite sa identificam A(T") cu un su-
binel al lui A[[T]], astfel ca putem considera f ca fiind de forma

f:ZciTi, e, =a, ¢; € M pentrui=20,1,...,n— 1.
i=0

Evident h := 3 ¢;T7"" este o serie algebrica inversabila in A(T).
Fie C' o vecinatate local etald a inelului A[T]y;7) care contine h si
inversul sau, deci gi pe f (o astfel de alegere este posibila conform
demonstratiei teoremei lui Nagata). Conform teoremei de structura,
C este de forma (A[T]r) [X]/(F))Q, unde X este o variabila peste
A[T)(m1), F este un polinom unitar din A[T]m[X], iar @ este un
ideal maximal din A[T|,ry[X]/(F) care nu contine clasa lui F mo-
dulo F. Se giseste g € Q astfel incat h, h=! si f sunt continute in
B := (A[T) ) [X]/(F))g Fie B := B/fB. Exista urmaitoarele izo-

morfisme canonice

B/MB~ B/(M, f)~ B/(hT", M)B ~ B/(T", M)B.
Pe de alta parte, folosind faptul ca henselizatul lui B este izomorf cu
A(T), rezulta

B/(M,T)"B ~ E/(M, T)"§ ~ A(T)/ (M, T)"A(T),
astfel ca
A(T))(M, T"A(T) ~ B/(M,T")B ~ B/MB.

Prin urmare,

B/MB ~ AT} ua.r)/ (M. T") = (K[T1/(T") .3y = K[T)/(T7).

(M7T

Aceste izomorfisme arata ca B/MB este o K-algebrs finita, careia
i se aplica lema 4.4, consecinta a teoremei principale a lui Zariski.
Exista, agsadar, doua A-algebre By si By, cu By A-modul de tip finit,
astfel ca B ~ By x By si B/MB ~ B;/MB,. Fie u € Idem(B) pentru
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care B; ~UB si v € B o ridicare a sa. Probam ci u este congruent cu
1 modulo idealul lui B generat de M si f.

Intrucat @ este dus in 1 de proiectia B — By, izomorfismul B/MB ~
Bi/M By duce clasa lui @ in clasa lui 1. Cu alte cuvinte, avem @ €
1+ MB, incat exista b € B pentru care t :=u — fb€ 1+ MB. Cum t
este inversabil in A(T"), eventual inlocuind B prin By, putem presupune
c& T = t este inversabil in B. Ne reducem astfel la cazul in care B ~ B
este o A-algebri finita. Pe de alta parte, B fiind o algebrs finita peste
inelul henselian A, este decompozabila conform cu propozitia 1.4. Re-
zultd ci inelul C' := C/fC este factor direct In B, cici C = (B) g
si deci este o A-algebra finita, locala gi henseliana. De aici se deduc
izomorfismele

C~C~C/fC~ AT)/fAT),

intrucat C ~ A(T) in virtutea corolarului 2.12.

Din cele demonstrate pana aici rezulta, de asemenea, ca E :=
A(T)/fA(T) este un A-modul finit generat. Aratam acum ca daca
A este inel noetherian, atunci E este un A-modul plat.

Observam, mai Intai, ca morfismul A — E este local. Cum E este
modul de tip finit, se deduce ca M E este continut in radicalul Jacob-
son al inelului £. Dintr-o binecunoscuta caracterizare a platitudinii
(demonstrata, de pilda, in [36, cap.IV, 6.14]), platitudinea unui modul
finit generat E peste un inel local si noetherian A este echivalenta cu

Tor{(E, K) = 0. S& aratam, asadar, anularea acestui modul. Din sirul

exact 0 — A(T) 7, A(T) — E — 0 (omotetia de raport f este

injectiva pentru ca f este nondivizor al lui zero in A(T"), avand un co-
eficient inversabil in A) se obtine prin tensorizarea cu corpul rezidual
un gir exact

Tor(A(T), K) — Tor™(E, K) — A(T)/MA(T) -1 A(T)/MA(T)
— E/ME — 0.

Intrucat morfismele A — A[T)(mry — A(T) sunt plate, modulul cel
mai din stanga din acest sir exact este nul. Cum henselizarea comuta
cu luarea caturilor (corolar 2.15), avem A(T)/MA(T) ~ K(T'). Dar
omotetia lui K(7T") indusa de f este injectiva, deoarece clasa lui f in
K(T) este nondivizor al lui zero. Rezulta Tor{'(E, K) = ker f = 0.

Este un fapt general, demonstrat, de pilda, in [36, Cor. 2.17, cap.
IV], c& un modul plat si de tip finit peste un inel local i noetherian
este liber, astfel ca E este A-modul liber. Cu lema lui Nakayama se
verifica ugor ca o baza a sa este formats din clasele Iui 1,7, ...,7" !
modulo fA(T).

Cand A nu este noetherian, il exprimam ca o limita inductiva de su-
binele locale, noetheriene si henseliene (A;);c;. Conform propozitiei 2.4,
A(T) = lim A;(T)), prin urmare exista un indice ¢ € I astfel ca f sa
provina din A;(T"). Conform celor stabilite in cazul noetherian, pentru
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orice j € I, j > i, Aj(T)/fA;(T) este un A;-modul liber, de baza cla-
sele lui 1,7, ..., 7" modulo fA;(T). Concluzia teoremei se deduce
din izomorfismul A(T)/fA(T) ~ A®a, (A(T)/fA(T)). O

LEMA 4.4. Fie (A, M, K) un inel local henselian i B o A-algebra de
tip finit. Daca B/M B este o K -algebra finita, atunci exista o A-algebra
finita C' gi o A-algebra D astfel incit B~ C x D si BIMB ~ C/MC.

DEMONSTRATIE. Demonstratia poate fi gasita in [26, p. 113-114].
O

Avand in vedere faptul ca inelul de serii algebrice este obiect liber
intr-o anumita categorie de algebre, rezultatul urmator nu este catusi
de putin surprinzator.

LEMA 4.5. Fie A un inel local, A henselizatul sau, K € A-mod st

D : A — FE o derivare. In aceste conditii exista o unica derivare
D:A— E care extinde D.

DEMONSTRATIE. Va fi suficient sa probam ca D se prelungeste in
mod unic la orice vecinatate local etala B = (A[X]/(F))Q alui A (cu F
si @ avand proprietatile din teorema de caracterizare a vecinatatilor lo-
cal etale). Notdm cu z imaginea variabilei X in B. Intrucat F(z) = 0,
orice derivare D : A — E ce prelungeste D indeplineste cu nece-
sitate conditia FP(z) + D(z)F'(z) = 0, unde FP € E[X] noteaza
,,polinomul” obtinut din /" prin aplicarea derivarii D tuturor coeficienti-
lor lui F, iar E[X] este A-modulul format din sume finite 3 ¢; X7, cu
toti ¢; din E. Asa cum rezulta dintr-un calcul direct, conditia

D(x) = —FP(z) - (F'(z))”"
asigura ca asocierea
clasa lui G — GP(z) + G(D(z)), G € A[X],
definegte o derivare B — F care prelungeste D. U

Conform acestui rezultat, derivarile 0/9T; : A[T] — A[T], i = 1,
...,n, se prelungesc in mod unic la nigte derivari A(T) — A(T).
Pentru tq,...,t, elemente neinversabile dintr-un inel local si henselian
A, exista si este unic un morfism de A-algebre A(T) — A dat prin
T; — t;. Pentru o serie algebrica f vom nota f(t) imaginea lui f prin
acest morfism. Cu aceste conventii putem enunta si demonstra teorema
functiilor implicite pentru inelul de serii algebrice.

TEOREMA 4.6. Fie f = (f1,..., fn) serii algebrice in variabilele
T = (11,...,T,) cu coeficienti intr-un inel local henselian (A, M, K).
Daca t = (t1,...,t,) sunt elemente din M astfel ca f(t) € M si
(%(t)) & M, atunci f are o solutie unicd z = (z1,...,2,) cu z; € M,

1=1,...,n.
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DEMONSTRATIE. Vom arata ca morfismul canonic A — A(T")/(f)

este izomorfism. Fie (a;;) matricea inversa a matricii iacobiene (g—{,(t))
J

si h: A(T) — A(T) unicul morfism de A-algebre dat prin T; — t; +
>y aijT;. Evident, h este un automorfism al lui A(T’) care transforma
fj, privit ca serie formala, in

gj = uj +T; + serie de ordin > 2 in 7,

cu toti u; din M. Conform teoremei de pregatire Weierstrass, A(T") /(gy)

este un A(Ty,...,T,_1)-modul liber de rang 1. Asadar, morfismul ca-
nonic v : A(Ty,...,T,,—1) — A(T')/(gn) este izomorfism si induce un
izomorfism

w: ATy, T/ (07 (1), - v (gnm1)) — AT/ (9).

Cum v~Y(g,_1) are forma
Gn-1(T1, -, Trmr, v (T3)) = tno1 + Toq + termeni din (M, T)?,

putem aplica din nou teorema 4.3, de aceasta data pentru morfismul
canonic

A<T1, Ce ,Tn_2> — A<T1, Ce 7Tn—1>/(v_1(gn—1>)-
I[terand acest argument, se obtine A ~ A(T')/(g) ~ A{T)/(f). O

TEOREMA 4.7. (lema lui Newton, forma extinsa) Fie f = (f1,...,
fm) serii algebrice in variabilele T = (T, ..., T,) (m < n) cu coeficienti
intr-un inel local henselian (A, M, K), t = (t1,...,t,) cu toti t; € M,
si I idealul generat de m x m-minorii matricii iacobiene (%(t)) Daca

J
pentru un ideal J C M avem f(t) € I?J, atunci existd in A™ o solutie

z2=(z1,..,zp) alui feuz;—t; €1J,i=1,...,n.

COROLAR 4.8. In notatitle de mai sus, daca exista numere naturale
s, c astfel ca f(t) € M*%¢ gi M* C I, atunci existd o solutie u € A" a
lui f cuu;, —t; € M, i=1,...,n.

In multe cazuri particulare, frecvent intalnite ,in practica”, A(T’)
coincide cu inchiderea algebrica a inelului A[T] 7y in A[[T]], ceea ce
justifica denumirea de serii algebrice folosita pentru elementele acestui
inel. Rezultatul urmator da conditii suficiente pentru ca henselizatul
unui inel local noetherian sa se identifice cu inchiderea sa algebrica in
completatul in topologia radiciala.

TEOREMA 4.9. Fie (A, M, K) un inel local, noetherian, redus, cu
fibrele formale geometric reduse (adica pentru orice P € Spec A si pen-
tru orice corp L extindere a lui k(P), inelul A ®4 L este redus). Daca

inelul A®4Q(A) este normal, atunci A coincide cu inchiderea algebricd
alut A in A.
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COROLAR 4.10. Fie A un inel redus, localizare intr-un ideal prim a
unei algebre de tip finit peste un corp sau peste Z.. Atunci A coincide cu
inchiderea algebrica a lui A in completatul sdau. In particular, pentru
orice numar prim p, elementele algebrice peste Z. din inelul numerelor
p-adice formeaza henselizatul lui Zy, iar inelul de serii algebrice in
variabilele T = (T4,...,T,) cu coeficienti intr-un corp K constituie
henselizatul inelului K[T'r).

Un inel de tipul celor descrise in acest corolar este excelent, astfel
ca fibrele sale formale sunt geometric regulate, in particular, geometric
normale. Pentru detalii, trimitem la [10, Teorema 9.13].

DEMONSTRATIE. (Demonstratia teoremei 4.9.) Observam, pentru
Inceput, ca daca teorema este valabila pentru inele henseliene, atunci
A este algebric inchis in A. Cum elementele lui A sunt vizibil algebrice
peste A, rezulta ca A este inchiderea algebrica a lui A in A.

Primul pas al demonstratiei va consta in a proba ca ipotezele
asupra lui A sunt transferabile la henselizatul sau. Am vazut in te-
orema 3.5 ca ipotezele A redus, local, noetherian sunt mostenite de
henselizat. Notand B = A ® 4 Q(A), izomorfismele

A®;Q(A)~ Aoz (Bop Q(A) ~ (A®;B) @z Q(A) ~
~ (Ae; (A2 Q4)) ©5 QA) = (424 Q(A)) ®5 Q(A)

arats ca A® AQ(;() este un inel de fractii al inelului normal A® 4 Q(A),
deci este el insusi inel normal.

Probam acum ca henselizatul unui inel local universal japonez este
inca universal japonez. Pentru @) € Specg si un corp L, extindere a
lui k(Q), rezultd ci A®, L este inel redus (deoarece L este extindere a
corpului k£(P), unde P := Q) N A). Prin tensorizarea morfismului fidel
plat L — A®,4Lcu A peste A se obtine un morfism injectiv

A\®XL—>A\®A'(2{®AL)ZA\®AL>

ceea ce arati ci inelul A ® 7 L este redus, fiind izomorf cu un subinel
al unui inel redus.

Pas 2. Reducere la cazul A domeniu

Aratam ca inelul total de fractii al unui inel noetherian si redus A
este produs direct finit de corpuri, mai precis Q(A) ~ [[peyiin 4 K(P)-

Fie S multimea nondivizorilor lui zero din A, altfel spus, comple-
mentara reuniunii idealelor prime minimale ale inelului (toate idealele
prime asociate unui inel noetherian redus sunt minimale). Singurele
ideale prime din Q( ) sunt extinderile M, ..., M, ale idealelor din
MinA = {P,...,P,}. Intersectia lor este idealul nul (caci Q(A)
este inel redus), iar Q(A)/M; = Q(A)y, =: L;, i = 1,...,n. Mor-
fismul canonic f: A — [[_, Q(A)/M; este evident injectiv. Notand
N; =[], M; (1 <i < n), se observa ca > ;" N; nu este inclus in
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nici un ideal prim al inelului total de frac’gii astfel ca Z" N; = Q(A).
Prin urmare, exista z; € N; (i = 1,2,...,n) a caror suma este 1. Cum
x;— 1€ M;six; € Mjpentrul <1 7é J § n, surjectivitatea lui f este
clara.

Prin tensorizarea morfismelor canonice injective

A— [ 4/P— Q)

PeMin A

se obtin morfisme injective

A— [ A/PA— A®4Q(A).
PEMin A
Observam ca A/ P mosteneste toate proprietatile lui A (o imagine ho-
momorfa de inel local universal japonez este inca universal japonez,
cf. [10, Teorema 7.19], iar inelul @@A/}D k(P) ~ A® 4 k(P) este nor-
mal fiind factor direct in A ®4 Q(A)). Daci pentru orice P € Min A,
domeniul A/P este algebric inchis in completar@\sa, rezulta ca inelul

[ penina A/ P este algebric inchis in []poyu, 4)A/ P, iar un element x

din completatul A care este algebric peste A va apartine, In consecinta,
lui Q(A). Rimane s& observiim ci& AN Q(A) = A. Intr-adevir, fie a,
b € A, cu b nondivizor al lui zero, astfel ca a / b sa apartina completatu-
lui A. Atuncia € bAN A = bA, intrucat A este A- algebra fidel plata,
sl prin urmare a/b € A.

Pas 3. Cazul A domeniu henselian.

Vom ardta ca orice x € A algebric peste A apartine lui A. Deoarece
r=y+z cuy € Asgiz € MA (din izomorfismul corpurilor reziduale al
lui A i al completatului sau), va fi suficient sa presupunem x neinversa-
bil in A. Multiplicand eventual x cu un element nenul « din A, putem
presupune ca z este radacind pentru un polinom unitar f din A[X]
care este ireductibil in Q(A) (dacs uz € A, atunci z € ANQ(A) = A
conform celor deja stabilite).

Mai mult, fQ(A)[X]NA[X] = fA[X], prin urmare A[z| ~ A[X]/(f)
este un inel integru. Aratam ca polinomul f este separabil. Orice po-
linom ireductibil este separabil in caracteristica nula, astfel ca avem
de justificat afirmatia doar in cazul in care caracteristica corpului re-
zidual este p > 0. Presupunem ca f nu este separabil. étunci inelul
Alr] ®4 Q(A)YP nu este redus si cu atat mai mult inelul A ®4 Q(A)V/P
nu este redus, in contradictie cu ipoteza ca fibra formala in (0) a lui A
este geometric redusa.

Notam A[z] normalizatul domeniului A[z]. Fiind integru, acesta
este un inel local si henselian conform propozitiei 2.5. In plus, este o
A-algebra finita intrucat A este inel universal japonez (se aplica [10,

Propozitia 7.3]), astfel c& C' := A ®,4 A[z] este completatul siu in
topologia radiciala. Retinem ca C' este un inel local. Dupa ce aratam ca
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C este inel normal, va rezulta cd el este integru si prin urmare la fel este
subinelul siu A® AA[z] (se tensorizeaza cu A peste A morfismul canonic
injectiv A[x] — A[z]). Se deduce astfel ci f ramane ireductibil cand
este considerat ca polinom cu coeficienti in A. Dar f are o radacina
in completatul lui A, astfel ca el trebuie sa fie polinom liniar. De aici
rezultd imediat c& x € Q(A) N A = A.

Pentru a arata ca inelul C' este normal, vom folosi [10, Teorema
8.22]. Pentru comoditate, enuntam acest rezultat in propozitia 4.11. In
cazul nostru, A[x] are fibrele formale geometric reduse fiind o extindere
finita a unui inel universal japonez (se aplica din nou [10, 7.3]). Mai
trebuie justificatd normalitatea inelului A @4 Q(A[z]).

Normalizatul A al lui A este o A-algebra finitd (din teorema lui
Nagata [10, 7.3]) si locald (conform corolarului 1.5), al carui com-
pletat este A4 A Ipoteza A®a4 Q(A) inel normal permite aplica-
rea propozitiei 4.11, din care rezulta ca A® 4 A este normal. Pe de
alta parte, cum f este unitar si ireductibil peste QQ(A), se arata ca

fQA)X] N A[X] = fA[X], astfel ca A[z] ~ A[X]/(f) si prin urmare
A@aAlz] = (Aoa HX]/(f).

Din corolarul 3.3 rezulta ca A-algebra etala B := (A ®4 Az ]) () €Ste

inel normal. La fel este si inelul sau total de fractii A®a Q(Alx])

PROPOZITIE 4.11. Fie u: A — B un morfism injectiv i plat de
inele noetheriene, iar A normalizatul inelului A. Presupunem indeplini-
te urmatoarele conditii:

a) A este inel redus,

b) pentru orice ideal prim din A cu profunzimea 1, fibra k(P) —
B®a k(P) aluiu in P este geometric redusd,

c¢) melul B®4 Q(A) este normal.

Atunci normalizatul lui B coincide cu B @ 4 A.

DEMONSTRATIE. Demonstratia se gaseste in [10, 8.22]. O






CAPITOLUL 2

Inele cu proprietatea de aproximare

Multa vreme, si chiar §i acum, pentru multa lume, algebra este
,Stiinta de a rezolva ecuatii”.

Ecuatiile servesc la definirea unor clase de elemente (inversabile,
nilpotente, idempotente, intregi, algebrice, divizori ai lui zero), inele
(reduse, intreg inchise, henseliene, corpuri, corpuri algebrice, corpuri
real inchise), morfisme (intregi, plate, pure, algebrice, separabile).

Un modul E peste un inel arbitrar A este plat daca gi numai daca
pentru oricen € N, b; € A, y; € E (1 < i < n) astfel incat byy; +---+
by =0, exista m e N, z; € Egia; € A(1<i<m,1<j<n)
astfel ca pentru orice 1 < j < n sd avem Y. ba;; = 0 si pentru toti
1 S 7 S m, Yy, = Z;nzl Q5 5.

Un submodul £ al unui modul F' se numeste pur daca pentru orice
e1,....,en € Esiay; € A(1<i<m,1<j<n), daca sistemul de
ecuatii liniare 22:1 a;; X; = ¢;, 1 <1 < m, are o solutie in F' atunci
are solutie in F.

1. Inele cu proprietatea de aproximare

DEFINITIE 1.1. Un morfism de A-algebre u : B — C' se numeste
algebric pur daca fiecare sistem finit de ecuatii polinomiale

Pi(Xl,...,Xn):bi, CUPieA[Xl,...,Xn], bieB,léiST’,

are solutii in B exact atunci cand sistemul P;(Xi,...,X,) = u(b),
1 <4 <r, are solutii in C.

EXEMPLE. 1. Morfismul structural al unei A-algebre de prezentare
finita este algebric pur daca si numai daca admite o retracta in categoria
A-algebrelor.

2. Orice algebra peste un corp algebric inchis este algebric pura.

3. Compunerea a doua morfisme algebric pure este morfism algebric
pur.

4. Definitia poate fi reformulata sub forma: pentru orice B-algebra
D de prezentare finita si orice morfism de A-algebre w : D — ()
exista un morfism de A-algebre v : D — B astfel incat w = uw.

DEFINITIE 1.2. Un inel local i noetherian (A, M, K') are proprie-
tatea de aproximare (este AP-inel) dacad morfismul de completare in

topologia radiciala A — A este algebric pur.
[ata o prima consecinta a acestei definitii.

41
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LEMA 1.3. Un AP-inel este henselian.

DEMONSTRATIE. Daca F' € A[X] este un polinom intr-o variabila
astfel ca F'(0) € M, F'(0) ¢ M, atunci I are o unica solutie in idealul
maximal al inelului henselian A. Aceasti solutie trebuie sa se afle in
M, intrucat A are proprietatea de aproximare. U

Definitia spune ca pentru orice sistem finit de ecuatii polinomiale,
multimea solutiilor intr-un AP-inel i multimea solutiilor in completat
sunt simultan vide. Rezultatele urmatoare arata ca proprietatea de
aproximare stabilegte o legatura mult mai puternica intre cele doua
multimi.

LEMA 1.4. Un inel noetherian i local (A, M, K) este AP-inel daca
s1 numai daca orice sistem finit F' de ecuatii polinomiale peste A in'Y =
(Y1,...,Y,) are mulfimea solutiilor in A densa (in topologia radiciald)
in multimea solutiilor in A. Altfel spus, pentru orice solutie y a lui F
in A st orice numar tntreq ¢ > 1, exista o solutie y a lut F' in A astfel
incat y =7 (mod MeA).

DEMONSTRATIE. Fieysiccainenunt. Deoarece A/M¢ ~ E/MC/AL
se gaseste un sistem ¢ de n elemente din A, fiecare congruent modulo
M¢A cu elementul de acelagi indice din y. Exista, agadar, elemente a; €
Mesiz e E", 1 <i<s, astfel Incat § —y = Y ;_, a;Z;. Interpretam
aceasta egalitate in termeni de ecuatii: (¥, z1, ..., Z5) este o solutie in A
pentru sistemul de ecuatii polinomiale F =0, G :=g—-Y —>"_ a,Z;
= 0. Cum A este AP-inel, acest sistem are o solutie (y, 21, ..., 25) In A.
Egalitatea G(y, 21, ...,2s) = 0 exprima congruenta lui y si § modulo
Me¢. Prin tranzitivitate rezultd y = 7 (mod MCA). O

PrROPOZITIE 1.5. Fie (A, M, K) un AP-inel, Y = (Y1,...,Y,) va-
riabile peste A, F un sistem de polinoame din A[Y]| si ¢ € N. Daca
sistemul F' = 0 are un numdr finit de solutii yV, ...,y in M (even-
tual nici una, cand s =0), nu ezista alte solutii in MFCA.

DEMONSTRATIE. Presupunem, prin absurd, ca 7 este o solutie pen-
tru F in M°A diferitd de yM ..., y®). Cum topologia M-adici a lui A
este separati, exista t > c astfel ca J #Z y® (mod Mt/Al), i=1,...,s.
Pe de alta parte, rezultatul precedent asigura existenta unei solutii a
lui F'in A congruenta cu y modulo M A, Se deduce existenta unei
solutii suplimentare in M€ pentru F. l

Asa simpla cum e, propozitia are consecinte spectaculoase.

COROLAR 1.6. Fie A un AP-inel si A completatul sau in topologia
radiciala. N

a) A este redus dacd i numai daca A este redus.

b) Daca A este domeniu, atunci A este algebric inchis in A.
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DEMONSTRATIE. a) Orice inel local i noetherian cu completatul
redus este redus, pentru ca morfismul de completare este injectiv. Re-
ciproc, daca A este redus, pentru orice n > 1, polinomul F' := X" are
unica solutie in M. Conform rezultatului precedent, F’' nu are solutii
nenule in A.

b) Un polinom F intr-o variabila cu coeficienti intr-un domeniu de
integritate A are un numar finit de solutii in A (gradul polinomului
este un majorant pentru acest numar). Cum A are proprietatea de
aproximare, F' nu poate avea raddcini in A care sd nu fie in A, astfel
ca A contine toate radacinile lui £’ in A. O

Proprietatea de aproximare  urca” prin morfisme finite.

PROPOZITIE 1.7. Daca (A, M, K) este un AP-inel i B este o
A-algebra locala si finita, atunci B are proprietatea de aproximare.

DEMONSTRATIE. Fie wy, ..., w, un sistem de generatori pentru
A-modulul B, ¢ € Homu(A®, B) dat prin ¢(ay, ..., as) := >, a;w; s
v1,...,U, un sistem de generatori pentru nucleul morfismului ¢. Fie
F = (Fy,...,F,) polinoame in Y = (Y},...,Y},) cu coeficienti in B si
e B". Deoarece B ~ A ® 4 B, orice componenta y; se exprima sub
forma y; = > _, yjiw;, pentru yj; € A convenabili (1<j<nl1<
i <'s), astfel cad Fy(y) (1 <t <r) are forma > ;_, Fu.((7j:)) wk, unde
Fp e AlY;] (1<ik<s,1<j,t<n).

Evident ¥ este solutie a lui F' in B daca si numai daca exista zy, € A
(1 <t<r1<q<p) astfel incat

p
Fue(550)) = 3 Buqvar (1 <k < 5,1 <t <),
q=1
Aici se foloseste faptul ca vy, ...,v, genereaza, de asemenea, nucleul
morfismului extins A ®4 0.
Dacé 3 este o solutie a lui F in B, atunci (¥ji), (Zi4) constituie o
solutie in A a sistemului

p
Fu(Yji)) = Zigugr (1 <k <s,1<t <)

q=1

definit de polinoame in Yj;, Z;, cu coeficienti in A. Fie (y;;), (z4) 0
solutie in A a acestui sistem. Atunci (y;), dat prin y; = >_7_; yiw;,
constituie o solutie a lui F' in B. 0

In propozitia I1.2.5 s-a ardtat ci orice algebrii intreags si locald
peste un inel henselian este inca inel henselian. Proprietatea de apro-
ximare nu se transmite prin morfisme intregi si locale, aga cum se con-
stata examinand urmatorul (caz particular al unui) exemplu al lui Na-
gata [24, Ex. 6.3].
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Fie K C L o extindere de corpuri de caracteristica p > 0 astfel
ca [L: K] =o00si LP C K. Se considera o variabila X si subinelul
A = K[[X]][L] al inelului de serii formale L[[X]]. Vom arata:

a) 4 este un inel de valuare discreta si completatul sau este
A= L[[X]] # A.

b) A este inel henselian, dar nu universal japonez.

c¢) Pentru f € /Al\ A, polinomul F' := Y? — fP € A[Y] are cel
putin solutia f in /Al, dar nu are nici o solutie in A.

Evident A este domeniu (fiind continut in inelul integru L[[X]]), X
genereaza idealul maximal din A si topologia (X)-adica a lui A, fiind
indusa de cea a lui L[[X]], este separata. Rezulta ca fiecare element
al lui A este de forma X™g, cu n un numar natural, unic determinat,
si cu g inversabil in A. Aceasta reprezentare permite sa se verifice cu
usurinta ca fiecare ideal al inelului A este principal, generat de o putere
a variabilei, iar orice doua elemente am considera, unul dintre ele divide
pe celalalt. Asadar, A este un inel de valuare discreta.

O descriere alternativa a lui A este data de relatia

A= {Ya.X" € LX) ¢ [K((@n)a) : K] < o0} = lim K[[X]|[K].

n>0

unde limita inductiva se face dupa toate extinderile finite K7 ale lui K
continute in L.

Intr-adevir, orice f € A admite o reprezentare f = ZZZI U T, CU
w; € K[[X]] st @ € L, astfel ca f € K(z1,...,2,)[[X]]. Extinderea
de tip finit K C K(xq,...,x,) filnd algebrica, ea este de fapt finita.
Reciproc, daca corpul K; este o subextensie finita pentru K C L si
f =2 50aX" € Ki[[X]], se considera o baza z1,...,2, a K-spa-
tiului vectorial K si se exprima fiecare coeficient al lui f in functie de
T1y.w.y Tyt

a, = chjxj,vn >0=f=Y (D cyX")a; € K[X]][L].

j=1 n>0

Clar A/X"A ~ L[[X]]/X"L[[X]], astfel ca L[[X]] este completatul
lui A in topologia radiciald si nu coincide cu A pentru ca ) ., x, X" €
L[[X]]\ A, unde (x,), este o familie infinita de elemente din L liniar in-
dependente peste K. Acest element are proprietatea [P € K[[X]] C A,
ceea ce arata ca extinderea Q(A) C Q(/Al ) nu este separabila. Dar teo-
rema Zariski-Nagata [10, 7.13] afirma ca un inel noetherian semilocal
este universal japonez atunci si numai atunci cand fibrele sale formale
sunt geometric reduse, in particular ((A / P)A) este produs de corpuri,
extinderi separabile ale lui QQ(A/P), pentru orice ideal prim P din A.

A este domeniu de integritate si extindere intreaga a inelului hen-
selian K [[X]], deci el insugi este inel henselian.
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Pentru a justifica cele afirmate la punctul c), se considera y € A\ A
arbitrar. Din ipoteza [P C K si din cele demonstrate la a) rezulta
yP € A, astfel ca polinomul Y? — y? are coeficientii din A. Daca acest
polinom ar avea o solutie a in inelul A, s-ar obtine (a—y)? = 0. Intrucét
A este domeniu de integritate, rezulta a — y = 0, de unde contradictia
y=ac A

Un argument indirect pentru partea c) foloseste conditia necesara
pusa in evidenta in rezultatul urmator.

PROPOZITIE 1.8. Fie (A, M, K) un AP-inel noetherian. Atunci:

a) A este domeniu daca si numai daca A este domeniu.
b) Extinsul oricarui ideal prim din A ramdane prim in completat.

c¢) Pentru orice corp L care este A-algebra finita, inelul L®4A este
integru. In particular, A este universal japonez.

DEMONSTRATIE. a) Implicatia netriviala se demonstreaza prin re-
ducere la absurd. PresupunAénd ca A este integru, iar A nu este integru,
Inseamna ca exista T,y € A nenule al cdror produs este nul. Fie c € N
astfel incat z,y ¢ M°A. Conform lemei 1.4, ecuatia XY = 0 are o
solutie (z,y) € A? cu # = 7 (mod M°A) si y = 4 (mod M°A). Re-
zulta x,y € M€, deci sunt cu necesitate nenule, astfel ca A nu este
integru.

b) Pentru orice ideal prim P al lui A, domeniul A/P are proprieta-
tea de aproximare conform propozitiei precedente, astfel ca (A/P)~ ~
A / PA este domeniu conform celor demonstrate la punctul a).

c¢) Notand P nucleul morfismului de structura al A-algebrei L, avem
P € Spec A, iar domeniul A/P este AP-inel continut de L, astfel ca
putem presupune A C L. Alegem o baza by,...,b, alui L peste corpul
de fractii Q(A) formata din elemente intregi peste A. Atunci B :=
Alby, ..., b,| este o A-algebra finita peste inelul henselian A. Fiind
integru, B este inel local i henselian. Din propozitia 1.7 rezulta ca
B are proprietatea de aproximare. Sunt indeplinite, astfel, ipotezele
cerute la punctul a), din care decurge ca B ~ B ®4 A este domeniu.

Tinand cont ca L este corpul de fractii al lui B, obtinem ca inelul

Loy A=Q(B)@sA~Q(B)®s(BosA)~Q(B)®p B
este un inel de fractii al unui domeniu de integritate.

Ultima afirmatie este consecinta a teoremei Zariski-Nagata mentio-
nate anterior. I

Proprietatea demonstrata la punctul b) implica o stransa legatura
intre descompunerile primare si lanturile de ideale prime dintr-un
AP-inel si cele din completatul sau.

PROPOZITIE 1.9. Fie u : A — B un morfism plat si injectiv de

inele noetheriene astfel incat PB € Spec B pentru orice ideal prim P
din A.
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a) Daca Q este un ideal P-primar in A, atunci QB este un ideal
PB-primar.

b) Daca I = Q1N ...NQ, este o descompunere primard (redusd)
a unui ideal I din A si P; = Rada(Q;), i = 1,...,n, atunci IB =
Q1BN...NQ,B este o descompunere primara (redusd) a idealului I B
in B ¢i P,B=Radg(Q;B),i=1,...,n, iar Rads(I)B = Radg(I/B).

c) Un lant de ideale prime din A este saturat atunci $i numai atunci
cand lantul extinselor este saturat.

d) ht P = ht PB pentru orice P € Spec A. In particular, Ap este
inel requlat daca si numai daca Bpp este inel requlat.

e) Daca B este catenar, la fel este gi A.

DEMONSTRATIE. Observam pentru inceput ca morfismul u este fi-
del plat, Intrucat nici un ideal maximal din A nu  explodeaza” in B.

a) Din Assa(A/Q) = { P} si egalitatea (valabila pentru ca B este
un A-modul plat §i demonstrata in [7, IV, 26] sau [10, 7.7])

Assp(B/QB) = | J{ Assp(B/PB) : P € Assa(A/Q)}

rezulta, conform ipotezei PB ideal prim in B, ca Assp(B/QB) =
{PB}.

b) Rezulta din a) si din faptul ca intersectiile finite comuta cu
extinderea prin morfisme plate.

c) Fie P C @ un lant saturat de ideale prime din A. Din plati-
tudine rezultd PB # QB. Inlocuind A cu A/P si B prin B/PB, ne
putem reduce la cazul P = 0. Alegem z € () nenul astfel incat Q €
Min(A/xzA). Probam ca QB € Min(B/zB).

Presupunand ca exista Q' € Spec B pentru care B C Q' C (B,
se obtine prin contractie zA C Q' N A C (). Din alegerea lui ) mi-
nimal peste xA rezulta fie Q' N A = @ (ceea ce implica Q' = @B, in
contradictie cu presupunerea )’ C B), fie xA ideal prim (astfel ca se
contrazice saturarea lantului 0 C @). Se conchide ca intr-adevar QB
este ideal prim minimal peste xB. Deoarece x este nondivizor al lui
zero in A (si prin urmare, datorita platitudinii, si in B), din teorema
idealului principal se obtine ht QB =1 = ht Q).

Am aratat ca PB C (B este lant saturat. Reciproca este consecinta
imediata a fidel platitudinii morfismului u.

d) Formula dimensiunii, care se poate aplica pentru ca u este mor-
fism plat, da

ht PB = dim Bpp = dim Ap + dim k(PB) = dim Ap = ht P.

e) Consecinta imediata a definitiei catenaritatii si a punctului c).
O

COROLAR 1.10. Un AP-inel este universal catenar.

DEMONSTRATIE. Conform teoremei de structura pentru inelele lo-
cale, noetheriene si complete in topologia radiciala, A este imagine
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homomorfa a unui inel de serii formale cu coeficienti intr-un inel de
valuare discreta sau corp. Un astfel de inel este catenar, deci conform
punctului e) din propozitie, orice AP-inel este catenar. Dar Seydi [42]
arata ca un inel local, henselian, catenar si noetherian este universal
catenar. 0]

In conditiile propozitiei precedente nu rezulta ca pentru orice lant
saturat P’ C Q' de ideale prime din B, lantul P’"NA C QQ’N A este satu-
rat. Urmatoarea constructie (datorata lui D. Voiculescu si D. Popescu)
furnizeaza un contraexemplu.

Fie K un corp, X si Y doua variabile peste K, C' := K[X,Y], A
inelul seriilor algebrice in X si Y cu coeficienti in K i B = A=
K[[X,Y]]. M. Artin [3] a demonstrat ca A este un AP-inel excelent,
astfel ca morfismul de completare A — A indeplineste ipotezele cerute
in propozitia 1.9. Fie v € X K[[X]] transcendent peste K (X) si P :=
(Y —v)B. Aratam ca urma lui P pe C si pe A este idealul nul.

Intr-adevir, daci 0 # f € PN A, atunci exista ag,...,a, € C cu
Aoty £ 0§i ag+arf—+---+anf™ =0, astfel cd ag € CNP. Inseamni c
existid b € B pentru care ag = (Y — v)b. Inlocuind in aceasti egalitate
Y cu v se gaseste ca v ar fi algebric peste K[X], contrar alegerii sale.

Agadar, lantul saturat 0 C P din B (saturat intrucat idealul P este
principal) se contracta la 0 = 0 in A, iar lantul saturat P C (X,Y)B
se contracta la lantul nesaturat 0 C (X,Y)A.

Exemple concrete de inele cu proprietatea de aproximare au fost
puse in evidenta de M. Artin [3], [4]:

TEOREMA 1.11. a) Orice inel de serii convergente cu coeficienti
intr-un corp valuat netrivial, de caracteristica nula, este AP-inel.

b) Henselizatul oricarui inel local, esential de tip finit peste un corp,
este AP-inel.

c) Inelele de serii algebrice cu coeficienti intr-un corp sau inel de
valuare discreta, excelent si henselian, sunt inele cu proprietatea de
aprorimare.

DEFINITIE 1.12. Un inel local si noetherian (A, M, K) are propri-
etatea de aproximare forte (SAP) daca pentru orice sistem finit de
ecuatii polinomiale F' in Y = (Y,...,Y,) cu coeficienti in A exista o
functie p : N — N cu urmatoarea proprietate:

Daca j € A" satisface F(§) = 0 (mod M*®), ¢ € N, atunci exista
o solutie y € A™ pentru F cu y = ¢ (mod M°).

Asa cum sugereaza denumirea, proprietatea de aproximare forte
implica proprietatea de aproximare. Intr-adevir, pentru ' € A[Y]® un
sistem arbitrar de polinoame in Y = (Yi,...,Y,) siy € An o solutie
a sa, fie u : N — N functia SAP asociata sistemului F' = 0. Pentru
orice orice y € A" congruent cu § modulo M*Y) avem F(y) = F(y) =0
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(mod M n) 4 ) si, conform definitiei SAP, exista in A o solutie pentru
F' congruenta cu y modulo M.

M. Greenberg a aratat [19] ca inelele de valuare discreta, excelente
si henseliene au proprietatea de aproximare forte. De asemenea, M.
Artin [3] a demonstrat ca henselizatul unui inel local, esential de tip
finit peste un corp, are SAP.

Sa notam ca daca se arata ca orice inel local, noetherian i com-
plet are SAP, rezulta ca SAP si AP sunt echivalente pentru orice inel
local si noetherian. Intr-adevir, dat fiind un sistem F de polinoame
cu coeficienti in AP-inelul A, se considera p, functia SAP asociatd
sistemului F' considerat ca avand coeficienti in A. Vom proba ca pu
functioneaza si pentru inelul de baza A. Fie y € A™ o solutie aproxi-
mativa a lui F', in sensul ca F(y) € M*° pentru un anumit numar
natural ¢. Privind situatia in fAl, rezulta ca F are o solutie y € Ar
congruenta cu ¢y modulo M°A. Intrucat A este inel cu proprietatea de
aproximare, Lema 1.4 asigura existenta unei solutii y € A™ pentru F

cuy =7y (mod M Cﬁ) Evident y si y sunt congruente modulo M¢.

TEOREMA 1.13. (Pfister-Popescu) Orice inel local, noetherian, ex-

celent si henselian are proprietatea de aproximare forte. In consecinta,
un inel local si noetherian are AP dacd si numai dacd are SAP.

Inainte de a demonstra in sectiunea urmatoare acest rezultat fun-
damental, 11 vom folosi pentru a stabili alte proprietati ale AP-inelelor.

PROPOZITIE 1.14. Fie (A, M, K) un domeniu local, noetherian, ex-
celent, henselian si (x,,), un sir de elemente ale sale ce converge in to-
pologia M -adica la un element x € A ireductibil. Atunci existda un rang
incepand de la care toti termenii sirului sunt elemente ireductibile.

DEMONSTRATIE. Teorema Pfister-Popescu asigura ca un inel sa-
tisfacand ipotezele acestei propozitii are proprietatea de aproximare
forte. Fie p functia SAP asociata polinomului F':=YZ —x € A[Y, Z]
sit € Nastfel incat x,, = x (mod M*™1)) pentru toti indicii n > ¢. Daca
exista un termen reductibil x,, de rang n > t, inseamna ca exista ¥, Z €
M astfel ca §% = x,, = x (mod M*M), adica F(7,%) =0 (mod M*D),
Din proprietatea specifica functiei SAP se deduce existenta unor ele-
mente y, z € A pentru care F(y,z) =0siy—g € M, z— 2 € M.
Aceste relatii conduc la concluzia ca elementul z este reductibil, ceea

ce contrazice ipoteza. O
LEMA 1.15. Fie (A, M, K) un AP-inel local si noetherian, F un
sistem finit de polinoame in'Y = (Y1,...,Y,) cu coeficienti in A gi

g1, ---,gr sisteme finite de polinoame in'Y si Z = (Z1,...,7Z5) cu
coeficienti in A. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) exista o solutie ¥y a lui F in A astfel incat mici un sistem
9y, Z)=0,1<1i<r, nuare solutii in A,
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(17) exista o solutie y a lui F in A astfel incat nici un sistem
iy, Z)=0,1<i<r, nuare solutii in A,

DEMONSTRATIE. (i) = (i) Fie y o solutie pentru F' in A cu
proprietatea indicata si p; functia SAP asociata sistemului ¢;(y, Z) (1 <
i < r) (existenta este asiguratd din nou de teorema 1.13). Notand
¢ = max{(l) : 1 <1< 7“} se observa ca sistemul polinomial
9:(y, Z) = 0 nu are solutii in A/MCA A/Me¢. Pe de alta parte, din
lema 1.4 rezulta ca exista o solutie y a lui F' In A congruenta cu ¥y
modulo M°A. Se deduce ca g¢;(y, Z) nu are solutii in A/M°¢, si cu atat
mai mult nu are solutii in A.

(1i) = (1) De data aceasta se presupune ca exista y in A pentru
care F'(y) = 0 si nici un sistem g¢;(y, Z) = 0 (1 < i < r) nu are solutii
in A. Se considera functia SAP pu; asociata inelului A cu proprietatea
de aproximare forte si sistemului g;(y, Z). Notand t := max{ p;(1) :
1<i<r}, sededuce ca g;(y,Z) (1 <i<r)nu are solutii in A/M" ~
A/M!A, deci nici in A. O

TEOREMA 1.16. Fie (A, M, K) un inel noetherian gi local cu propri-
etatea de aproximare. Atunci A este factorial simultan cu completatul
SAU.

DEMONSTRATIE. Avem de aratat ca daca A este AP-inel factorial,
atunci A este de asemenea factorial. Din propozitia 1.8 se obtine ca
A este domfzniu. Vom proba ca orice element ireductibil din completat

este prim. In acest scop, se foloseste rezultatul urmator. U
LEMA 1.17. Fie (A, M, K) un domeniu noetherian i local, a1, . . ., a,
un sistem de generatori ai idealulur maximal, F' = X1X5 — X3X4,

g1 = XiZy — X3, g0 = X2y — Xy 51 g3 = Zg,jzl a;a;1;V; — Xy €
A(X,Z,T,V]. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
(1) A nu este factorial,
(11) exista o solutie v = (x1,%2,x3,24) a lut F in A astfel incat
fiecare dintre polinoamele g,(x, Z), g2(x, Z), g3(x, T, V') nu are
solutii in A.

DEMONSTRATIE. Un domeniu noetherian nu este factorial atunci
si numai atunci cand exista un element ireductibil z; € A care nu
este prim. In termeni de ecuatii, exista x9, r3, v4 € A astfel incat
X1y = X3x4 §i k3 & 1A, x4 & 11 A. Altfel spus, © = (1, 29, 23, 14) este
o solutie a lui F' cu proprietatea ca fiecare dintre polinoamele g;(z, Z),
g2(z, Z) nu are solutii in A. Conditia z; ireductibil, adica x; nu este
produsul a doua elemente din M, se exprima echivalent gs(x, T, V) nu
are solutii in A.

Rationamentul expus in paragraful precedent arata ca din (i) re-
zulta (i7). Reciproc, fie x = (x1, 29, x3, r4) elemente din A pentru care
F(z) = 0 si nici unul dintre polinoamele g,(z, Z), g2(z, Z), g3(z, T, V)
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nu are solutii in A. Se deduce ca x; este nenul (in caz contrar, luand
T; = 0, V; = 0 pentru toti indicii 7 si j se obtine solutie pentru
g3(z,T,V)) si neinversabil (altfel se gaseste solutie pentru g(z, 2)).
Ca mai sus se concluzioneaza ca x; este element ireductibil al lui A
care nu este prim. 0

Urmatorul rezultat se refera la proprietati ale fibrelor formale si a
fost demonstrat in [13]. Reamintim ca se spune ca fibrele formale ale
unui inel local si noetherian A sunt geometric normaie daca pentru
orice corp L care este o A-algebra finita, inelul L ® 4 A este domeniu
normal.

TEOREMA 1.18. Fie (A, M, K) un AP-inel noetherian. Atunci:

a) A este domeniu normal dacd $i numai daca A este domeniu
normal.
b) Fibrele formale ale lui A sunt geometric normale.

DEMONSTRATIE. a) Se observa ca un domeniu local nu este nor-
mal daca gi numai daca exista un numar natural nenul n, elemente

X1, X, UL, ... Uy N A cu xg # 0, 217 € 22A 51 2} —I—Zux" ‘rh = 0.
=1
Echivalenta dorita rezulta aplicand lema 1.15 pentru polinoamele

Fo=X{+Y wXp'X5 gri=Xs go=X1—XoZ
i=1

b) Fie P € SpecA, iar L un corp, extindere finita a corpului k(P).
Inchiderea intreagd B a lui A in L este A-algebrd finitd pentru ci A
este inel universal japonez in virtutea propozitiei 1.8. Atunci B, ca
orice algebra finita peste un inel henselian, este produs direct finit de
inele locale henseliene. Fiind domeniu, B este inel local. Conform
propozitiei 1.7, B are proprietatea de aproximare, astfel ca are com-
pletatul B~B R4 A domeniu normal. Dar fibra L®y A~ ~ Q(B)®4 A
este un inel de fractii al lui B , deci este domeniu normal. 0

C. Rotthaus [40] arata ca fibrele formale ale unui AP-inel semilo-
cal noetherian sunt geometric regulate. Coroborat cu teorema Pfister-
Popescu, acest rezultat arata ca un inel local, noetherian si henselian
este excelent daca gi numai daca are proprietatea de aproximare.
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2. Proprietatea de aproximare forte

Primele exemple de inele cu proprietatea de aproximare sunt da-
torate lui M. Artin [3], [4]. Demonstratiile sale folosesc teorema de
pregatire Weierstrass si lema lui Newton. Punerea in opera a acestei
idei de demonstratie necesita o virtuozitate desavarsita, fiind necesare
veritabile jonglerii cu serii convergente, algebrice sau formale in mai
multe variabile. Dar nu aceste dificultati de ordin tehnic constituie
principala deficienta a strategiei imaginate de Artin, ci faptul ca nece-
sita ingrediente specifice algebrelor analitice, inexistente in caz general.
Demonstratiile date de Greenberg [19] proprietatii de aproximare forte
sunt chiar mai complicate decat cele ale lui Artin, invocand constructii
greu de urmarit si verificat in toate detaliile. J. Becker, J. Denef,
L. Lipshitz gi L. van den Dries [6] aduc in aceasta problema metode
provenite din teoria modelelor. Efectul este un spectaculos castig de
claritate, structura demonstratiilor, simplificata cu cateva ordine de
marime, permite abordarea unor situatii mai generale si discernerea
ipotezelor strict necesare pentru stabilirea proprietatii de aproximare
de cele datorate metodei de demonstratie.

D. Popescu [30] a reusit sa gaseasca forta sa urmareasca pana la
capat abordarea corecta. Contributia sa esentiala este o caracterizare
originala a morfismelor regulate de inele noetheriene ca o limita induc-
tiva filtrata de algebre netede si de tip finit peste inelul sursa. Un astfel
de rezultat a fost conjecturat de M. Raynaud [38] inca din 1970, dar
a fost, se pare, ignorat pe nedrept de cei ce lucrau asupra proprietatii
de aproximare. Acest rezultat conduce la o demonstratie simpla a con-
jecturii lui Artin, potrivit careia un inel local, noetherian, excelent si
henselian are proprietatea de aproximare. Dar utilitatea sa nu este nici
pe departe epuizata. Astfel, se poate arata [34] ca un inel local re-
gulat (resp. Gorenstein sau Cohen-Macaulay) continand un corp este
limita inductiva filtrata de inele locale regulate (resp. Gorenstein sau
Cohen-Macaulay) esential de tip finit peste inelul numerelor intregi.
In consecinta, este confirmata, in cazul caracteristicii egale, conjectura
Bass-Quillen, care afirma ca un modul proiectiv si de tip finit P peste
un inel de polinoame R[T], cu R inel local regulat i T = (11, ...,T,),
n > 1, este extins din R, i.e.

P ~ R[T]| @ P/(T)P.

Acest rezultat are drept consecinta imediata faptul ca un modul pro-
iectiv si de tip finit peste R[T] este cu necesitate liber.

In aceasti sectiune vom prezenta constructia ultraproduselor in ra-
port cu un ultrafiltru neprincipal pe N, ce permite o demonstratie
simpla pentru echivalenta proprietatii de aproximare cu proprietatea de
aproximare forte. In cazuri particulare, acest fapt a primit demonstratii
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in [35] si [47]. Enuntul general apare in [28], dar demonstratia lor pen-
tru cazul neseparabil era gresita. Corectii si simplificari au fost gasite
de Denef [15] si Popescu [29].

2.1. Preliminarii. Reamintim notiunea de extindere separabila
de corpuri. Incepem cu definitia clasica.

DEFINITIE 2.1. Fie K C L o extindere algebrica de corpuri. Un
element € L se numeste separabil peste K daca polinomul minimal al
lui x peste K nu are radacini multiple (in corpul sau de descompunere)
si neseparabil in caz contrar. Extinderea L/K se numeste separabild
daca orice element al lui L este separabil peste K.

Pentru x € L neseparabil, conditia ca polinomul sau minimal f
peste K sa aiba radacini multiple este echivalenta cu faptul ca cel mai
mare divizor comun al lui f si al derivatei sale f’ s nu fie polinom
constant. Cum derivarea scade gradele, iar f este ireductibil peste K,
rezulta ca derivata polinomului minimal al unui element neseparabil
este polinomul nul. In cazul caracteristicii nule, din grad f’ = grad f—1
se deduce ca nu exista elemente neseparabile. In cazul corpurilor de
caracteristica pozitiva, sa zicem p, f' = 0 este echivalenta cu f €
K[XP].

Definitia data extinderilor algebrice separabile nu poate fi extinsa
pentru extinderi nealgebrice. Observatia consemnata in lema urmatoare
permite dezvoltari ulterioare in cadrul nonalgebric.

LEMA 2.2. O extindere algebrica K C L de corpuri de caracteristica
p > 0 este separabila atunci si numai atunci cand pentru orice extindere
finita K' o lwi K continutd in KY?, inelul K' @k L este redus.

DEMONSTRATIE. Rationam prin reducere la absurd. Sa presupu-
nem ca polinomul minimal f = Z;'l:o a; X7 peste K al unui element
x € L are radacini multiple. Atunci f € K[X?], astfel ca f = ¢?,
pentru un anumit g € K'[X], unde K’ := K(aé/p,...,acl/p). Rezulta
ca inelul K’ ®k L contine inelul neredus K’ @ K(z) ~ K'[X]/(g?).

Reciproc, presupunem ca L este o extindere separabila a lui K. Ob-
servam ca este suficient sa demonstram afirmatia pentru L o extindere
finita a lui K (caci produsul tensorial i limita inductiva comuta, iar
o limita inductiva de inele reduse este inel redus). Conform teoremei
elementului primitiv, exista x € L astfel incat L = K(z) ~ K[X]/(f),
unde f este polinomul minimal al lui x peste K. Pentru orice extindere
K'alui K, inelul K’ @k L ~ K'[X]/(f) este redus, pentru ca f nu are
radacini multiple. O

DEFINITIE 2.3. O extindere de corpuri K C L de exponent ca-
racteristic p se numeste separabila daca satisface una dintre conditiile
echivalente:
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(1) inelul K’ ® L este redus pentru orice extindere finita K’ a lui

K continuta in K7,

(43) inelul K'/? ®f L este redus,

(4ii) morfismul de inele g : K'/?®y L — L'/? definit prin asocierea
T ®y +— wy este injectiv,

(iv) corpurile L si K7 sunt liniar disjuncte peste K (in sensul
ca orice familie K-liniar independenta de elemente din L este
liniar independents peste K/7).

Dintr-o perspectiva moderna, separabilitatea Inseamna netezimea
extinderilor de corpuri. Mai precis, se poate demonstra ca o extindere
de tip finit de corpuri este etala daca si numai daca este finita si separa-
bila. Mai general, are loc urmatorul rezultat, ce joaca un rol important
intr-o demonstratie a teoremei de structura Cohen pentru inele locale,
noetheriene si complete:

TEOREMA 2.4. O extindere de corpuri este separabila atunci $i nu-
mai atunci cand este neteda.

2.2. Ultraproduse de inele.

DEerFINITIE 2.5. Un filtru pe N este o multime nevida D de parti
ale multimii numerelor naturale care are proprietatile:
a) D nu contine multimea vida,
b) daca s, t € D, atunci sNt € D,
c)dinse€ D, t CNgisCtrezultat € D.
Un filtru D pe N este numit principal daca exista r C N astfel ca
D ={s e N : r C s} in caz contrar este numit filtru neprincipal.
Un wltrafiltru pe N este un filtru D care este maximal in multimea
ordonata prin incluziune a filtrelor pe N.

Se stabilesc ugor urmatoarele fapte:

LEMA 2.6. a) Pentru D filtru pe N, urmatoarele conditii sunt echi-

valente:
(1) D este ultrafiltru,

(17) pentru fiecare r CN, fier € D, fie N\ r € D,

(t13) din s, t CN gisUt € D rezulta s € D saut € D.

b) Un ultrafiltru D pe N este neprincipal atunci si numai atunci
cand include filtrul mulfimilor cofinite {s € N : N\ s este finita }.

c¢) Ezista ultrafiltre neprincipale pe N.

DEFINITIE 2.7. Fie (A,), o familie numarabila de inele §i D un
ultrafiltru pe N. Pe produsul cartezian J] cN An se considera relatia
definita prin

(apn)n = (bn)n<={n :a,=0,}€D.

Se constata ca se obtine o relatie de echivalenta compatibila cu operatiile
pe componente. Notand cu [a] clasa de echivalenta a unui element a din
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[1,,cN An, o verificare de rutina ne convinge ca multimea cat inzestrata
cu operatiile

[(@n)n] + [(0n)n] == [(an + bn)n)s  [(@n)n][(bn)n] = [(anbn)n],

pentru (an)n, (bn)n € [1,cN Ans devine un inel (comutativ, unitar),
numit ultraprodusul familiei de inele (A,), N in raport cu ultrafiltrul
D. Daca A, = A pentru toti n € N, vom nota cu A* inelul obtinut si
il numim wltraputerea inelului A in raport cu ultrafiltrul D. Asociind
fiecarui element a € A clasa sirului constant (a,a,a,...), se obtine un
morfism de inele ¢4 : A — A*. Asemanator se defineste ultraprodusul
de A-module, care dobandeste in mod natural o structura de A*-modul.

[ata cateva proprietati algebrice ale inelelor obtinute cu ajutorul
acestel constructii.

PROPOZITIE 2.8. Fie A un inel, D un ultrafiltru neprincipal pe N
si A* ultraputerea lui A in raport cu D. Atunci:

a) Daca I este un ideal in A gi I* este ultraputerea lui I in raport
cu D, atunci I* este ideal in A* gi (A/I)* ~ A*/I*.

b) Daca A este domeniu (resp. corp), atunci A* este domeniu
(resp. corp).

¢) Daca P < A este un ideal prim (mazximal), atunci P* este un
ideal prim (mazimal) in A*.

d) Daca A este domeniu, atunci Q(A)* ~ Q(A*).

e) Pentru orice numar natural nenul n avem (A*)" ~ (A™)*.

f) Daca A este corp, atunci A* este o extindere separabila a lui
A.

g) Daca I < A este un ideal finit generat, atunci I* = ¢ (1)A*.

DEMONSTRATIE. a) Prima afirmatie necesita o verificare simpla.
Morfismul canonic A — A/I induce un morfism surjectiv A* —
(A/I)*, al carui nucleu consta din elementele = = [(z,),] € A* pentru
care multimea {n € N : z,, € I} apartine ultrafiltrului D. Dupa
definitie, nucleul coincide cu I*.

b) Fie x,,, y, € A (n € N) astfel ca [(2,)n][(yn)n] = 0 In A*. Notam
r={neN:zy,=0}s={n:z,=0}t={n:y, =0}
Atunci r € D, iar pentru A domeniu avem in plus r = sUt. Cum
D este ultrafiltru, rezulta s € D sau t € D, adica [(z,),] = 0 sau
[(yn)n] = 0. Daca A este chiar corp, iar clasa sirului (z,,), este nenuld
in A*, atunci ¢:={n : z, #0} € D, iar sirul y,, := z,;' pentru n € c
si ¥, := 1 pentru n & ¢ definegte inversul elementului [(x,),] In A*.

¢) Rezulta din cele demonstrate mai sus.

d) Incluziunea A C Q(A) induce un morfism injectiv A* C Q(A)*.
Orice z € Q(A)* este indus de un sir (u,/vy)n, CU Uy, v, € A si v, # 0
pentru toti n € N. Este clar ca z := [(uy)n]/[(vn)n], astfel ca are loc

egalitatea Q(A)* = Q(A*).
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e) Fie ey, ..., e, baza canonica a lui A™. Vom proba ca ¢4(e1), ...,
dale,) este o baza a A*-modulului (A™)*. Pentru u = [(u;);] € (A™)*
avem pentru orice k € N u;, = Z?:1ukj€j pentru anumiti ug; € A,
incat u = Y7 [(ukj)r]@ale;). Daca v; = [(vgy)] € A", 5 = 1,...,m,
sunt astfel incat )7 v;04(e;) = 0, atunci

SI:{]{? : kajej:0}€D~
j=1

Pentru j =1, ..., nrezultd vy; = 0 pentru orice k € s, ceea ce inseamna
ca v; este nul.

f) Stim deja ca A* este corp. Fie K un corp, extindere finita a lui
A. Atunci K este izomorf cu A™ pentru un anumit n si, conform celor
demonstrate deja, exista izomorfisme de A*-spatii vectoriale

K~ (A")" ~ (A")"~ A" ®4 K.

In particular, dim 4+ K* = dimy« A*® 4 K, ceea ce implica bijectivitatea
morfismului canonic surjectiv de inele A* ® 4 K — K*.

g) Un morfism surjectiv A" — I induce un morfism surjectiv
(A*)" ~ (A™)* — I* conform punctului e). O

PROPOZITIE 2.9. Ultraputerea defineste functor exact Mod A —
Mod A*, care coincide cu functorul de extindere a scalarilor A* @4 —
pe subcategoria plina a modulelor de tip finit in cazul in care A este
inel noetherian. In particular, ¢4 este morfism plat daca A este inel
noetherian.

PRrROPOZITIE 2.10. Fie A un inel, D un ultrafiltru neprincipal pe N
si A* ultraputerea lui A in raport cu D. Atunci:

a) Radicalul Jacobson J(A) al inelului A este dus de ¢ 4 in J(A¥).
b) Daca Max A = { My, My, ..., M, }, atunci

Max A" = { M{, M}, ..., M }.

n

¢) Daca A este un inel local si artinian, atunci A* este inel local
st artinian. In aceste conditii, pentru orice A-modul E de tip
finit are loc egalitatea l4(F) = 4« (E*).

d) Daca A este un inel local gi henselian, la fel este si A*.

DEMONSTRATIE. a) Pentruu € J(A) si z = [(z,),] € A arbitrare,
elementul 1+ ¢4(u)r = [(1 + uz,),] este inversabil in A* pentru ca
1 4 wx, este inversabil in inelul A pentru orice numar natural n.

b) Din propozitia 2.8a) rezultd A*/J(A)* ~ (A/J(A))", iar conform
punctului e) al aceleiagi propozitii

(A)J(A) (HA/M) ﬁA*/M* ﬁA/M
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este produs direct finit de corpuri. Din prima parte a acestei propozitii
se deduce ca nu exista in A* ideale maximale diferite de M7, M;, ...,
M.

¢) Fie (A, M, K) inel artinian local i n € N astfel incat M™ = 0. In
conformitate cu punctul g) din Propozitia 2.8, singurul ideal maximal
din A*, anume M*, este extinsul idealului finit generat M. Prin urmare,
idealul (M *)n = 0 este continut in orice ideal prim al inelului A*.
Asadar Spec A* are un singur element, astfel ca A* este inel local,
noetherian, cu idealul maximal nilpotent.

Pentru a demonstra a doua parte, se considera un sir de compozitie
0=FE, C E; C ... C E; = F pentru un A-modul de tip finit E.
Atunci 0 = Ej C Ef C ... C Ef = E* este un lant ascendent de
submodule ale lui £* cu B}, /E; ~ (EjH/Ej)* ~ K™ pentru toti
j < t—1. Se conchide ca s-a obtinut de fapt un sir de compozitie pentru
E*. Conform teoremei Jordan-Hoélder, toate sirurile de compozitie au
aceeasi lungime. Acum este clar ca A-modulul E are aceeasi lungime
ca si A*-modulul E*.

d) Se considera un polinom

d
f= l(an)n) X’

Jj=0

in variabila X cu coeficienti in A* astfel ca f(0) € M* si f'(0) & M*.
Pentru fiecare numar natural n se defineste

d
fui=Y ;X7 € A[X].
j=0

Din alegerea lui f rezulta ca
t:={neN: f,(00e M, f(0)g M} eD.

Pentru fiecare n € t exista z, radacina a polinomului f, continuta in
idealul maximal al inelului henselian A. Definind z,, = 0 pentru indicii
n din afara multimii ¢, se constata ca [(z,),] este o radacina a lui f
apartinand idealului maximal al inelului A*. 0

EXERcITII. 1. Ce se petrece daca D este ultrafiltru principal pe
N?

2. Cautati proprietati analoage pentru ultraprodusul unei familii
numarabile de inele.

Ultraputerea are anumite proprietati de saturare care ii asigura uti-
litatea in algebra (in teoria modelelor se vorbeste despre compacitate).

LEMA 2.11. Fie (A, M, K) un inel local noetherian si f = (fn),cN
un sistem numarabil de polinoame intr-o variabila cu coeficienti in A.
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Pentru D un ultrafiltru neprincipal pe N, se noteaza A* ultraputerea
lui A in raport cu D,

My =0 NM"A" si Ay = A"/M,.
Atunci urmatoarele afirmatic sunt echivalente:
(1) sistemul f are o solufie in Aq,
(ii) pentru orice t € N, sistemul finit fO = (fi, fa,..., f;) are
solutie tn A*/M"'A*.

DEMONSTRATIE. Avem de aratat doar (it) = (7). Pentru fiecare
numar natural ¢ se considera un element y® = [@ﬁt))n] din A* astfel
ca fO(F®) =0 (mod M*A*). Atunci

ss={neN: fOF¥)y=0 (mod M*)} e D.

Intrucat D este ultrafiltru neprincipal, el contine multimea
t
sp={ sk \{0,1,2,... .t}
k=1
Evident s} D s, D ... gl nu exista element comun tuturor multimilor
s, r € N. Rezulta ca se poate defini

. g dacin € sigit,=max{teN:nes,},
! 0 altfel.

Se verifica apoi ca y := [(y, )] satisface f(y) =0 (mod MZ). O

TEOREMA 2.12. Fie (A, M, K) un inel local si noetherian, D un
ultrafiltru neprincipal pe N, A* wultraputerea lui A in raport cu D,
M7, = N, .NM"A" si Y4 compunerea morfismelor canonice A —
A* — Ay = A*/MZ. Atunci Ay este inel local, noetherian, complet,
de ideal mazximal M Ay, are aceeasi dimensiune ca si inelul A, iar py
este morfism local si plat.

DEMONSTRATIE. Fie B := lim A*/M"A* completatul lui A* in to-
pologia M-adica si p : A* — B morfismul canonic. Aratam ca p este
surjectiv.

Orice element al inelului B provine dintr-un fir (z,),, unde z, € A*
satisfac pentru toti indicii n

Znt1l = 2z (mod M™AY).
Conform lemei 2.11, sistemul de congruente
Z—2,=0 (mod M"A*), n €N,

are o solutie z € A* deoarece are o solutie in A*/M'A* pentru orice
t € N. Evident p duce aceasta solutie z in familia (z,),, astfel ca este
morfism surjectiv.
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Cum ker p = MZ, rezulta ca A; este inel local si complet. Pentru
a demonstra noetherianitatea sa, vom folosi faptul ca idealul sau ma-
ximal M A; este finit generat. Prin urmare, graduatul lui A; in raport
cu M A, este inel noetherian. Acum se invoca rezultatul demonstrat in
DE REFERIT ca noetherianitatea graduatului implica noetherianita-
tea inelului in cazul unei filtrari descendente separate.

Pentru fiecare numar natural nenul s, inelul A/M* este local si arti-
nian, astfel ca, datorita propozitiei 2.10c), inelul A;/M*A; ~ A*/M*A*
~ (A/M?)" este artinian si

[A(A/M?) = Lae (A" MPAY) = L, (Ar /M Ay).

Din aceste egalitati se obtine ca functiile Hilbert asociate inelelor A si
A; coincid. In consecinta, gradele polinoamelor Hilbert corespunzatoare
coincid, astfel ca dim A = dim A;.

Platitudinea morfismului 14 rezulta din criteriul local de platitu-
dine (cf. [23, 29.4] sau [36, cap. IV, th. 6.12]) si din faptul ca idealul
maximal al lui A genereazd idealul maximal al inelului A;. Intr-adevir,
A este inel noetherian prin ipoteza, A; este inel noetherian conform ce-
lor demonstrate anterior, iar M A; este continut in radicalul Jacobson
al inelului A; datorita propozitiei 2.10a). intrucét, pentru orice ideal [
din A, topologia M-adica pe A-modulul I ® 4 A; coincide cu topologia
M Ai-adica, se obtine ca A; este ideal-separat in topologia M-adica.

O

DEFINITIE 2.13. Se spune ca un inel noetherian A este Reg-1 daca
multimea
{P € Spec A : Ap este inel regulat }

este deschisa in topologia Zariski de pe Spec A. Inelul noetherian A
este numit Reg-2 daca orice A-algebra de tip finit este inel Reg-1.

Un morfism plat de inele noetheriene v : A — B se numeste requlat
daca toate fibrele sale sunt geometric regulate. Aceasta Inseamna ca
pentru orice P € Spec A gi pentru orice corp L, extindere finita a
corpului rezidual k(P), inelul L ® 4 B este regulat.

Un rezultat al lui Nagata stabileste ca orice inel noetherian, se-
milocal gi complet este Reg-2. Demonstratia acestei teoreme, ca si a
celorlalte rezultate mentionate in continuare, se gaseste in [10, sec. 6].

Un morfism de inele noetheriene u : A — B este regulat daca si
numai dac& pentru orice ideal prim @Q din B si P := u~(Q), morfismul
indus Ap — B este formal neted in topologia radiciala. Prin urmare,
orice morfism neted de inele noetheriene este regulat.

DEFINITIE 2.14. Un inel noetherian A se numeste reg—mgl\ daca
pentru orice P € Spec A, morfismul de completare Ap — Ap este
regulat. Se foloseste frecvent exprimarea alternativa fibrele formale ale
lui A sunt geometric regulate.
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Este clar ca orice imagine homomorpha si orice inel de fractii al
unui reg-inel este reg-inel. O clasa larga de inele cu aceasta proprietate
a fost pusa in evidenta de Grothendieck, care a demonstrat ca orice
inel local, noetherian si complet este reg-inel.

DEFINITIE 2.15. Un inel noetherian se numeste cvasiexcelent daca
este reg-inel si Reg-2. Se spune despre un inel cvasiexcelent ca este
excelent daca in plus este universal catenar.

Din cele mentionate anterior rezulta ca reg-inelele semilocale sunt
cvasiexcelente. Dintre exemplele de inele excelente mentionam: corpu-
rile, inelele noetheriene care sunt semilocale gi complete, inelele Dede-
kind de caracteristica nula, algebrele de tip finit peste un inel excelent.
Excelenta este stabila la luarea fractiilor. Un rezultat fundamental a
fost stabilit independent de M. André [1], N. Radu [9] si H. Seydi [43]:

TEOREMA 2.16. (localizarea netezimii formale) Fie v : A — B
un morfism local intre inele locale si noetheriene. Daca u este formal
neted si A este reg-inel, atunci u este morfism requlat.

DEMONSTRATIE. Demonstratia se gaseste in [10, 11.3]. O

Aceasta teorema are urmatoarea consecinta pentru inelele cu pro-
prietatea de aproximare.

COROLAR 2.17. Pastram notatiile si ipotezele teoremer 2.12. Daca
in plus A este inel cvasiexcelent, atunci 4 este morfism requlat.

Acum putem exprima mai usor proprietatea de aproximare forte.

LEMA 2.18. Fie (A, M, K) un inel noetherian, D un ultrafiltru ne-
principal pe N, A* ultraputerea lui A in raport cu D, M% = ﬂteNMtA*
si a4 compunerea morfismelor canonice A — A* — Ay = A* /M .
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) A are proprietatea de aproximare forte,

(13) pentru orice sistem finit de polinoame f cu coeficienti in A,
pentru orice numar natural nenul ¢ si pentru orice solutie y a
lui f in Ay exista o solufie y a lui f in A* astfel incat y =y
(mod M°¢A*).

DEMONSTRATIE. (i) = (i1) Fie f, ¥ = [(Un)n) §i ¢ ca in enuntul
conditiei (i7) i pn : N — N functia SAP asociata sistemului f. Aceasta
inseamna ci f(7) =0 (mod MH) A*), astfel ca

si={neN: f(F)=0 (mod M*)}e D.

Conform definitie functiei SAP, pentru fiecare n € s exista o solutie
yp a lui f in A astfel incat y,, = vy, (mod M¢). Pentru indicii n din
complementara multimii s punem ¥, := 0. Se obtine astfel o solutie
Y :=[(yn)n] @ lui f in A* cu proprietatea y =y (mod M°A*).
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(17) = (i) Implicatia reciproca se demonstreaza prin reducere la
absurd. Presupunem ca exista un sistem finit de polinoame f in va-
riabilele Y si cu coeficienti in A pentru care nu exista functie SAP.
Aceasta Inseamna ca exista un intreg strict pozitiv c¢ astfel ca

Vn e N,Jy, € A astfel ca f(y,) =0 (mod M"),

dar nu exista nici o solutie z, a lui f In A cu proprietatea z, = ¥,
(mod M¢). Atunci y := [(Un)n] este o solutie a lui f in A*/M"A*
pentru toti r € N, astfel incat f(y) =0 (mod MZ). Conform conditiei
(1), exista o solutie y = [(yn)n] & lui f in A* pentru care y = y
(mod M¢A*). Atunci multimea

s={neN: f(y,) =0,y=7y, (mod M°A*)}

apartine ultrafiltrului D, fiind intersectie a doua elemente din D. In
particular, multimea s este nevida. Dar pentru n € s se contrazice

conditia (*). O

Acum putem demonstra usor si elegant echivalenta proprietatilor
AP i SAP. In demonstratie se foloseste o remarcabila teorema datorata
lui D. Popescu [30, 31, 32].

TEOREMA POPESCU (desingularizare Néron generala). Fie A gi A’
inele noetheriene, u : A — A" un morfism requlat, B o A-algebra de
tip finit siv : B — A’ un morfism de A-algebre. Atunciv factorizeaza
printr-o A-algebra C' de forma C' = (A[Y]/(f))g, cu f=(f1,foy- oy fr)
polinoame in variabilele Y = (Y1,Ys,...,Y,), r < n i g apartinand
idealului Ay generat de r X r-minorii matricii iacobiene (0f;/0Y;).

A A
N
w
B C
q

In cazul inelelor de valuare discreta, acest rezultat a fost demonstrat
de A. Néron [25]. O varianta ce confirma o alta conjectura a lui M.
Artin se gaseste demonstrata in [14].

TEOREMA 2.19. Un inel local, noetherian, excelent i henselian are
proprietatea de aproximare forte. In particular, un inel local si noethe-
rian este AP-inel daca si numai daca are SAP.

DEMONSTRATIE. Fie (A, M, K) un inel indeplinind ipotezele te-
oremei, D un ultrafiltru neprincipal pe N, A* ultraputerea lui A in
raport cu D si ¥4 morfismul compus A — A* — A; := A*/MZ,, cu
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M, =N, .NM"A". Avand in vedere lema precedenta, este suficient
sa aratam ca pentru orice sistem finit de polinoame h in variabilele
Z = (21, Za, ..., Zs) si cu coeficienti din A, pentru orice ¢ € N gi pen-
tru orice solutie z a lui A in A; exista o solutie z a lui h in A* astfel
incat z =z (mod M°A*).

Fie v morfismul de A-algebre B := A[Z]/(h) — A; definit prin
asocierea clasa Z +— 2 (mod M*). Intrucét ¢, este morfism regu-
lat conform corolarului 2.17, din teorema Popescu rezulta ca morfis-
mul v factorizeaza printr-o A-algebra C := (A[Y] /( f))g, unde [ =
(f1, fo, ..., fr) sunt polinoame in variabilele Y = (Y3,Y5,...,Y,) cu
coeficienti in inelul A, » < n, iar g este un element din idealul Ay
generat de 7 x r-minorii matricii iacobiene (0f;/0Y;). Altfel spus, tri-
unghiurile din diagrama urmatoare sunt comutative.

g Ya A
N
w
B C
q

Fieq: B — C g w: C — A morfisme de A-algebre astfel incat
v =wgq. Atunci g := w(Y mod (f)) este o solutie a lui f in A; pentru
care g(y) = w(Y mod (f)) € MA;. Prin urmare Ay(y) ¢ MA;,
astfel ca pentru o ridicare arbitrara y a lui ¢ la A* avem

f(y) =0 (mod M°A%), As(y) & MA™.

Cum A* este inel henselian conform propozitiei 2.10d), din teorema
functiilor implicite decurge existenta unei solutii y a lui f in A* ce
satisface y = 7 (mod M¢A*). In plus g(y) = g(7) # 0 (mod MA*),
astfel ca exista un morfism de A-algebre u : C' — A* indus de asocie-
rea Y — y. Este clar ca z := uq(Z) este o solutie a lui h in A* pentru
care
z=wq(Z)=v(Z) =% (mod MC¢A*).
O

Consecintele teoremei Popescu sunt profunde si numeroase. incepem
prin a stabili conjectura lui M. Artin referitoare la proprietatea de apro-
ximare.

TEOREMA 2.20. Un inel local, noetherian, excelent i henselian are
proprietatea de aproximare.

DEMONSTRATIE. Fie h un sistem finit de polinoame in variabilele
7 =(Z1,Za,...,Zs) cu coeficienti intr-un inel local (A, M, K) cu toate
proprietatile cerute in enunt. Fie Z o solutie a lui h in completatul A
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al inelului A. Morfismul de A-algebre v : B := A[Z]/(h) — A indus
de asocierea Z +— Z factorizeaza printr-o A-algebra C' ca in teorema
Popescu. Fie w : C — A si ¢ : B :—> C morfisme de A-algebre
astfel ca v = wq. Se observa ca y := w(f/) este o solutie a lui f cu
proprietatea g(j) = w(§) ¢ MA. Prin urmare Az(j) ¢ MA. Conform
teoremei functiilor implicite pentru inele henseliene, exista o solutie y
alui f in A pentru care y = ¢ (mod M/Al) Asgadar, g(y) = g(y) 0
(mod MA) si se obtine un morfism de A-algebre u : C' — A ce duce

Y in y. Atunci z := ug(Z) este o solutie a lui h in A. O

Teorema precedenta a fost demonstrata in cazul inelelor de serii for-
male de M. Artin. Demonstratia sa se baza pe teorema de pregatire We-

ierstrass. Aceasta idee nu functioneaza, de pilda, pentru inelul excelent
henselian C{X }[[Z]], cu X = (X1, Xo,..., Xy), Z = (21, Zs, ..., Z4).

COROLAR 2.21. Daca u : A — B este un morfism requlat de inele
noetheriene, atunci modulul A-diferentialelor lui B este B-modul plat.

DEMONSTRATIE. Fie Q5,4 modulul A-diferentialelor lui B. Din
teorema Popescu rezulta ca B este limita inductiva filtrata de A-algebre
netede de tip finit Cj, ¢ € I. Atunci

Qp/a =1im Qe /.
el

DE CONTINUAT 0J
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