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CAPITOLUL 1

Module noetheriene si module artiniene

Galois a introdus ideea de a studia un obiect matematic (ecuatii
polinomiale) indirect, prin intermediul altei structuri (grupuri asoci-
ate). O paradigma asemanatoare functioneaza cu mult succes in multe
alte contexte. Foarte fructuoasa s-a dovedit a fi considerarea relatiilor
de ordine pe multimi asociate obiectelor de interes. Pe aceasta idee
se bazeaza demonstratia eleganta si simpla data de E. Noether faptu-
lui ca in orice inel comutativ in care nu exista giruri infinite de ideale
continute unul in altul, orice ideal este o intersectie finita de ideale pri-
mare. Acest punct de vedere a fost insusit in studiul modulelor peste
inele necomutative, al laticilor, dar si al spatiilor topologice.

1. Conditii de lanturi pentru inele si module

PROPOZITIE 1.1. Pentru un A-modul arbitrar E, urmatoarele con-
ditii sunt echivalente:

(ACC) orice lant ascendent de submodule Ey C E1 C Ey C ... este
stationar, i.e. exista k € N astfel incat E,, = FEj pentru orice
n >k,

(MAX) orice multime nevida de submodule ale lui E contine un ele-
ment mazimal fata de incluziune.

DEMONSTRATIE. Implicatia (ACC) = (MAX) o demonstram
prin reducere la absurd. Sa presupunem ca exista o mutime nevida £
de submodule ale lui E astfel incat £ nu are elemente maximale fata de
incluziune. Consideram F; € L. Atunci exista Fy € L cu Fy C Es, In
caz contrar F; ar fi element maximal, in contradictie cu presupunerea
facuta. Din acelasgi motiv exista E3 € £ cu Ey C E3. Astfel se pune in
evidenta un gir strict crescator de submodule ale lui E, gir care nu este
stationar.

(MAX) = (ACC) Fie Ey C E; C E3 C ... un gir ascendent de
submodule. In virtutea conditiei (MAX), multimea £ := { E, },cN
contine un element maximal Fj. Pentru n > k avem Ej C E, (pentru
ca lantul este ascendent) si E,, € L, deci E,, = E}, altfel s-ar contrazice
faptul ca Ej este element maximal al multimii L. O
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2 1. MODULE NOETHERIENE SI MODULE ARTINIENE

Considerand pe multimea submodulelor ordinea opusa incluziunii,
se obtine:

PROPOZITIE 1.2. Pentru un A-modul arbitrar E, urmatoarele con-
ditii sunt echivalente:

(DCC) orice gir descrescator Eg O Ey O FEy O ... de submodule este
stationar,

(MIN) orice multime nevida de submodule ale lui E contine un ele-
ment minimal fata de incluziune.

DEFINITIE 1.3. Un A-modul F se numeste noetherian (resp. ar-
tinian) dacad indeplinegte una dintre conditiile echivalente ale propo-
zitiei 1.1 (resp. 1.2). Un inel se numeste noetherian (resp. artinian)
daca este astfel privit ca modul peste el insusi.

Reamintim ca un modul E este numit finit generat daca exista xq,
. Tn € B, n €N, astfel incat £ = )" | Az;. Notiunea duala este
definita folosind dualitatea dintre suma si intersectia de submodule.

DEFINITIE 1.4. Un A-modul F se numeste finit cogenerat daca
pentru orice familie de submodule (E) ) ea cu ﬂ E) = 0 exista o parte
finita I' C A astfel Incat ﬂ E, =0. A€A

yer

Dualitatea este mai putin misterioasa dupa ce vom vedea ca pro-
cedeul cel mai simplu de a construi un lant ascendent este sa facem
suma unor submodule, iar pentru a produce un lant descendent este
firesc sa consideram intersectia a tot mai multe submodule.

EXEMPLE. 1. Z-modulul Z este finit generat (un sistem de gene-
ratori consta doar din elementul unitate), dar nu este finit cogenerat
intrucat N{ pZ : p prim } =0 si

n
ﬂpiZ = pip2 - Pnl
i=1
pentru orice numere prime pq, ..., pp, 7 > 1.
2. Fie K un corp. Un K-spatiu vectorial este finit generat daca
si numai daca este de dimensiune finita, daca si numai daca este finit
cogenerat.

PROPOZITIE 1.5. Pentru un A-modul arbitrar E, urmatoarele con-
ditii sunt echivalente:
(1) E este A-modul finit generat,

(13) pentru orice familie de submodule (Ey)en astfel ca ZEA =F

AEA
exista o parte finita I' C A astfel incat B, = E.
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DEMONSTRATIE. (i) = (i7) Fie o familie de submodule (F))aea
astfel ca > xea Ba = E. Se considera un sistem finit de generatori z,
..., Ty, pentru E. Fiecare x}, se scrie ca o suma finita de elemente nenule
Yr; € E; pentru j parcurgand o multime finita A;. Strangem in I' toti
indicii submodulelor din familia considerata care contin componentele
yr; ale generatorilor modulului £: T' := Ay U ... UA,. Este clar ca
I' este o parte finita a lui A si ca orice element din E este combinatie
liniara de xy, deci si de yg;.

(1i) = (i) Se considera familia de submodule (Ax),cp ale lui E.

O

TEOREMA 1.6. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) E este A-modul noetherian,
(17) orice submodul al lui E este finit generat,
(1ii) pentru orice familie nevida de submodule (E))xen existd o parte
finita T C A astfel incdt Y E, = Ej.

~vel AEA

DEMONSTRATIE. (i) = (i¢i) Sa presupunem ca existd un sub-
modul F' al unui modul noetherian E care nu este finit generat. Atunci
pentru orice 1, ..., r, € F, n € N, avem Ax; +---+ Ax,, C F, deci

n

exista 4.1 € F'\ Z Ax;. Inductiv se construiegte un lant ascendent

nestationar de sublintl)dule ale lui F', deci si ale lui E.
(1i) = (44i) Se aplica propozitia 1.5 A-modulului ZE)"
AEA
(17i) = (i) Daca Ey C E; C Ey C ... este un lang ascendent de
submodule ale lui F, exista k € N astfel incat
k
> E,=) E =E.
n>0 i=0
Rezulta F,, C Ej pentru toti n > k. Cum incluziunea inversa are loc
pentru ca E, formeaza un lant crescator fata de incluziune, rezulta ca
lantul considerat este stationar. 0

Rezultatul corespunzator pentru module artiniene este urmatorul:

TEOREMA 1.7. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) E este A-modul artinian,
(17) orice modul cat al lui E este finit cogenerat,
(1ii) pentru orice familie nevida de submodule (E))xen existd o parte
finita I' C A astfel incat (\,cp By = Nyep Er-
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DEMONSTRATIE. Echivalenta dintre prima si ultima conditie se
demonstreaza ca si in cazul noetherian.
(11) = (dii) Fie F := ﬂE,\ sip: E — E/F surjectia canonica.
Intrucat AEA
(p(Ey) =p(() Ex) =p(F) =0,
AEA AeA
iar modulul cat E/F este finit cogenerat conform conditiei (i7), de-
ducem cd exista o parte finita I' C A pentru care () . p(E,) = 0.
Ultima relatie este echivalenta cu (), cp By = [ e B
(1it) = (i1) Fie G < E, F := E/G, p : E — F surjectia
canonica gi (Fy)ea o familie nevida de submodule ale lui F' cu ) xer Fo =
= 0. Considerand preimaginile £\ := p~'(F)), avem

NE=p (1) =p"'0)=GC.

AEA AEA
Conditia (#47) asigura existenta unei parti finite I' C A pentru care
G = (Ve B, De aici rezulta

B =) pE)=p() E)=pG)=0.

vyel’ vel yel

O

TEOREMA 1.8. Fie 0 — E' 5 B %% E" — 0 un sir exact de
A-module. Atunci E este modul noetherian (resp. artinian) daca si
numai daca E' gi E" sunt module noetheriene (resp. artiniene).

DEMONSTRATIE. Vom demonstra numai echivalenta afirmatiilor
referitoare la noetherianitate, restul demonstratiei fiind similar.

Sa presupunem ca E este modul noetherian. Daca Ej C E| C
C E} C ... este un lant ascendent de submodule ale lui E’, atunci
(f(E!))n>o0 este un lant ascendent de submodule ale modulului noe-
therian E. Asadar, exista k € N astfel incat f(E)) = f(E}) pentru
toti n > k. Morfismul f fiind injectiv, avem E} = f~(f(E!)) pentru
orice ¢ € N. Prin urmare, £/ = E; pentru n > k. Cum lantul as-
cendent (E!),>o a fost arbitrar, conchidem ca E’ indeplineste conditia
(ACCO).

Pentru fiecare lant ascendent (E!),>o de submodule ale lui E”,
lantul ascendent (g7'(E”)),>0 de submodule ale lui E este stationar.
Cum g este surjectivd, avem g(¢g~'(E")) = E! pentru toti n € N. De
aici se deduce rapid ca lantul considerat in E” este stationar.

Pentru reciproca, se considera (E,),>o un lant ascendent de sub-
module ale lui E. Preimaginile modulelor F; prin f, resp. imaginile lor
prin g, formeaza lant ascendent pe modulul noetherian E”, resp. F'.
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Acestea stationeaza: f~1(E,) = f~Y(E}) si g(E,) = g(E)) pentru toti
n > k, unde k a fost convenabil ales. Vom arata ca F, = E, pentru
n>k.

Fie x € E,, unde n > k. Din g(z) € ¢g(E,) = g(E)) rezulta
ca exista y € FEj astfel ca g(y) = g(z). Atunci z —y € ker g =
= Im f. Asadar, exista z € E' cu f(2) =z —y € E, + E;, = E,. Deci
z € fTYE,) = f7YE), astfel c& x —y = f(2) € Eg. Prin urmare
r=(r—y)+ye€ E. O

COROLAR 1.9. Un modul izomorf cu un modul noetherian (resp.
artinian) este noetherian (resp. artinian).
DEMONSTRATIE. Se aplica teorema sirului exact
0 —0—F—F—0.
O
COROLAR 1.10. Suma directa a unei familii finite de module este

modul noetherian (resp. artinian) daca si numai dacd fiecare membru
al familiei are aceeasi proprietate.

DEMONSTRATIE. Se rationeaza prin inductie dupa cardinalul fami-
liei folosind girul exact canonic

0— E, — & E, — EB?:_llEi — 0.
O

COROLAR 1.11. Orice modul finit generat peste un inel noetherian
(resp. artinian) este modul noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Un modul generat de n elemente este izomorf
cu un cat al A-modulului A™, care este A-modul noetherian (resp.

artinian) conform rezultatului precedent. Apoi se aplica teorema 1.8.
O

COROLAR 1.12. Daca A este un inel noetherian (resp. artinian) gi
I este un ideal al sau, atunci A/1 este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Conform teoremei 1.8, A/I este A-modul noe-
therian (resp. artinian). Apoi se tine cont ca orice ideal al inelului A/
este A-modul. O

Ambele proprietati se comporta bine la localizare.

PROPOZITIE 1.13. Daca E este un A-modul noetherian (resp. ar-
tinian) si S este un sistem multiplicativ inchis in A, atunci ST FE este
S~ A-modul noetherian (resp. artinian).
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DEMONSTRATIE. Asertiunea rezulta din binecunoscuta corespon-
denta dintre S~!A-submodulele lui S™'E si A-submodulele lui E care
sunt S-saturate. O

EXEMPLE. 1. Orice inel finit este noetherian si artinian pentru ca
exista doar un numar finit de ideale.

2. Orice corp este inel noetherian gi artinian, avand doar doua
ideale.

3. Orice inel principal este noetherian. Un inel principal este ar-
tinian daca gi numai daca este corp. Intr-adevir, daci p # 0 este ge-
neratorul unui ideal maximal, sirul descrescitor de ideale (p) D (p?) D
D (p?) D ... nu este stationar — in caz contrar rezultand existenta
unui numar natural n > 0 i a unui element a al inelului astfel ca
p" = ap™t!, ceea ce implica p inversabil.

4. Un spatiu vectorial V' este modul noetherian daca si numai
daca este modul artinian, daca si numai daca are dimensiunea finita.
Daca (z,),cn este o familie liniar independenta de elemente ale lui V/,
pentru n € N se considera subspatiile vectoriale V,, si W,, generate de
elementele cu indici < n, respectiv > n. Atunci (V},),cn este un lant
ascendent nestationar, iar (W,,),cn este un lant descendent nestationar.
Daca V este finit dimensional, se foloseste exemplul 2 si corolarul 1.11.

5. Pentru K corp, KN si K[Xy, Xy, ..., X,,...] nusunt inele noethe-
riene. Afirmatia referitoare la KN este consecintd a exemplului 4. Pen-
tru inelul de polinoame intr-o infinitate de nedeterminate se observa,
de pilda, ca lantul constand din idealele generate de primele n variabile,
n =1, 2, ..., nu este stationar.

6. Pentru p numar prim se defineste H, := { T se Z,n € N}si
pn

Ly = H,/Z. Atunci Z,~ este Z-modul artinian, dar nu noetherian.
Pentru a demonstra aceste afirmatii, consideram G un subgrup propriu
al lui Zp~ si observam ca exista n € N astfel incat G este generat
de clasa lui 1/p". Rezulta ca dacd G = p~*Zp~ si G’ = p "Zp~ cu
s,t € N, atunci G/ < G daca si numai daca t < s. Prin urmare, laticea
Z-submodulelor lui Zy~ este bine ordonata relativ la incluziune, adica
indeplineste conditia (MIN). Cum multimea numerelor naturale nu
satisface conditia lanturilor ascendente, tragem concluzia ca Z,~ nu
are proprietatea (ACC).

7. In notatiile exemplului precedent, H, nu este Z-modul artinian
si nici noetherian, pentru ca exista un sir exact de grupuri abeliene
0 —7Z— H, — Zp — 0.
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8. Un subinel al unui inel noetherian (resp. artinian) nu are
neaparat aceeasi proprietate. De pilda, inelul de polinoame intr-o in-
finitate de nedeterminate de la exemplul 5 este subinel al corpului sau
de fractii.

Rezultatul care urmeaza arata ca proprietatea unui inel de a fi
noetherian se transfera la inelul de polinoame intr-o variabila. Ast-
fel putem da noi exemple de inele noetheriane.

TEOREMA 1.14. (Teorema bazei a lui Hilbert) Daca A este inel
noetherian, atunci inelul de polinoame A[X| este inca noetherian.

DEMONSTRATIE. Aratam ca daca A[X] nu este inel noetherian,
atunci nici A nu este. Fie I un ideal in A[X] care nu este finit ge-
nerat. Alegem f; € I un polinom nenul de grad minim printre ele-
mentele lui 7. Intrucat I nu coincide cu idealul generat de fi, e-
xista fo € I\ f1A[X]. Alegem un polinom fy de grad minim intre
toate polinoamele cu aceasta proprietate. Repetand constructia, se
obtine un sir de polinoame (f,),>1 cu f, un polinom de grad minim
din 7\ (f1,...,fn-1)A[X], n > 1. Notam cu d, gradul lui f, si
cu a, coeficientul sau dominant. Din alegerea polinoamelor rezulta
di < dy < ... Aratam ca lantul de ideale a1 A C (aj,a2)A C ...
este strict crescator. Sa presupunem contrariul. Atunci exista k € N,
k > 1, astfel incat (aq, a9, ..., ax)A = (ay,as, .. ., ax, arsr1)A sau echiva-
lent a1 = ayby + - - - + agby pentru niste elemente b; € A. Atunci
polinomul

k
g:= fk—i—l _ Z biXkorl—difi
i=1
are gradul < dj 1, este din idealul considerat I, dar nu apartine idealu-
lui generat de f1, ..., fr. Existenta unui astfel de polinom contrazice
alegerea lui fry. O

Reciproca este valabila pentru ca daca A[X] este inel noetherian,
atunci A ~ A[X]/(X) este A[X]-modul noetherian, deci inel noetherian
conform corolarului 1.12.

Pentru a formula consecinte importante ale acestui rezultat funda-
mental in algebra comutativa, reamintim urmatoarele notiuni. Daca
1 : A — B este un morfism unitar de inele comutative, B va fi numit
A-algebra de morfism structural u. Pe grupul abelian (B, +) subiacent
inelului B se introduce o structura de A-modul prin restrictia scala-
rilor via morfismul u, inmultirea exterioara fiind definita prin formula
a-z=u(a) z,a €A, r € B, unde iInmultirea din partea dreapta este
inmultirea interna cu care este inzestrat inelul B. In cazul in care u este
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injectiv, identificand pe A cu imaginea sa prin u, putem presupune ca
A este un subinel al lui B si ca u este morfismul de incluziune A C B.
Spunem 1in acest caz ca B este o extindere a inelului A.

Pentru z1, ..., x, € B arbitrare se noteaza cu Alzy, ..., x,] cel mai
mic subinel al lui B care contine elementele alese si u(A). Din pro-
prietatea de universalitate a algebrei polinoamelor rezulta ca aplicatia
a: AlXy,...,X,] — B definita prin evaluarea f — f(xq,...,2,)
este unicul morfism de inele astfel incat a(X;) = z;, 1 < i < n, si
a(a) =u(a), a € A. Este clar ca

Ay, ...,z =Ima={f(xy,...,2,) : f€AXy,....X,] }.

Se spune ca morfismul de inele u : A — B este de tip finit sau ca
B este o A-algebra de tip finit sau ca B este o A-algebra finit generata
daca exista xq, ..., z, € B, n € N, astfel incat B = Alzy,...,x,]. In
acest caz, x1, ..., T, se numeste sistem de generatori ai A-algebrei B.
Din cele de mai sus rezulta ca B ~ A[Xq,...,X,]/I pentru un ideal
I in inelul de polinoame A[Xj, ..., X,]. Se spune ca morfismul u este
finit sau ca B este o A-algebra finita daca B este A-modul finit generat.

PROPOZITIE 1.15. Fie A un inel noetherian (resp. artinian) si B
o A-algebra finita. Atunci B este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Conform corolarului 1.11 B este un A-modul noe-
therian (resp. artinian). Cum orice ideal al lui B este i un A-submodul
al lui B privit ca A-modul, laticea idealelor lui B satisface conditia

(ACC) (resp. (DCC)). O
Are loc si o reciproca partiala a acestui rezultat:

TEOREMA 1.16. (Eakin-Nagata-Eisenbud) Daca A este un subinel
al lui B astfel incat B este o A-algebra finita via morfismul incluziune
A C B, iar B este inel noetherian (resp. artinian), atunci A este inel
noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Pentru o demonstratie a afirmatiei referitoare la

noetherianitate trimitem la [3, teorema 8.10]. Cazul artinian se gaseste
in [7]. O

PROPOZITIE 1.17. Fie A un inel noetherian si B o A-algebra de
tip finit. Atunci B este un inel noetherian.

DEMONSTRATIE. Inelul B este izomorf cu un inel factor al inelului
de polinoame peste A intr-un numar finit de nedeterminate. Un inel
de forma A[Xj, ..., X,] este noetherian conform teoremei bazei a lui
Hilbert. Demonstratia se incheie folosind corolarul 1.12. U
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EXERCITII.
1. Fie F un A-modul. Aratati ca urmatoarele conditii sunt echiva-
lente:

(1) E este modul noetherian,
(77) conditia (ACC) este satisfacuta pentru submodulele finit ge-
nerate ale lui F,
(7ii) orice modul cat al lui E este noetherian.

2. Un inel este noetherian daca si numai daca orice ideal prim este
finit generat.

3. Daca un inel are proprietatea ca orice ideal maximal al sau este
finit generat, rezulta ca inelul este noetherian?

4. Inelul de serii formale intr-o variabila cu coeficienti intr-un inel
noetherian este inel noetherian.

5. Fie £ un A-modul i f un A-endomorfism al sau.

a) Daca F este modul artinian, atunci existd un numar natural
nenul n astfel incat £ = Im f" +ker f". Deduceti ca f este monomor-
fism daca si numai daca este automorfism.

b) Daca E este modul noetherian, atunci exista un numar natural
nenul n astfel incat Im f* N ker f* = 0. Asadar, f este epimorfism
daca si numai daca este automorfism.

6. Orice endomorfism surjectiv al unui modul finit generat este
automorfism.

2. Module de lungime finita

Pana acum am studiat in paralel noetherianitatea si artinianitatea
modulelor, ghidati de dualitatea existenta intre cele doua proprietati.
Am demonstrat cateva proprietati ale modulelor noetheriene care nu au
corespondent in cazul artinian. In aceastd sectiune aritdm ci prezenta
simultana a celor doua proprietati are consecinte importante, con-
ducand la o generalizare a notiunii de spatiu vectorial de dimensiune
finita.

DEFINITIE 2.1. Un lant finit de submodule
0=FE,CE,C...CE,CEy=FE (1)

se numeste filtrare finita sau serie normala a lui E. Numarul n se
numeste lungimea seriei, iar modulele factor E;_1/E;, 1 <i < n, poarta
numele de factori.

O serie normala este numita serie Jordan-Holder sau sir de compo-
zitie pentru E daca factorii sai sunt module simple (i.e. E;_1/E; nu
are submodule proprii oricare ar fi 7, 1 < i < n). Echivalent, o serie
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normala saturata (intre ai carei termeni nu mai pot fi introduse alte
submodule).

Prin conventie, modulul nul admite un sir de compozitie de lungime
zZero.

ProprozITIE 2.2. Un modul E are un sir de compozifie daca i
numai daca E este modul noetherian si artinian.

DEMONSTRATIE. Sa presupunem ca FE are un sir de compozitie de
lungime n. Rationdm prin inductie dupi n. In cazul n = 0, E este
modulul nul §i nu avem nimic de demonstrat. Daca n = 1, atunci
E este un A-modul simplu, care evident este noetherian si artinian.
Presupunem ca orice A-modul care are un sir de compozitie de lungime
cel mult n, n > 1, este noetherian si artinian, iar £ admite un sir de
compozitie 0 = F,,y C E, C ... C By C Ey = F de lungime n + 1.
Atunci F; are un sir de compozitie de lungime n, deci conform ipotezei
de inductie, F; este modul noetherian si artinian. Cum FE/FE; este
modul simplu, aplicand teorema 1.8 girului exact

0—F —FE—FE/FL—0

se obtine ca E este noetherian si artinian.

Demonstram reciproca. Multimea tuturor submodulelor nenule ale
modulului artinian £ are un element minimal E;. Se observa ca E; este
modul simplu, altfel s-ar contrazice minimalitatea sa. Daca E # Ej,
se rationeaza la fel pentru modulul artinian nenul £/ F;, obtinandu-se
existenta unui submodul Es al lui E avand proprietatea ca Fy/FE; este
modul simplu. In acest mod se gaseste un lant ascendent 0 C F; C
C FE5 C ... de submodule ale modulului noetherian E. Acest lant este
stationar conform conditiei (ACC). Pe de alta parte, din modul de
alegere a submodulelor E; rezulta ca ultimul termen din lant nu poate
fi decat intreg modulul E. O

LEMA 2.3. Un A-modul nenul E este simplu daca si numai daca
exista un ideal mazimal M astfel incit E ~ A/M.

DEMONSTRATIE. Corpul A/M neavand ideale diferite de zero si de
el insusi, inseamna ca A-modulul A/M este simplu pentru orice ideal
maximal M. Reciproc, sa presupunem ca E este un modul nenul si
simplu. Pentru z € E, x # 0, Ax este un submodul nenul al lui E.
Prin urmare, £ = Az, deci exista un morfism surjectivp : A — F
definit prin asocierea a +— ax. Din teorema fundamentala de izomor-
fism pentru module rezulta ca nucleul M := ker p satisface A/M ~ E.
Daca M nu ar fi ideal maximal, atunci A/M, deci i E, ar contine un
submodul nenul, contradictie. O
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DEFINITIE 2.4. Se spune ca A-modulul E are lungime finita daca
exista majorare pentru lungimile tuturor seriilor normale.

TEOREMA 2.5. (Jordan-Hélder) Daca exista un gir de compozitie
pentru E, atuncit E are lungime finita si toate sirurile sale de compozitie
au aceeasi lungime.

DEMONSTRATIE. Fie
0=FE,CE,1C...CE;CEy=F (2)

un gir de compozitie de lungime minima pentru £. Vom arata prin
inductie dupa n ca orice serie normala a lui £ are lungimea cel mult
n. In particular, orice alt sir de compozitie are lungimea mai mica
sau egala cu n. In virtutea alegerii sirului de compozitie 2), rezulta
concluzia anuntata.

Teorema este evidenta pentru n < 1. Presupunem ca n > 1 i ca
asertiunea este valabila pentru modulele care au un gir de compozitie
de lungime mai mica decat n. Fie0O=F, C F; 1 C...CFy C Fy=F
o serie normala arbitrara a lui £/. Daca F} C FE;, aplicand ipoteza de
inductie lui E; se obtinet—1 < n—1. Daca Fy € Fy, atunci F1+F; = FE
deoarece F/FE; este modul simplu. Din teorema de izomorfism pentru
module avem

E _E+5H Ok
E, E T ENFR

Rezultil c& Fy/(E; N Fy) este modul simplu. Intrucat E; are o serie de
compozitie de lungime n — 1, din ipoteza de inductie se obtine ca in
submodulul sau propriu F; N Fj toate seriile normale au lungimea cel
mult n — 2. Folosind faptul ca Fy/(E; N F}) este simplu, se deduce ca
[y are o serie de compozitie de lungime < n — 1. Asadar, gi in acest
cazavem t—1<n-—1. O

In virtutea teoremei Jordan-Holder, urmatoarea definitie are sens:

DEFINITIE 2.6. Maximul lungimilor seriilor normale dintr-un modul
FE in care exista sir de compozitie poarta numele lungimea modulului
E. Notatia consacrata este [4(FE). Daca nu exista pericol de confuzie,
se omite mentionarea explicita a inelului.

Din demonstratia teoremei Jordan-Holder se constata ca [ 4(F) este
egala cu lungimea oricarui sir de compozitie. Cunostintele referitoare
la modulele noetheriene si artiniene ne permit sa aratam ca lungimea
este o functie aditiva pe multimea modulelor de lungime finita.
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PROPOZITIE 2.7. Fie data o serie normala (1) pentru E. Atunci
E are lungime finita daca i numai daca F;_1/E; are lungime finita

pentrui=1,2, ..., n. Dacal(E) < oo, atuncil(E) = ZZ(EZ'—I/E@')-

DEMONSTRATIE. Este suficient sa justificam afirmatiile pentru
n = 2, cazul general rezultand apoi usor prin inductie. Asadar, pre-
supunem ca [(F) < oo si ca 0 = Ey C Ey C E este o serie normala,
pe care o rafinam pana la un gir de compozitie. Modulele din acest
sir de compozitie situate intre £y si E (resp. Fs si Fj) induc un gir
de compozitie pentru E/FE; (resp. Ej). Evident are loc relatia I(F) =
=I(E/Ey) + l(Ey).

Pentru implicatia reciproca, presupunem ca E/F; si Fy sunt module
de lungime finita. Obtinem un gir de compozitie pentru E prelungind
un gir de compozitie pentru E; cu preimaginile in E ale modulelor
dintr-un gir de comporzitie al lui E/E;. O

COROLAR 2.8. a) Orice submodul si orice imagine omomorfd a unui
modul de lungime finita are lungime finita.

b) O suma directa finita de module de lungime finita are lungime
finita si lungimea sa este suma lungimilor sumanzilor.

Rezultatul care urmeaza arata ca notiunea de modul de lungime
finita este o generalizare a notiunii de spatiu vectorial finit-dimensional.

PROPOZITIE 2.9. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K. Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(1) dimg (V) < o0,

(i1) V este un K- modul de lungime finita,
(133) V este un K-modul noetherian,
(iv) V este un K-modul artinian.

Daca una dintre aceste conditii este indeplinita, atunci are loc egalitatea

DEMONSTRATIE. Din propozitia 2.2 stim deja ca (i4i) si (iv) sunt
consecinte ale conditiei (ii). Pentru a arata ca (i) implica (i7), se
considera o baza ej, e, ..., e, pentru V. Spatiile vectoriale V; :=
= Key + -+ Ke, 1 <t < n, constituie un sir de compozitie pentru
V. Prin urmare, V este un K-modul de lungime finita. Implicatiile
(i19) = (4) si (iv) = (i) au fost stabilite in exemplul 4. O

EXERCITII.

1. Daca F; gi E5 sunt submodule ale unui modul E de lungime
ﬁnité, atunci Z(El + Eg) + Z(El N Eg) = Z(El) + Z(EQ)



3. DESCOMPUNERE PRIMARA IN MODULE NOETHERIENE 13

2. Fie F un modul de lungime finita n si f un endomorfism al lui
E. Sa se arate ca E este suma directa interna dintre Im [ si ker f™.

3. Un modul nenul £ se numeste indecompozabil daca singurii sai
sumanzi directi sunt modulele improprii 0 i . Sa se demonstreze ca
orice modul noetherian sau artinian se poate scrie ca o suma directa
finita de submodule indecompozabile.

4. Fie f un endomorfism al unui modul indecompozabil si de
lungime finita. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este monomorfism,
(17) f este epimorfism,
(7ii) f este automorfism,
(iv) f™# 0 pentru orice numar natural n.

3. Descompunere primara in module noetheriene

Teoremele de descompunere a unui obiect in componente mai simple
sau cu anumite proprietati specificate ocupa un loc central in algebra.
Posibilitatea de a clasifica obiectele sau de a le manipula mai usor
este Intotdeauna atragatoare. In aceastd sectiune se arata ca fiecare
submodul al unui modul noetherian este intersectia unei familii finite
de submodule primare. In forma actual, demonstratia este influentata
de viziunea moderna, impusa de Bourbaki, si este susceptibila de a fi
parafrazata pentru inele necomutative, in categorii sau latici.

3.1. Radicalul unui submodul.

DEFINITIE 3.1. Fie A un inel, I un ideal al sau, £ un A-modul si
F submodul al lui £. Multimea

(F:1)g:={x€FE : ax € F pentru orice a € I } (3)
este numita transportorul lui I in F. Multimea
(F:E)py:={acA:aECF} (4)

este numita catul lur F' prin E. In cazul particular al submodulului
nul, (0: I)g este numit anulatorul lui I in E si se noteaza Anng I.

Se verifica imediat ca (I : I)g este submodul al lui E, iar (F: E)a
este un ideal in A. Proprietatile de mai jos se justifica fara nici o
dificultate:

ProPOZITIE 3.2. Fie A un inel, I, J ideale, E un A-modul si F
submodul al lui E. Atunci:

a) FC(F:1)g,

b) I(F:1)g CF,



14 1. MODULE NOETHERIENE SI MODULE ARTINIENE

d) pentru orice familie de submodule (F)\)xep ale lui E avem

(F):D),=Ex:De .

AEA AEA

e) pentru orice familie de ideale (I\)zen ale lui A avem

(F:ZI,\)E: ﬂ(F:IA)E.

A€A A€A

DEFINITIE 3.3. Numim radacinag a lwi F' in F2 multimea

Radg (F):={a€ A : Ve e E, neN astfel caa”r € F}. (5

In particular, pentru orice ideal I notim Rad (I) = Rada (I). Se
verifica imediat ca Radg (F) este ideal in A care contine catul lui F'
prin E. Alte proprietati sunt date in urmatoarea

PROPOZITIE 3.4. a) Radg (F) = A daca si numai daca F = E,
daca gi numai daca (F : E)y = A.
b) Daca F' C F sunt submodule ale lui E, atunci

RadE(F')QRadE(F) §Z (EF/)AQ(EF)A

d) RadE (Fl N F2 N...N Fn) = RadE (Fl) Nn...N RadE (Fn)

ProOPOZITIE 3.5. Pentru J si I ideale ale lui A sunt indeplinite
proprietatile:

a) Daca I C J, atunci Rad (1) C Rad (J).

b) Rad (Rad (1)) = Rad(I).

c) Rad (I) = A daca si numai daca I = A.

d) Rad (IJ) = Rad (I nJ) = Rad () N Rad (J).

e) Rad (I + J) = Rad (Rad (I) + Rad (J)).

EXEMPLE 1. Fie n un numar intreg supraunitar. Atunci Rady (nZ)
este generat de produsul divizorilor primi ai lui n.

2. Radgz, (0) = 0, Radg (0) =0, Radg (Z) = 0.

3. Radsy () ={a € A : exista n € N astfel ca a™ € I }.

Radacina idealului nul este formata din acele elemente a ale inelului
pentru care exista un numar natural n astfel ca ™ = 0. Prin urmare,
Rad 4(0) coincide cu idealul format din elementele nilpotente din inel,
ideal notat N(A) si numit nilradicalul inelului.

DEFINITIE 3.6. Un ideal se numeste radical daca el coincide cu
radacina sa. Un inel este redus daca nu are elemente nilpotente nenule.
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Orice ideal prim este ideal radical. Mai general, pentru orice ideal
prim P si orice n > 1 avem Rad (P™) = P. Pentru orice inel A, inelul
A/N(A) este redus.

PROPOZITIE 3.7. Daca S este un sistem multiplicativ inchis in A,
atunci N(S71A) = STIN(A). In particular, orice localizat al unui inel
redus este inel redus.

In repetate randuri vom folosi un rezultat cunoscut sub numele de
lema lui Krull:

ProPOZITIE 3.8. (Lema lui Krull) Fie S un sistem multiplicativ
inchis ce nu contine 0 si I un ideal disjunct de S. Atunci existd un
ideal prim ce contine I si este disjunct de S. In particular, orice ideal
I # A este continut intr-un ideal mazimal.

DEMONSTRATIE. Vom folosi procedeul de zornificare. Notam cu
L multimea idealelor din A care nu taie S i contin I. Prin ipoteza
L este nevida. Vom demonstra ca £ ordonata cu relatia de incluziune
este multime inductiva. Fie J; C Jy C ... un sir crescator de ideale din
L. Atunci J := U{J, : n > 1} este un ideal disjunct de S, contine
I, deci J € L. Din lema lui Zorn rezulta ca £ contine un element
maximal P. Vom arata ca P este ideal prim al lui A.

Fie b, ¢ € A\ P astfel incat bc € P. Deoarece P+ Ab i P+ Ac contin
strict idealul P, din maximalitatea lui P ca element al lui £ decurge
(P+Ab)NS # 0 si (P+ Ac)N S # (). Explicit, exista s =p+cx € S
sit=q+byeS,cuz,y€ Asip, g€ P. Prin calcul direct se gaseste
st = (pq + bpy + cqx) + cbry € P. Cum S este inchisa la inmultire,
st € S, ceea ce contrazice faptul ca P si S nu au elemente in comun.

In cazul particular 7 =0 si S = {1}, multimea £ definitd mai sus
consta din idealele distincte de intreg inelul. Prin urmare, elementele
sale maximale sunt exact idealele maximale ale lui A. Ultima parte a
concluziei propozitiei rezulta folosind aceasta observatie pentru inelul
A/I si corespondenta dintre Spec A/ i Spec A. O

O alta proprietate utila este consemnata in urmatoarea lema.

LEMA 3.9. (Principiul local-global) Urmatoarele conditii sunt echiva-
lente:
(1) E =0,
(11) Ep = 0 pentru orice ideal prim P,
(7i1) Epy = 0 pentru orice ideal mazimal M.

DEMONSTRATIE. Singura implicatie care necesita justificare este
(7i1) = (i). Presupunem ca E este un modul nenul ce indeplinegte
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conditia (#77). Se gaseste z € E, z # 0, deci anulatorul sau Anny z
este diferit de A. Conform lemei lui Krull, idealul Ann,4 x este continut
intr-un ideal maximal M. Intrucat z/1 € Ey = 0, existi a € A\ M
cu ax = 0. Aceasta relatie arata a € Anny x C M, absurd. O

Rezultatul urmator arata ca proprietatea unui inel de a fi redus este
o proprietate locala.

ProrozITIE 3.10. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) A este inel redus,
(1) Ap este inel redus pentru orice P € Spec A,
(1ii) Apy este inel redus pentru orice M € Max A.

DEMONSTRATIE. La demonstrarea implicatiei (i7i) => (i) se folo-
seste comutarea localizarii cu luarea nilradicalului si faptul ca un modul
este nul daca gi numai daca toate localizatele sale in ideale maximale
sunt nule. U

PROPOZITIE 3.11. Fie A un inel si I un ideal in A. Atunci Rad ()
este intersectia idealelor prime din A care contin pe I.

DEMONSTRATIE. Tinand cont de relatia ¢) din propozitia 3.4 si
de bijectia dintre idealele lui A care contin pe I si idealele inelului
A/I, este suficient sa aratam ca nilradicalul unui inel A coincide cu
intersectia idealelor prime ale inelului.

Fie a un element nilpotent si n un numar natural astfel ca a” = 0.
Pentru orice ideal prim P avem a" € P, deci a € P. Asadar,

N(A)CnN{P : PeSpec A}.

Pentru a demonstra egalitatea in aceasta incluziune, vom arata ca
pentru a € A\ N(A) se gaseste un ideal prim P care nu contine a.
Consideram sistemul multiplicativ S constand din elementul unitate
al inelului A si din puterile lui a. In conformitate cu alegerea lui a,
S nu contine elementul nul. Proprietatea dorita rezulta din lema lui
Krull. O

DEFINITIE 3.12. Un ideal prim P se numeste ideal prim minimal
daca nici un ideal prim nu este continut strict in P. Altfel spus, P este
un element minimal in multimea Spec A ordonata cu relatia de inclu-
ziune. Vom nota cu Min A multimea tuturor idealelor prime minimale
ale lui A.

Aratam ca fiecare ideal prim contine cel putin un ideal prim mini-
mal.

LEMA 3.13. Pentru orice P € Spec A exista (Q € Min A cu Q C P.
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DEMONSTRATIE. Vom arata ca multimea
L:={Q€cSpec A: QC P}

ordonata de incluziune este inferior inductiva (altfel spus, £ cu ordinea
duala este multime inductiv ordonata). Daca P, O P, D ... este un
lant descrescator de ideale din £, notam @ := N{ P, : n > 1}. Evident
(@ este continut in orice P,, n > 1. Mai trebuie justificat faptul ca
idealul @ este prim. Fie a, b € A\ Q. Atunci exista numere naturale
s si t pentru care a € P,, b ¢ P,. Notand cu n cel mai mare dintre s
si t, din relatia P, = P, P, rezulta ca a € P, si b € P,. Prin urmare
ab &€ P,, si cu atat mai mult ab € Q. O

COROLAR 3.14. a) Radicalul unui ideal I este intersectia idealelor
prime care confin pe I si sunt minimale cu aceasta proprietate.

b) Pentru orice modul E si F' submodul al sau, Radg(F) este inter-
sectie de ideale prime.

ProproOzZITIE 3.15. Daca I si J sunt doud ideale astfel incat J este
finit generat gi continut in Rad(I), atunci I contine o putere a lui J.

DEMONSTRATIE. Fie by, ..., b, un sistem de generatori ai lui J.
Pentru fiecare indice ¢ = 1, ..., n exista un numar natural e; astfel
ca b5 € I. Notam s suma acestor exponenti si aratam ca J* C I.
Un element arbitrar y € J*® este o suma finita de elemente de forma
x1---xs, cux; € J, iar fiecare x; este o combinatie liniara cu coeficienti
din A de elementele by, ..., b,. Prin urmare x; - - -z este suma unor
termeni de forma cb}* ---b' unde ¢ € A s§i uy, ..., u, sunt numere
naturale cu suma s. Pentru cel putin un indice j avem u; > e;, deci
toate produsele ce apar in scrierea lui x - - -, sunt din 1. O

Aplicand acest rezultat pentru I ideal arbitrar al unui inel noethe-
rian si J = Rad(I), se obtine:

COROLAR 3.16. Orice ideal al unuz inel noetherian contine o putere
a radicalului sau.

ProPOZITIE 3.17. Fie 0 — E’ T E LB 0w sir exact
de A-module, F un submodul al lui E, F" := g(F) si F' := f~1(F).
Atunci

RadE(F) = RadE/(F/) N RadEu(F”) .

DEMONSTRATIE. Fie a un element arbitrar al intersectiei de ideale
din membrul drept. Rezulta ca pentru orice x € E exista numarul
natural m astfel incat g(a™z) = a™g(x) € F". Asadar, exista y € F
pentru care a™x —y € E’. Pe de alta parte, exista un numar natural
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t astfel ca a'(a™x —y) € F', deci a2 € F. Relatia fiind valabila
pentru orice x € E, conchidem ca

RadE/(F/) N RadEn(F”) Q RadE(F) .
Incluziunea contrara se verifica asemanator. O

PRroOPOZITIE 3.18. Fie S un sistem multiplicativ inchis in A, E un
A-modul siu: A— ST'A, v: E — S7'E morfismele canonice.
a) Daca F este un A-submodul al lui E, atunci

S™'Radp(F) C Radg-1p(S™'F) .
b) Dacd F' este un S~ A-submodul al lui ST'E, atunci
u~'(Radg-15(F")) = Radg(v™' (F)) .

DEMONSTRATIE. a) Fie b € S™'Radg(F). Atunci b = a/s, cu
a € Radg(F) si s € S. Pentru un element arbitrar y = ¢/t € S7'F
cue € Fsite S, exista n € N astfel incat a”e € F. Prin urmare
by =a"e/s"t € ST'F.

b) Pentru a € u'(Radg-15(F")) si e € E se giiseste n € N astfel
incat v(a"e) = u(a)" - v(e) € F', astfel c& a"e € v *(F'). Cum e
este arbitrar in E, se obtine a € Radg(v™'(F”)). Fie acum a din
Radg(v™'(F")) si e/s € ST'E. Conform definitiei, avem a"e € v™*(F")
pentru un numar natural n convenabil. Atunci v(a"e) = u(a™)v(e) =
=u(a")-e/s-s/1 € F', ceea ce inseamnd a € v~ (Radg-1p(F’)). O

ExeEMPLU. Incluziunea demonstrata la punctul a) poate fi stricta.
De pilda, pentru A = Z, S = Z\ {0}, E = Q si FF = Z avem
S‘lRad@(Z) =S"10=0, RadQ(S_IZ) = Radg(Q) = Q.

Conditii suficiente pentru realizarea egalitatii sunt puse in evidenta
in urmatoarea

ProOPOZITIE 3.19. Fie S un sistem multiplicativ inchis din inelul
A, E un A-modul st F' un submodul al sau. Atunci

S7! Radg(F) = Radg-15(S7'F)
daca una dintre urmatoarele conditii este indeplinita:

a) E este un A-modul de tip finit,
B) dins€ S, x€FE gisr€F rezulta x € F.

DEMONSTRATIE. In notatiile din propozitia 3.18, pentru a/s ele-
ment arbitrar din Radg-1x(S™1F) si orice e din E existd n € N astfel
incat (a/s)” - (e/1) € ST'F, deci ta"e € F pentru t € S convenabil. In
cazul 3) rezulta imediat a"e € F, de unde a/s € S™'Radg(F).
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Presupunem in continuare indeplinita conditia «). Consideram ey,
.., €, un sistem finit de generatori pentru E. Pentru fiecare indice 1,

1 =1, ..., r exista n; € Ngit, €S astfel incat t;a™e; € F. Luand
n:=max{n; : i =1,...,r}sit:=[[;_, t, se obtine ta"E C F si deci
ta € Radg(F). Asadar, a/s = at/st € S™'Radg(F). O

In continuare ardtdm ci multimea idealelor prime ale unui inel are
in mod natural o structura de spatiu topologic. Aceasta topologie este
folosita intens in geometria algebrica.

Pentru orice ideal I al inelului comutativ si unitar A se noteaza

V(I):={P¢€ Spec A:1CP}.

ProproOzITIE 3.20. Aplicatia de la multimea idealelor lui A la multi-
mea partilor lui Spec (A) definita prin asocierea I — V(I) are urmdatoa-
rele proprietati:

a) V(0) = Spec A, V(A)= 0;
b) daca I C J, atunci V(J) C V(I),
¢) pentru orice familie de ideale (1)) epn avem

V(U ) = V(20 = Vi
AEA AEA AeA
d) V(INnJ) =V{J) =V{I)u V(J);
e) V(I) =0 dacd si numai daca I = A;
f) V{I) = V(Rad (1)).

Proprietatile a), ¢) si d) permit sa se defineasca o topologie pe
multimea Spec A in care multimile inchise sunt exact multimile de
forma V(I), pentru I un ideal in A. Aceasta topologie este numita
topologia spectrala sau topologia lui Zariski pe spatiul Spec A. In con-
tinuare vom considera intotdeauna aceasta topologie pe multimea ide-
alelor prime ale inelului A.

Daca X este o submultime a lui Spec (A), notam

I(X):=n{P :PeX}.
Evident I(X) este un ideal in A, I()) = A, iar
(U x) = 1)
AeA AeA

pentru orice familie (X)) ea de submultimi ale lui Spec A. In particu-
lar, daca X C Y, atunci I[(YV) CI(X).
ProPOZITIE 3.21. Fie I ideal in A si X C Spec A. Atunci:

a) V(I) este o multime inchisa in spatiul topologic Spec (A), iar
[(X) este un ideal radical al lui A.
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b) I(V(I)) = Rad(I), V(X)) = X, inchiderea multimii X in
topologia spectrala.

c) Aplicatiile 1 si V definesc bijectii descrescatoare, inverse una
alteia, intre mulfimea multimilor inchise ale lui Spec (A) si
multimea idealelor radicale ale lui A.

DEMONSTRATIE. a) V(I) este multime inchisa in Spec A conform
definitiei topologiei spectrale. Am vazut ca pentru orice ideal I avem

Rad(I)=n{P: PeV()},

deci
Rad(I(X))=n{P : (X)C P} .
Cum pentru orice Q € X avem [(X) C @, rezulta ca toate idealele
din X apar printre idealele prime prin intersectarea carora se obtine
Rad(I(X)). Altfel spus, Rad(I(X)) C I(X).
b) Din definitii si din propozitia 3.11 rezulta

I(V(I)) =n{P : PeV(I)}=Rad(l).

Fie J un ideal al lui A astfel incat X C V(J), adica J C P pentru
orice P € X. Atunci J C I(X) si din monotonia aplicatiei V rezulta
V(I(X)) € V(J). Pe de alta parte, X C V(I(X)). Conchidem c&
V(I(X)) este cea mai mica parte inchisa a spatiului Spec A care contine
X, adica V(I(X)) = X.

¢) Consecinta directa a celor demonstrate anterior. U

EXERCITII.

1. Determinati nilradicalul inelului de polinoame (respectiv, serii
formale) intr-o nedeterminata cu coeficienti intr-un inel comutativ.

2. Caracterizati inelele in care nilradicalul este un ideal maximal
(respectiv minimal).

3. Pentru orice ideale I, J, K ale unui inel A au loc egalitatile:

Rad (I + JK) = Rad(I+ (JNK)) = Rad(I +J)NRad (I + K) .

4. Daca (X))xea este o familie de multimi inchise ale spatiului

topologic Spec A, atunci
I([] X)) =Rad (D _1(Xy)) .
AEA AEA

5. Daca I ¢i J sunt ideale in A, aratati ca V() C V(J) <= J C
C Rad (/) <= Rad (J) C Rad (1).

6. Sa se arate ca urmatoarele conditii sunt echivalente pentru un
spatiu topologic X:

(1) orice doua multimi deschise nevide au intersectia nevida,
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(71) orice multime deschisa nevida a lui X este densa in X,

(7ii) orice multime deschisa a lui X este conexa,

(1v) orice doua multimi inchise ale lui X, ambele diferite de X, au
reuniunea diferita de X.

Un spatiu topologic X care indeplineste aceste conditii este numit ire-
ductibal.

7. Consideram spatiul Spec A inzestrat cu topologia spectrala.

a) Sa se arate ca o submultime Y C Spec A este ireductibila daca
si numai daca I (Y) € Spec A.

b) Spec A este un spatiu ireductibil daca gi numai daca singurele
elemente e € Acue? =esunt e =0sie = 1.

3.2. Suportul unui modul. O notiune importanta in algebra co-
mutativa este aceea de suport al unui modul.

DEFINITIE 3.22. Fie E un A-modul. Multimea
Suppy F:={P€Spec A : Ep#0}
se numeste suportul lui E.

Intrucat Suppa A = Spec A, notiunea are semnificatie doar pentru
module. Cu ajutorul suportului se pot distinge modulele nule. Prin-
cipiul local-global poate fi reformulat astfel:

LEMA 3.23. Un modul este nul daca si numai daca suportul sau
este multimea vida.

ExeEmpLU. Supp, (A/I) = V(I) pentru orice ideal I al lui A.
Intr-adevir, pentru P € Spec A avem echivalentele P € Supp (A/I)
=)< I1C P+ PeV().

ProroziTIE 3.24. Daca 0 — E — F — G — 0 este un gir
exact de A-module, atunci Supp, F' = Supp, £ U Supp, G.

DEMONSTRATIE. Pentru orice ideal prim P avem sirul exact de
Ap-module 0 — Ep — Fp — Gp — 0, deci Fp = 0 daca si
numai daca EFp =0 si Gp = 0. ]

PROPOZITIE 3.25. Dacd (E))xen este o familie de submodule ale
unui modul E, atunci

Supp (> Ex) = | Supp (E)) .

A€A A€A
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DEMONSTRATIE. Cum localizarea comuta cu sumele arbitrare de
submodule, pentru orice ideal prim P avem (Z AeA EA) p = 0 daca si
numai daca (E))p = 0 pentru orice A € A. O

COROLAR 3.26. Daca (x\)xen este o familie de generatori pentru
A-modulul E, atunci

Supp E = | V(Anny (2,)) .
AEA

In particular, dacd E este A-modul finit generat, atunci Supp E =
= V(Annyu (E)) este o multime inchisa in topologia Zariski.

DEMONSTRATIE. Reamintim ca Anny £ = NyeaV(Anny (z,)), iar
V(I NJ)=V()uU V(J) pentru orice ideale I, J ale lui A. O

LEMA 3.27. (Lema de evitare a lui McCoy) Fie I < A si Py, ...,
P, (n > 2) o familie de ideale dintre care cel mult doua nu sunt prime.
Daca I este continut in reuniunea idealelor Py, ..., P,, atunci I este
continut intr-unul din aceste ideale.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa n. Daca n = 2 si
exista z; € I\ Ps_j, j = 1, 2, atunci z; € P;, deci y 1= z1 + 29 €
€ [ C P UP;. Rezulta ca y este un element al lui Py, sa spunem, incat
To =y — 1 € Pp, contradictie.

Presupunem acum ca n > 3 si ca afirmatia a fost stabilita pentru
orice familie cu proprietatile din enunt si de cardinal strict mai mic
decat n. In plus, putem presupune I ¢ WH{P : 1 <j#k<n}

pentru orice k = 1, ..., n (in caz contrar concluzia dorita decurge din
ipoteza inductiva). Alegand x, € I\ U{P; : 1 < j # k <n}, avem
x, € P, pentruorice k =1, ..., n. Cum n > 3, exista cel putin un ideal

prim in familia considerata, sa spunem P;. Elementul x; + zo23-- -2,
este din I, dar nu din P; (intrucat z; € Py, dar xex3 - - x, &€ Pp) si nici
din Py, k > 2 (deoarece x1 &€ Py si xox3 - x, € Py). O

DEFINITIE 3.28. Pentru A inel comutativ si unitar, intersectia tu-
turor idealelor sale maximale se noteaza J(A) si este numita radicalul
Jacobson. Un inel este local (resp. semilocal) daca acest inel are un
singur ideal maximal (resp. un numar finit de ideale maximale).

Folosind lema de evitare si corespondenta dintre idealele S-saturate
ale inelului A si idealele din S™'A, se obtine urméitoarea clasa de
exemple de inele semilocale:

LEMA 3.29. Daca Py, ..., P, (n > 1) sunt ideale prime incompara-
bile doud cate douda fata de incluziune 1S = (\{A\P;, : i=1,...,n},
atunci Max ST'A ={S7'P, : i=1,...,n}.
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Elementele din radicalul Jacobson se pot identifica gratie urmatoarei
caracterizari:

LEMA 3.30. Fiex € A. Atuncix € J(A) daca si numai dacd 1 —ax
este inversabil in A pentru orice a € A.

DEMONSTRATIE. Daca x € J(A) si exista a € A astfel incat
y = 1 — ax este neinversabil, rezulta ca idealul Ay este diferit de
A. Conform lemei lui Krull, exista un ideal maximal M ce contine Ay.
Din x € M si 1 — ax € M decurge contradictia 1 € M.

Reciproc, daca = ¢ J(A), inseamna ca exista un ideal maximal M
astfel ca z € M. Deci M C M + Ax si maximalitatea lui M implica
M + Ax = A. Prin urmare, se gasesc a € A si b € M astfel incat
1 = b+ ax, relatie din care conchidem ca 1 — ax este neinversabil, in
contradictie cu conditia din enunt,. 0

LEMA 3.31. (Lema lui Nakayama) Daca E este un A-modul finit
generat si I un ideal continut in radicalul Jacobson astfel incat IE = FE,
atunci E este modulul nul.

DEMONSTRATIE. Fie x1, ..., z, (n > 1) un sistem minimal de
generatori pentru E. Intrucat multimea numerelor naturale este bine
ordonata (i.e. orice submultime nevida are un cel mai mic element),
putem presupune ca F nu poate fi generat de mai putin de n elemente.

Din z, € E = IE se obtine o reprezentare z,, = a1x1 + - - - + a,x,
cua; €I (1 <i<n). Atunci (1 —a,)zr, = a1x1 + -+ + Ay 1Tp_1 §i
cum 1 — a, este inversabil (a,, fiind din J(A)), inseamna ca generatorul
x, este superfluu. Cum sistemul de generatori a fost ales minimal, s-a
ajuns la o contradictie. 0

Acest rezultat joaca un rol important in studiul inelelor locale,
dar are aplicatii surprinzatoare si in alte contexte. Mentionam cateva
consecinte ale sale.

COROLAR 3.32. Fie E un A-modul si F' un submodul cu E/F finit
generat. Daca I C J(A) si E=I1FE+ F, atunci E = F.

DEMONSTRATIE. Se foloseste lema lui Nakayama pentru A-modulul
finit generat £/ F. O

COROLAR 3.33. Fie (A, M, K) un inel local $i E un modul de tip
finit. Pentru x4, ..., x, € E, urmatoarele afirmatit sunt echivalente:
(1) x1, ..., T, genereaza A-modulul E,

(17) clasele Ty, ..., T, in E/ME genereaza K-spatiul vectorial
E/ME.
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DEMONSTRATIE. Implicatia (i) = (i) este clara. Pentru re-
ciproca se observa ca din conditia (ii) rezulta £ = M E+ Az +- - -+ Az,
si se aplica rezultatul precedent. (]

LEMA 3.34. (Lema chineza a resturilor) Fie Iy, ..., I, (n > 2)
ideale astfel incat I; + I, = A pentru 1 < j < k < n. Atunci:

CL) m ]j = H[j,
j=1 j=1

b) morfismul T 1 A — HA/Ij, a— (a+1,...,a+1,), este
j=1
surjectiv si induce un izomorfism

A/ L~ T[Am) .
j=1 j=1
DEMONSTRATIE. a) Evident, intersectia idealelor contine produsul

lor. Incluziunea inversa se obtine prin inductie dupa n. Daca n = 2,
atunci

]1 N _[2 = (Il + [2)([1 N _[2) Q Il(fl N 12) + IQ([l N 12) Q 11[2 .

Presupunem acum n > 2 si ca relatia este adevarata pentru cel mult
n — 1 ideale comaximale doua cate doua. Observam ca I, + L = A,
unde L =1 ---I,_, =L N...N1,_;. intr—adevér, din I, + L # A
rezulta existenta unui ideal maximal M ce contine I, + L, in particular
avem Iy ---I,_y € M. Atunci M contine un ideal /;, 1 < j <n. Cum
I, € M, se ajunge la contradictia A = I; + I,, € M. Conform cazului
n = 2, avem

n n—1 n—1 n
[[i=n]lL=LL=LnL=L,n(L) =L
j=1 j=1 j=1 j=1

b) Acum aratam ca pentru orice k, 1 < k < n, exista ay € ﬂ#k I;
astfel incat ay — 1 € I;. Pentru j # k exista b, € I si ¢; € I,
cu suma 1. Atunci elementul a; := Hj 41, Cj are proprietatile dorite:
evident a apartine tuturor idealelor de indice diferit de k, iar a, — 1 =

:Hj;ék(l_bj)_l € 1.

Pentru (1, ...,2,) € [[;_,(A/I;) consideram céte un reprezentant
b; pentru z; (1 < j < n) gl punem =z := a;by + --- + a,b,. Pen-
tru fiecare k = 1, ..., n avem by(ay — 1) € I si a;b; € I, pentru

1< j#k <n,deci x — b, € I. Altfel spus, morfismul 7 este surjec-
tiv. Din definitia produsului direct rezulta ca nucleul lui 7 coincide cu
produsul idealelor Iy, care nu este altceva decat intersectia lor conform
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punctului a). Demonstratia se incheie aplicand teorema fundamentala
de izomorfism pentru inele. 0J

ProOPOZITIE 3.35. Daca E si F' sunt module finit generate peste
inelul noetherian A, atunci Supp (F ®4 F') = Supp E N Supp F.

DEMONSTRATIE. Primul pas consta in reducerea la cazul local.
Aici este simplu datorita comutarii localizarii cu tensorizarea:

(E®a F)p~ FEp®a, Fp pentru orice P € Spec A .
Apoi se aplica urmatorul rezultat. |

LEMA 3.36. Daca E si F' sunt module nenule de tip finit peste un
inel local noetherian (A, M, K), atunci E®4 F # 0.

DEMONSTRATIE. Pornim de la o prezentare F' ~ A" /G cu n un
numar natural gi cu G un submodul al lui A”. Imaginile lui G prin
proiectiile canonice ale lui A™ pe sumanzii sai directi sunt submodule
ale lui A, adica ideale. Nu se poate ca toate aceste ideale sa coincida cu
A, pentru ca atunci ar rezulta F' = 0. Obtinem prin urmare un morfism
surjectiv ' — A/I cu I ideal diferit de intreg inelul. Morfismul
E®4F — E/IF indus prin tensorizare cu E este inca surjectiv. Daca
sursa sa ar fi modulul nul, atunci ar rezulta ' = I E, ceea ce, conform
lemei lui Nakayama, ar conduce la concluzia E = 0, in contradictie cu
ipoteza. [l

3.3. Ideale prime asociate unui modul.

DEFINITIE 3.37. Fie A un inel si £ un A-modul. Un ideal prim
P din A se numeste asociat lui E daca exista x € E astfel incat P =
= Anny x. Multimea idealelor prime asociate lui E se noteaza Assy E.
O denumire alternativa, usor macabra si paradoxala, este asasin al
modulului £. Daca F' este un submodul al lui £, un element din
Assa (E/F) se numeste ideal prim asociat lui F' in E sau divizor prim
al lur Fin E.

Observam ca orice ideal prim asociat unui modul contine anulatorul
acelui modul, iar Ass E coincide cu multimea formata din P € Spec A
pentru care exista un submodul al lui £ izomorf cu A/P.

LEMA 3.38. Pentru orice P € Spec A si x € A/P, x # 0, avem
Annz = P, deci Assp (A/P)={P}.

DEMONSTRATIE. Daca z = a+ P, cua € A\ P, atunci bx = 0 daca
si numai daca ab € P. Cum a nu apartine idealului prim P, aceasta
relatie este echivalenta cu b € P. O
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EXEMPLU. Pentru A inelul de polinoame in variabilele X si Y
peste un corp K si I := (X% XY), avem P := (X,Y) € Assa (4/1),
Q= (X) € Ass, (A/]) si Q C P. Intr-adevir, se verifici usor relatiile
P=(I:(X)asi@=(:(Y))a

LEMA 3.39. Pentru orice A-modul E avem
N{P : PeAssy F} D Radg(0) URads(Anny F) .

DEMONSTRATIE. Fie P un ideal prim asociat lui E si x € E astfel
incat P = Ann z. Pentru orice a € Radg (0) exista n € N astfel incat
a"r = 0, adica a™ € Ann x = P. Rezultda Radg (0) C P pentru orice
P e Ass E.

Deoarece orice ideal prim este radical, relatia

Am E=N{Amy:yeFEF} CAmzx
implica Rad(Ann £) C Rad(Ann z) = P. O

Problema existentei unor ideale prime asociate unui modul dat are
un raspuns clar.

LEMA 3.40. Fie E un modul peste un inel noetherian A. Atunci E
este modulul nul daca si numai daca Ass E este multimea vida.

DEMONSTRATIE. Daca modulul E este nenul, atunci multimea de
ideale {Ann z : = € E,xz # 0} este nevidi. In conformitate cu
conditia (M AX), aceasta multime are un element maximal P. Vom
arata ca P este ideal prim.

Fiex € E, v # 0, astfel incat P = Ann x gia, b€ Acub¢ P, dar
ab € P. Relatiile abx = 0, bx # 0 arata ca a € Ann (bx). Considerand
a un element arbitrar al idealului P, conchidem ca P este continut in
anulatorul elementului nenul bx al lui £. Datorita maximalitatii lui P
rezulta P = Ann (bx). Acum este limpede ca din abxr = 0 gi bz # 0
rezulta a € P. U

EXEMPLU. Ipoteza noetherianitatii inelului este esentiala. Sa con-
sideram, de pilda, idealul I generat in inelul A := Q[ X1, Xo,..., X,,,.. ]
de patratele variabilelor si £ := A/I. Atunci Assy E = 0). Intr-adevir,
se verifica ugor ca singurul ideal prim ce contine I este idealul generat
de variabile. Pentru orice f € A/l se gaseste un reprezentant dintr-un
inel de polinoame intr-un numar finit de nedeterminate. Anulatorul
acestui reprezentant este continut in acelagi subinel.

Elementele continute in idealele asociate unui modul au o propri-
etate introdusa in urmatoarea definitie.
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DEFINITIE 3.41. Un element a € A se numeste divizor al lui zero
in E daca exista x € E, x # 0, astfel incat axz = 0. Un element este
requlat pe F daca nu este divizor al lui zero pe F.

Multimea formata din toti divizorii lui zero pe un modul E este
notata Z(FE).

PROPOZITIE 3.42. Daca A este inel noetherian, atunci reuniunea
primelor asociate unui modul E coincide cu mulfimea divizorilor lui
zero pe E.

DEMONSTRATIE. Este evident ca elementele din orice ideal prim
asociat lui £ sunt divizori ai lui zero pe E. Reciproc, fie ax = 0, unde
a € Asiz € FE, x#0. Din lema precedenta stim Asss(Ax) # 0, deci
exista b € A gi P € Spec A astfel incat P = Ann (bz). Cum abx = 0,
deducem a € P. U

PROPOZITIE 3.43. Fie A inel noetherian. Pentru orice submodul
F al lui E avem

Ass (F) C Ass(F) C Ass(F)UAss (E/F) .

DEMONSTRATIE. Incluziunea din stanga este evidenta: anulatorul
unui element x din F' nu se modifica daca vom considera x ca element
al lui E. Fie P € Ass (F)\ Ass (F) si * € E astfel ca P = Ann z.
Cum Azx ~ A/P, din lema 3.38 rezulta Ass (Az) = { P}. Conform
alegerii lui P avem AxNF = 0. Atunci imaginea lui Az prin morfismul
canonic E — E/F este un submodul al lui E/F izomorf cu A/P. In
virtutea primei incluziuni, { P} = Asss (A/P) C Assy (E/F). O

ExEMPLU. Incluziunile nu sunt totdeauna egalitati.
Fie K un corp, A := K[X,Y] gi sirul exact de A-module

0 — (X)/(X% XY) — A/(X% XY) — AJ(X) — 0.

Din lema 3.38 si faptul ci A-modulul (X)/(X?, XY) este izomorf cu
A/(X,Y) ~ K rezulta

Assa ((X)/(X2, XY)) } (X,Y)} C Assa (A/(X2 XY)) C

(X, Y)u{(X)}.

In acest caz prima dintre incluziunile de la propozitia 3.43 este stricta.
Pentru a ne convinge ca este posibil ca a doua incluziune sa nu fie
egalitate, este suficient sa consideram sirul exact de grupuri abeliene

0 — 92 — Z — Z/972 — 0. In acest caz este simplu de vizut
Assy (Z) = Assy (9Z) = {0}, Assy (Z/9Z) = {3Z}.

Alte proprietati ale asasinului unui modul sunt date in urmatoarea

-
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PROPOZITIE 3.44. a) Daca (Ey)xen este o familie de submodule ale
lui E a caror reuniune este E, atunci

Ass (| BN = [ Ass(By)
AEA AEA

b) Doua module izomorfe au aceleasi prime asociate.
¢) Daca (Ex)xea este o familie de submodule ale lui E, atunci

Ass (@)\eAEA) = U Ass (E)\) .
AEA

d) Daca Ey, ..., E, (n > 1) sunt submodule ale lui E a cdaror
intersectie este modulul nul, atunci

n
Ass (E) C | JAss (E/E)) .
i=1
DEMONSTRATIE. a) Consecinta directa a definitiilor.
b) Rezulta din faptul ca anulatorul oricarui element dintr-un modul
coincide cu anulatorul elementului corespunzator din celalalt modul.
¢) Cu ajutorul relatiei de la punctul a) ne reducem la cazul in care
A este o multime finita, cand se rationeaza prin inductie. Pasul initial
al rationamentului inductiv (A are doar doua elemente) este consecinta
a propozitiei precedente:

Ass(E;) C Ass (B @ E2) CAss(Ey)UAss(Ey) , i=1,2.
Cand sunt n > 3 submodule, se rationeaza asemanator.
d) Ipoteza asigura injectivitatea compunerii aplicatiilor canonice

E— H(E/Ez') ~ O (E/E) .

Se aplica proprietatea de la punctul ¢) gi propozitia 3.43. U

EXEMPLU. Incluziunea de la punctul d) nu este valabila pentru
o familie infinita de submodule: cand p parcurge numerele naturale
prime avem (), pZ = 0, Assz (Z) = {0}, in vreme ce

Assy, (DpZ/pZ) = UASSZ (Z/pZ) = SpecZ\ {0} .

In continuare vom studia comportarea asasinului la luarea fractiilor.

PROPOZITIE 3.45. Fie E un modul peste un inel noetherian A si S
un sistem multiplicativ inchis din A. Atunci

Assg-14 (ST'E)={S7'P : P€Asss(E), PNS=0}.
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DEMONSTRATIE. Pentru P € Assy (F) disjunct de S exista z € E,
x # 0, astfel incat P = Anny x. Observam ca x/1 este element nenul
in S7'E intrucat SN P = (. Cum S~!P ramane ideal prim in inelul
de fractii §i ST'P = Anng-14 (z/1), avem S™'P € Assg-14 (S7'E).

Reciproc, fie P € Spec A astfel ca P sa fie disjunct de S si S7'P €
€ Assg-14 (ST'E). Sa presupunem ST'P = Anng-1, (z/t) pentru x
in EgitelS. Fieay, ..., a, un sistem de generatori ai lui P. Din
relatiile a;/1-x/t = 0,4 =1, 2, ..., n, rezulta ca exista s; € S astfel
incat a;s;x = 0. Atunci s := 189-85, € S 51 P C Anny (sz). Pentru
b € Anny (sz) arbitrar, din bsx/t = 0 rezulta bs/1 € Anng-1,4 (z/t) =
= S~!P. Cum s nu apartine lui P, se deduce b € P. Avem, asadar,
P = Anny (sx) C Assa (B). O

Exista o stransa legatura intre asasinul si suportul unui modul.

PROPOZITIE 3.46. Daca E este modul peste un inel noetherian A,
atunci Supp E = U{V(P) : P € Ass(E)}. In particular, Ass(E) C
C Supp F si cele doua multimi au aceleasi elemente minimale. Asadar,
Min £ C Ass (E).

DEMONSTRATIE. Fie P € Ass (F) si Q € V(P), adica @ este un
ideal prim din A i Q O P. Din relatia PN(A\ Q) = 0 si din propozitia
precedenta rezulta PAg € Assy, (Eg). Lema 3.40 implica Eg este
modul nenul, ceea ce Inseamna ca idealul prim () apartine suportului
lui £.

Fie acum @ € Supp (F). Cum Eg este modul nenul peste inelul
noetherian Ag, din lema 3.40 se deduce Assa, (Eg) # 0. Din propozitia
precedenta rezulta existenta unui ideal prim P asociat lui E disjunct
de A\ @, ceea ce inseamna @) € V(P). O

PROPOZITIE 3.47. Fie E un modul nenul si finit generat peste un
wnel noetherian A. Atunci exista un lant de submodule

E=E,DF L DFE;,D...DFE, =0

astfel incat F;_1/FE; ~ A/P; cu P; € Spec A pentru i =1, 2, ..., n.
In plus Ass (E) C{ Py, Ps,..., P, } CSupp E, iar cele trei mulfimi au
aceleasi elemente minimale, care coincid cu elementele minimale din

V(Annyu (F)).

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.40, E' contine un submodul izo-
morf cu A/P, unde P este un ideal prim asociat lui E. Aceasta
inseamna ca multimea £ a submodulelor nenule ale lui E care indeplinesc
concluzia propozitiei este nevida. Cum E este modul noetherian, multi-
mea L are un element F' maximal fata de incluziune.
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Daca F # E, atunci F/F contine un submodul de forma A/P, cu
P € Spec A. Preimaginea sa F’ in F' prin morfismul canonic de la E
la E/F este un element din £ care contine strict I, ceea ce contrazice
maximalitatea lui F'. S-a obtinut £ € L.

Prin aplicarea repetata a propozitiei 3.43 se gaseste ca Ass (F) este
continut in multimea { Py, P, ..., P, }. Pentru orice i, 1 <i < n, avem

P, € Supp, (A/P;) = Suppy (Ei—1/E;) C Suppy (E) = V(Anny (E)) .

Ultima afirmatie rezulta din faptul ca Ass (F) si Supp F au aceleasi
elemente minimale. U

EXERCITII.

1. Fie A un inel i a € A. Sa se arate ca a este nilpotent daca si
numai daca este divizor al lui zero pe orice A-modul.

2. Sa se decida daca urmatoarele proprietati sunt sau nu echivalente
pentru orice modul F de tip finit peste un inel noetherian A:

(1) E este modul de lungime finita,
(1) Ass E = Supp FE.

3. Fie A inel noetherian, £ un A-modul, F' submodul si P un
divizor prim al lui F'in E. Sa se arate ca daca P nu contine Ann4(F),
atunci P este asociat lui E.

4. Fie E modul finit generat peste un inel noetherian A. Sa se
arate ca pentru orice A-modul F' avem

Ass g (Homy(E, F)) = Assa(F) N Suppy(E) .

5. Fie E modul finit generat peste un inel noetherian A. Daca un
ideal I consta numai din divizori ai lui zero pe E, atunci exista x € F,
x # 0, astfel ca I C Ann .

6. Daca un ideal al unui inel noetherian contine un element regulat,
acel ideal este generat de elementele regulate pe care le contine. Este
aceasta proprietatea indeplinita in orice inel?

3.4. Submodule primare. In restul sectiunii A va fi un inel noe-
therian.

DEFINITIE 3.48. Fie F un A-modul §i F' un submodul. Se spune
ca F este submodul primar al lui E daca Asss(E/F) consta dintr-un
singur element. Daca Assa(E/F) = { P}, se spune ca F este P-primar.

Proprietatea consemnata in lema urmatoare va fi frecvent invocata
in rationamente referitoare la submodule primare.

LEMA 3.49. Fie A un inel noetherian, E un modul finit generat si
F un submodul P-primar. Atunci Rada(Anna(E/F)) = P.
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DEMONSTRATIE. Idealele prime asociate unui modul sunt continute
in suportul modulului. In plus, Ass A(E/F) st Suppa(E/F) au aceleasi
elemente minimale. Pentru ca F' este submodul P-primar al lui F,
avem Asss(E/F) = { P}, iar Suppa(E/F) = V(Annu(E/F)) pen-
tru ca F/F este modul de tip finit. Concluzia rezulta din faptul ca
radicalul unui ideal coincide cu intersectia primelor sale minimale. [

Urmatorul rezultat da o caracterizare a submodulelor primare.

PROPOZITIE 3.50. Fie A un inel noetherian, E un modul finit ge-
nerat si I un submodul. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) F este submodul primar al lui E,
(17) orice divizor al lui zero pe E/F este nilpotent,
(13i) daca a € A si x € E sunt astfel incat ax € F, rezultd ca
a € Radg(F) saux € F.

DEMONSTRATIE. Este evidenta echivalenta conditiilor (i) si (#47).
Daca F este P-primar, atunci Z(E/F) = P si Rad4(Anny(E/F)) = P.
Astfel se obtine ca (i) implica (i7).

Sa presupunem ca afirmatia (ii) este indeplinita. De aici gi din
propozitiile 3.11 gi  3.42 rezulta

U{P: P ¢ Ass (E/F)} = Z(E/F) = N(E/F) = N{P: P € Ass (E/F)}.

Egalitatea termenilor extremi in acest gir de egalitati poate avea loc
doar daca Ass (E/F") consta dintr-un singur element. Conform definitiei,
aceasta Inseamna ca F' este submodul primar al lui E. O

LEMA 3.51. Intersectia unei familii finite de submodule P-primare
ale lui E este un submodul P-primar.

DEMONSTRATIE. Este suficient sa stabilim aceasta proprietate pen-
tru doua submodule P-primare, sa spunem F' si G. Consideram girul
exact de A-module

0— F/(FNG) — E/(FNG) — E/F — 0

in care F/(FNG) ~ (F+ G)/G. Concluzia dorita rezulta din faptul
ca Ass (E/(F N G)) este o submultime nevida a multimii

Ass (F/(FNG))UAss (E/F)C Ass (E/G)UAss (E/F)={P} .
U

DEFINITIE 3.52. Un submodul F' C E se numeste ireductibil in E
daca satisface conditia: pentru orice submodule E7, 5 ale lui E astfel
incat F'= Ey N Ey, avem F = E; sau F' = F».
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Este evident ca F este ireductibil in £ daca si numai daca submo-
dulul nul este ireductibil in E/F.

LEMA 3.53. Daca F' este un submodul ireductibil in E, atunci F'
este submodul primar al lui E.

DEMONSTRATIE. Daca Ass (E/F) ar contine doua ideale prime
distincte P, si P,, atunci E/F ar contine submodule U; ~ A/P; si
Uy ~ A/P,. Observam ca U;yNUs = 0 intrucat orice element nenul al lui
U; are anulatorul P;. Cum submodulul nul al lui E/F este ireductibil,
rezulta U; = 0 sau Uy = 0, ceea ce este imposibil. Asadar, Ass (E/F)
consta dintr-un singur ideal prim. O

EXEMPLE. 1. Orice ideal prim P al unui inel noetherian este ideal
P-primar (conform lemei 3.38).

2. Daca F este un submodul al lui £ cu M := Radg(F') ideal
maximal, atunci F' este submodul M-primar al lui F. In particular,
orice putere a unui ideal maximal este ideal primar. De asemenea, daca
in A exista un singur ideal prim, atunci orice submodul propriu al unui
A-modul arbitrar este primar.

Intr-adevir, s& consideraim a € Asix € E astfel incat az € F. Dacil
a ¢ Radg(F) = M € Max A, atunci M 4+ aA = A. Prin urmare exista
be Msice Aastfel cal =b+ ac. Fie n € N pentru care b"x € F.
Ridicand la puterea n relatia 1 = b + ac, se obtine 1 = b" + ad, unde
d € A. Inmultind aceasti relatie cu z, rezulti = = bz + d(az) € F.

3. Intr-un inel principal, idealele primare sunt 0 gi idealele generate
de puteri de elemente prime.

Daca p este un element prim in inelul principal A i n € N*, atunci
p" A este ideal primar intrucat Rad(p"A) = pA si din ab € p"A cu
a, b € A rezulta a € pA sau b € p"A pentru ca A este inel facto-
rial. Reciproc, fie aA un ideal nenul i @ = p{' - - - p;* descompunerea
in factori primi distincti a generatorului sau. Daca t > 1, relatiile
pit(ps* - pit) € aA, pit € Rada(ad) = pipe- - -piAsipy’ - py* € aA
arata ca aA nu este ideal primar.

4. Nu orice ideal primar este putere de ideal prim.

Fie K un corp, A == K[X,Y]si I := (X2 Y)A < A. Avem

Rada(I) = Radi(X2A+YA) = Rada(Rada(X?A) + Rad,(Y A)) =
= Rads(XA+YA) =(X,Y)A= M € Max A,

deci I este M-primar. Cum Y € I\ M? X € M \ I, existd incluziuni
stricte M2 C I C M.
5. O putere a unui ideal prim nu este neaparat ideal primar.
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Fie K un corp, A := K[X,Y, Z]/(XY — Z?) = K|x,y, 2] si idealul
P = (x,z)A. Deoarece A/P ~ KI[Y|, avem P € Spec A. Relatiile
vy =2>€ P? v ¢ P*siy ¢ Rads(P?) = P aratd ci P? nu este ideal
primar. S dovedim x ¢ P?. In caz contrar am avea

X e (X2 X272, 72 XY-Z))K[X,Y, Z] = (X*, XZ, XY, Z)K[X,Y, 7],

adica ar exista polinoame fi, fo, f3, f1 € KI[X,Y,Z] astfel incat
X = X%, + XY fo + f3XZ + f,72. Inlocuind in aceastd relatie ¥
§i Z cu 0, se obtine X = X?2f,(X,0,0), egalitate ce nu poate avea
loc (considerati gradele polinoamelor din cei doi membri). Analog se
justifica relatia y & P.

In continuare studiem comportarea submodulelor primare la ope-
ratiile uzuale din algebra comutativa.

LEMA 3.54. Fie F un submodul P-primar in modulul finit generat
E. Pentru orice ideal I din A astfel incat (F : I)g # E, submodulul
(F : I)g este P-primar in E.

DEMONSTRATIE. Fie x € E §i b € A\Radg((F : I)g) astfel ca
br € (F : I)g. Atunci abr € F pentru orice a € I gi cum Radg(F) C
C Radg((F : I)g), rezulta ax € F, adica x € (F': I)p. O

LEMA 3.55. Fie E un modul de tip finit si F' un submodul P-primar
al lui E. Atunci (F : E) 4 este ideal P-primar.

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.49, Rad4((F : E)4) = P. Fiea,
b € A astfel incat ab € (F': FE)4. Daca a ¢ P, atunci abr € F pentru
orice x € F di, intrucat F este P-primar, rezulta bx € F. Conchidem
be (F : E)A. O

PrROPOZITIE 3.56. Fie g : E — E” un morfism surjectiv de
A-module. Un submodul F al lui E care contine nucleul lui g este
submodul P-primar al lui E dacd i numai daca F" = g(F') este sub-
modul P-primar in E”.

DEMONSTRATIE. Se observa ca Radg(F') = Radg/(F"). Apoi se
stabileste ca pentru orice a € A §i x € E, apartenenta ax € F este
echivalenta cu ag(x) € F”, iar x € F daca gi numai daca g(x) € F”. O

PROPOZITIE 3.57. Fie S un sistem multiplicativ inchis in inelul A
siv: E — STLE morfismul canonic.

a) Dacd F este submodul P-primar in E si PNS =, atunci S™'F
este submodul S™'P-primar al lui ST'E, iar v=(S7'F) = F.

b) Dacd F este submodul P-primar in E si P NS # 0, atunci
S7'F=S71F.
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¢) Dacd F' este submodul primar al S~ A-modulului S™'E, atunci
v Y(F") este submodul primar al A-modulului E.

DEMONSTRATIE. a) Prima afirmatie rezulta din comportarea asa-
sinului la localizare. Pentru ultima parte, reamintim ca

v HSTIF)={2 € E : existd s € S astfel incat sz € F'}

si ca P este multimea divizorilor lui zero pe E/F.

b) Fie s € SN P. Pentru orice z € E exista n € N astfel incat
s"w € F, deci s"v(x) € v(F), incat v(z) € STLF.

¢) Notam F := v }(F') siu : A — S7'A morfismul canonic.
Deoarece I’ este modul primar, Radg-15(F”) este un ideal prim in
S~1A. Din ipoteza ca elementele lui S sunt nondivizori ai lui zero
pe E/F si din propozitia 3.19 rezultd Radg-1x(F') = S~ 'Radg(F) si
u™'(Radg-15(F")) = Radg(F). Fie a € A\Radg(F) si « € E astfel
incat ar € F. Atunci u(a)v(z) € F’ §i u(a) ¢Radg-1x(F’), deci v(x)
apartine lui /. Prin urmare z € v (F') = F. O

DEFINITIE 3.58. Un submodul F' al lui F are o descompunere pri-
mara daca exista submodulele primare Fy, ..., F,, (n > 1) ale lui F
astfel incat FF = F1N...N F,. O astfel de descompunere primara este
numita redusa daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

a) Daca F; este P-primar, atunci P, # P; pentru 1 <i < j <n.
b) {F; : j#i} L Fypentrui=1, ..., n.
Submodulele F; ce apar intr-o descompunere primara redusa a lui F' se
numesc componentele primare ale lui F.

Cum inelul A este presupus noetherian, din orice descompunere pri-
mara a lui F se obtine o descompunere primara redusa astfel: inlocuind
toate submodulele primare F; care au acelasi radical prin intersectia lor
se asigura satisfacerea conditiei a) (cf. lema 3.51), iar pentru a obtine
b) se omit modulele superflue (care contin intersectia celorlalte).

Existenta descompunerilor primare este asigurata in conditii destul
de generale:

TEOREMA 3.59. Orice submodul al unui modul E de tip finit peste
un inel noetherian A are o descompunere primard.

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.53, este suficient sa aratam ca
F este intersectia unei familii finite de submodule ireductibile in E. In
caz contrar, din conditia maximala pe modulul noetherian E rezulta ca
exista un submodul F', maximal cu proprietatea ca nu este intersectia
unui numdr finit de submodule ireductibile. In particular, acest F' nu
este ireductibil, deci coincide cu intersectia a doua submodule F} si F3
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ale lui E care contin strict F'. Din alegerea lui F' rezulta ca fiecare F;
este intersectia unei familii finite de submodule ireductibile. Aceeasi
proprietate o are si '} N Fy, = F, contradictie. 0

Folosind un alt rationament, se poate arata ca rezultatul se mentine
pentru module noetheriene peste inele arbitrare.

Dupa ce am trangat chestiunea existentei unei descompuneri pri-
mare, se pune problema unicitatii sale.

TEOREMA 3.60. Fie A inel noetherian, E un A-modul st F' C E un
submodul ce admite o descompunere primara redusa F = FyN---NF,,
n > 1, cu F; submodul P;-primar in E. Atunci:

a) Ass (E/F)={Py,...,P,}.

b) Daca P; (1 < i< n) este minimal in Ass (E/F), S = A\ P; si
v: E — ST'E este morfismul canonic, atunci F; = v~ (v(F)).
Asadar, componenta primara a lui F' corespunzatoare unui prim asociat
minimal este unic determinata de £ si F.

DEMONSTRATIE. a) Notam @); := N{F; : j # i} pentru i = 1,
..yn. Atunci F = F;NQ; st F # Q. Din Q;/F ~ (Q;+F;)/F; C E/F,
rezulta

0+ Ass(Q;/F) C Ass(E/F;)) ={ P},
ceea ce impreuna cu Ass(Q;/F) C Ass(E/F) implica { Py,..., P, } C
C Ass(E/F).

Pentru a demonstra incluziunea reciproca folosim un rationament
prin inductie dupa n. Cazul n = 1 nu necesita justificare. Fie n > 1
si presupunem ca egalitatea a) este valabila pentru toate submodulele
lui £ cu cel mult n — 1 componente primare. Cum (; are o ast-
fel de descompunere primara redusa, din ipoteza de inductie rezulta
Ass(E/Q;) ={P; : 1 <j#i<n}. Izomorfismul existent intre £/Q;
si (B/F)/(Qi/F) implica

Ass(E/F) C Ass(E/Q;) UAss(Q;/F)={P,...,P,} .

b) Din minimalitatea lui P; in Ass(E/F) rezulta SN P; # () pentru
J # i. Propozitia 3.57 asigura v(F) = S7'F = S7'F; = v(F;) i prin
urmare F; = v~ (v(F)) = v (v(F)). O

Daca F; este o componenta primara a lui F' al carei radical nu este
element minimal in Ass(F/F'), se spune ca F; este componenta primard
scufundata a lui F'. In general, componentele primare scufundate nu
sunt unic determinate.

EXEMPLU. In inelul de polinoame K [X,Y] peste un corp K avem
I := (X%,XY) = (X)Nn (X%Y). Cum (X) este ideal prim, iar
(X2Y) este primar (avand radicalul M := (X,Y) ideal maximal),
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s-a gasit o descompunere primara redusa. Rationand analog, se vede
cd (X2, XY) = (X)N (X% X +Y) este o altd descompunere primard
redusd a lui I. Idealul M-primar (X% X +Y) nu coincide cu (X?%Y)
intrucat ultimul ideal nu contine X + Y.

Ca aplicatie a descompunerii primare, prezentam un rezultat cele-
bru al lui Krull, pentru a carui demonstratie avem nevoie de urmatorul
rezultat:

LEMA 3.61. Fie I un ideal al unui inel noetherian si J = (1), -, "
Atunci I -J = J. -

DEMONSTRATIE. Daca [ = A, nu avem nimic de demonstrat. Fie
deci I # A. Din I-J C I C Arezulta ca idealul I-.J are o descompunere
primara de forma

I-J= m @i, ; ideal P;-primar .
i=1
Pentru acei indici ¢, 1 <7 < r, pentru care I C P; se considera e¢; € N
astfel incat P C @Q; si se deduce J C [% C P C ;. Pentru ceilalti
indici 7 exista a; € I\ P; si cum idealul a;J este continut in idealul
P-primar @);, rezultda J C @;. Asadar, J C (;_;Q; = I-J. Pe de
alta parte, intotdeauna produsul unor ideale este continut in intersectia
lor. 0

TEOREMA 3.62. (Teorema de intersectie a lui Krull) Fie A un inel
noetherian, I un ideal si E un A-modul noetherian. Atunci (-, I"E
coincide cu multimea elementelor din E al caror anulator contine un
element de forma 1 —a, cu a € 1. In cazul in care I este continut in
radicalul Jacobson al inelului, avem (<, I"E = 0.

DEMONSTRATIE. Este clar ca pentruxz € Egia €l cu (1—a)r =
= 0 avem x = ax = xa’ = xa"™, pentru orice numar natural n > 1,
deci x € (,»; ["E. Incluziunea reciproca este consecinta rezultatului
urmator, aplicat pentru F' = 2A. Din x € zANI*E C Iz pentru un
anumit s € N rezulta x = ax, unde a este un element din I. O

PROPOZITIE 3.63. Fie A un inel, E un modul noetherian si F' un
submodul. Pentru orice ideal I din A exista un submodul G al lui E
cu Radg(G) D1 i GNF =1F. Daca in plus A este inel noetherian,
atunci exista un numar intreqg n > 1 astfel incat I"ENF C IF.

DEMONSTRATIE. Multimea £ a submodulelor lui £ a caror urma
pe F' coincide cu ['F' este nevida (contine IF') si inductiv ordonata cu
relatia de incluziune. Vom arata ca un element maximal G € L are
proprietatile cerute. Ramane sa verificam incluziunea I C Radg(G).
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Daca aceasta relatie nu are loc, se gaseste a € I\Radg(G). Lantul
crescator de submodule ale modulului noetherian £

GQ(GACI,)EQ(GACI,2)EQ

este stationar. Fie r un numar natural nenul la care lantul considerat
stationeazd: (G : Aa")p = (G : Aa"™)g. Este suficient si ardtiam ci
are loc egalitatea

G=(G+dE)N(G:Ad")g . (6)

Intr-adevir, avem F C (G : I)g C (G : Aa")p intrucat IF C G, prin
urmare FN(G+a"E) C (G: Aa")p N (G + a"FE) = G. De aici rezulta
FN(G4+a"E) CGNF =IF. Din IF C G seobtine [F C FN(G+ad"E),
incat G+a"FE € L. Relatia a ¢Radg(G) arata ca G este continut strict
in G+ a"E. S-a contrazis astfel maximalitatea lui G in L.

Trecand la demonstrarea relatiei (6), notam ca G este continut
in fiecare dintre modulele din membrul drept al acestei relatii. Daca
r=y+az cuy € G, z € E, gi daca z € (G : Ad")p, atunci
a"r =a"y+a*z € G, deci z € (G : Aa®*")g = (G : Ad")p. Prin urmare
a"z € G siIn consecinta x =y +a"z € G.

Ultima afirmatie rezulta din faptul ca pentru ideal I finit generat
continut in Radg(G) existd un numar natural n astfel ca I"E C G si
prin urmare ["ENF CGNFEF =1F. O

EXERCITII.

1. Un inel noetherian este redus daca si numai daca toate compo-
nentele primare ale idealului nul sunt ideale prime.

2. Fie F = ., F; o descompunere primara redusa a submodulului
Fallui B, S C A un sistem multiplicativ inchis i v : & — S7'E
morfismul canonic. Daca Fi, ..., F,, s < n, sunt toate componentele
primare ale lui F' cu proprietatea Radg(F;)NS = 0, atunci v (v(F)) =
= ﬂle £y

3. Daca F' = (., F; este o descompunere primara redusa a sub-
modulului F' al lui £ cu F; submodul P;-primar, ¢ = 1, ..., n, atunci
Ass(F;/F) = Ass(E/F) \ { P, } pentru orice i, 1 <1i < n.

4. Structura inelelor artiniene

Inelele artiniene, aparute ca urmare a unui exercitiu de logica for-
mala — dualizarea relatiei de incluziune, s-au dovedit a fi in multe
circumstante un substitut pentru corpuri. Proprietatile lor intervin de-
cisiv In construirea unei teorii a dimensiunii pentru inele comutative.
In incheierea acestui capitol prezentim structura inelelor artiniene.
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LEMA 4.1. Orice nondivizor al lui zero dintr-un inel artinian este
wnversabil. In particular, un inel artinian care este domeniu de integri-
tate este de fapt corp.

DEMONSTRATIE. Pentru un astfel de element a, sirul aA D a?A D

D a*A D ... este stationar. Daca a”A = a"™'A, atunci a" = a"*'b
pentru un anumit b € A. Cum a este nondivizor al lui zero, se poate
simplifica cu @™ in ultima egalitate, rezultand ab = 1. OJ

LEMA 4.2. Intr-un inel artinian ezistd doar un numdr finit de ideale
prime.

DEMONSTRATIE. Observam mai intai ca din lema precedenta si
din faptul ca o imagine omomorfa a unui inel artinian este inca inel
artinian rezulta ca orice ideal prim al unui astfel de inel este maximal.
Sa presupunem ca spectrul inelului artinian A nu este finit. Atunci
exista o multime infinita de ideale prime (P,),>1. Lantul descendent
P> P NP> P NPNP; D...nu este stationar intrucat orice
ideal prim este maximal. Contradictia la care s-a ajuns provine din
presupunerea ca Spec A este multime infinita. O

LEMA 4.3. Radicalul Jacobson J al unui inel artinian este nilpotent,
i.e. emistat € N astfel incat J' = 0.

DEMONSTRATIE. Folosind lema 4.1, se deduce
J=N{P:PeMax A} =nN{P: PeSpec A},

adica orice element al radicalului este nilpotent. Cum nu stim ca J este
finit generat, nu putem conchide ca exponentii incepand de la care se
anuleaza puterile elementelor lui J sunt majorati de aceeasi constanta.
Din faptul ca A este inel artinian rezulta ca exista un numar natural ¢
astfel ca J* = J*! =: I. Vom aréta ca I este idealul nul.

Observam ca JI = JJ' = J*!' = [. Presupunand I # 0, din
JI = I # 0 rezulta ca multimea £ constituita din idealele necontinute
in anulatorul lui I este nevida. Fie L un element minimal al lui £. Din
IL # 0 rezulta ca exista a € L astfel ca al # 0. Din alegerea lui L
se deduce L = aA. Cum alJ = al # 0, rezulta aJ = aA = L. Prin
urmare a = ab, cu b € J, i atunci a = ab = ab™ pentru orice n > 1.
Dar stim deja ca b, ca orice alt element al lui J, este nilpotent. Am
ajuns astfel la contradictia a = 0. 0

PROPOZITIE 4.4. Pentru un modul de tip finit E peste inelul noe-
therian A, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) E este modul de lungime finitd,
(17) Assa(F) C Max A,
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(731) Supp,(E) € Max A.
DEMONSTRATIE. Conform propozitiei 3.47, exista o filtrare
0O=F,CE, ,C...CE,CEy=F (7)

ai carei factori E;_1/F; sunt module izomorfe cu imagini omomorfe
integre A/P; (i =1,2,...,n) ale inelului A, iar

Assa(E) C{ P, P, ..., P, } C Suppy(F) . (8)

(1) = (ii) Factorii F;_1/E; (1 <i < n) sunt module de lungime
finita, deci (4(A/P;) < co. Prin urmare A/P; este inel artinian. Fiind
domeniu de integritate, el este corp, deci P; € Max A (1 <i <n). Din
relatia (8) rezulta ca toate primele asociate lui E sunt ideale maximale.

Conditia (77) implica (ii7) pentru ca Ass E C Supp E si cele doua
multimi au aceleasi elemente minimale. Presupunand indeplinita con-
ditia (7ii), din relatia (8) rezulta ca factorii filtrarii (7) sunt A-module
simple, deci (7) este un sir de compozitie pentru E. Conditia (i) este
indeplinita conform teoremei Jordan-Hdlder. U

Putem acum caracteriza inelele artiniene comutative:

TEOREMA 4.5. Pentru un inel A, urmdatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

(1) A este inel artinian,
(17) A este inel noetherian si orice ideal prim al lui A este mazimal,
(1ii) A este inel noetherian si orice ideal prim asociat lui A este
mazimal.

Daca aceste conditii sunt satisfacute, atunci A este un inel semilocal,
cu radicalul Jacobson nilpotent.

DEMONSTRATIE. (i) = (it) Singura proprietate a carei existenta
nu a fost inca dovedita este noetherianitatea. Vom arata faptul echiva-
lent ca un inel artinian are lungimea finita.

Fie I < A un ideal minimal cu proprietatea ca [4(A/I) < co. Daca
I este nenul, atunci suportul A-modulului I este nevid, ¢f. lema 3.23.
Pentru P € Supp (I) avem Ip # 0. Aratam ca [p/Plp este un spatiu
vectorial nenul peste corpul rezidual Ap/PAp ~ A/P (aici se foloseste
maximalitatea idealului P). Presupunand contrariul, se gaseste Ip =
PIp = P%Ip = ... = 0, pentru ci PAp este ideal nilpotent in inelul
artinian Ap conform lemei 4.3. Contradictia obtinuta provine din pre-
supunerea ca Ip/PIp = 0. Cum orice spatiu vectorial nenul este sursa
unui morfism a carui imagine este corpul peste care se lucreaza, rezulta
existenta unui morfism surjectiv de
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A-module Ip/PIp — A/P. Prin compunere cu morfismele cano-
nice I — Ip — Ip/PIp se obtine un morfism surjectiv de A-module
v:I — A/P. Nucleul J := ker v este un ideal al inelului A continut
strict in I si care are proprietatea ca A/J este A-modul de lungime
finita, conform propozitiei 2.7 aplicate seriei normale 0 C I/J ~
A/P C A/J. S-a ajuns la o contradictie cu alegerea lui I.

Clar (i4i) este consecinta a conditiei (i¢), iar implicatia (iii) = (4)
decurge din propozitia 4.4. O

Se poate arata ca orice inel necomutativ artinian la stanga este
noetherian la sanga.

LEMA 4.6. Fie A un inel artinian cu Max A = {My,..., M, },
J=MnN...NM, siJ*=0(keN). Atunci 0 = MFnN...N MF este
unica descompunere primara redusa a idealului nul din A.

DEMONSTRATIE. Evident [[¥, M} C J* = 0. Deoarece M; si M,
sunt comaximale pentru 1 < ¢ < 5 < n, rezulta ca si Mf + Mf = A.
Conform lemei chineze a resturilor avem 0 = MFN...N M¥, relatie ce
este o descompunere primars a idealului nul pentru ca Rad(M*) = M
pentru orice M € Max A gi un modul este primar daca radicalul sau
este ideal maximal. Observam ca aceasta descompunere primara este
redusd intrucat o relatie M 2 (;, M} implica

[[M ey =0c i,

J#i J#i
deci M; C M, pentru un indice j # 7. Unicitatea rezulta din teo-
rema 3.60 gi din faptul ca My, ..., M, este ideal prim minimal in A
conform teoremei 4.5. O

TEOREMA 4.7. Orice inel artinian este izomorf cu produsul direct
al localizatelor sale in idealele maximale.

DEMONSTRATIE. Fie J radicalul Jacobson al inelului artinian A si
M, ..., M, idealele maximale, iar k € N astfel incat J* = 0. Conform
rezultatului precedent gi lemei chineze a resturilor, exista un izomorfism
canonic A ~ [, A/MF. Vom arita ca pentru M € Max A, morfismul
de localizare u : A — Ay, este surjectiv si are nucleul M*.

Fie p : A — A/MP* surjectia canonici. Deoarece A/MP" este inel
local de ideal maximal M/M¥, se obtine ca p(a) este inversabil pentru
orice a € A\ M. Din proprietatea de universalitate a inelelor de fractii
rezultd ci existd un morfism de inele f : Ay, — A/M¥ astfel incat
p = fu. Evident f este surjectiv. Ramane sa aratam injectivitatea
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lui f. Daca a/s € ker f, atunci u(a) = a/1 € ker f, incat p(a)

= f(u(a)) = 0. Prin urmare a € M* i

afs € MFAy = [\ MfAy =

i=1

n

(Y Mf) Ay =0.

1=1
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CAPITOLUL 2

Dimensiunea Krull a inelelor noetheriene

1. Extinderi intregi de inele

Fie B o A-algebra gi I un ideal in A (cazul I = A va fi frecvent
intalnit in notiunile gi rezultatele urmatoare).

DEFINITIE 1.1. Un element z € B este numit intreg peste I daca
existd un polinom f € A[X] de forma f = X" +a, X" '+.. . +a; X +
ag, cun >0, a; € I, (0 < i < n) astfel incat f(z) = 0. Daca orice
element al lui B este Intreg peste A, se spune ca B este o A-algebra
intreaga.

PROPOZITIE 1.2. Fie B o A-algebra, I un ideal in A si v € B.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) x este intreg peste I,
(i) A-subalgebra Alzx] a lui B este un A-modul finit generat gi x €
RadA[x] (IA[I]),
(ili) exista o A-subalgebra C a lui B cux € C, C un A-modul finit
generat si x € Rade(1C).

DEMONSTRATIE. Pentru a arata ca (¢) implica (i7), se considera un
polinom f € A[X] ca in definitia 1.1. Cum f este unitar, orice polinom
g € A[X] poate fi impartit la f: g = fq+ 7, cu q, r € A[X] si gradul
lui 7 strict mai mic decat gradul lui f. Deoarece g(z) = r(x), rezulta
cad 1,z,...,2"" este un sistem de generatori pentru A-modulul A[z].
Din f(z) = 0 se obtine 2™ € I Alxz], astfel ca x € Rada, ([ A[z]).

Daca (i) este indeplinita, atunci (iii) este satisfacuta de catre C' =
Alx]. Sa presupunem ca afirmatia (ii) este indeplinita. Daca cq, .. ., ¢s
este un sistem de generatori pentru A-modulul C, relatia 2™ € IC
implica x™¢; = a;1c1+. ..+ a;s¢cs pentru orice s = 1,...,s, unde a;, € 1
pentru k =1,...,s. Aceste relatii sunt echivalente cu sistemul

S

S (Guwa™ —am)er =0, i=1,2,....5

k=1
unde &, este simbolul lui Kronecker.
Notam cu N = (by) adjuncta matricei M := (dgx™ — ay) cu

elemente din inelul A[z]. Prin schimbarea ordinii de sumare, se gaseste
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ca pentru k=1,...,s avem
S = Z (Z bkl(@]xm — aij)> Cj = Z bkz (Z(@]xm — aij)cj> =0.
j=1 \i=1 i=1 j=1

Cum NM = dFE, unde d = det (M) si E este matricea unitate de ordin
s, rezulta ca suma S coincide cu

Z 5kjdcj = de .
j=1

S
Pe de alta parte, exista elemente u, € A astfel ca 1 = chuk, astfel

k=1
s

cad= dz crur = 0. Prin dezvoltarea determinantului dupa prima sa

k=1
linie, se gaseste o relatie de dependenta intreaga a lui x peste I. 0

COROLAR 1.3. Daca B este o A-algebra finitd, atunci B este intrea-
ga peste A. In acest caz, x € B este intreg peste un ideal I < A daca
si numai dacd x € Radg(IB).

Exista o reciproca partiala pentru acest rezultat:
COROLAR 1.4. O algebra intreaga si de tip finit este algebra finita.

COROLAR 1.5. Daca xy, ..., ©, € B sunt intregi peste I < A,
atunci Alxq, ..., x,] este un A-modul finit generat si toate elementele
x;, 1 =1,...,n, apartin idealului Rad(I Alxy, ..., x,)).

O alta consecinta a caracterizarii elementelor intregi data in propozitia
1.2 este tranzitivitatea extinderilor intregi:

COROLAR 1.6. Daca B este o A-algebra intreaga st C' este o B-
algebra intreaga, atunci C' este o A-algebra intreaga.

DEMONSTRATIE. Pentru un element x arbitrar al lui C' se considera
o relatie de dependentd intreaga peste B: 2™ +b,_ 12" ' +.. . +bjx+by =

0, b; € B. Din corolarul precedent rezulta ca A[bg, by, . .., b,_1] este o A-
algebra finita. Din acelasi motiv Albg, b1, ..., b,—1, ] este un A-modul
finit generat. Acum se aplica rezultatul 1.3. O

COROLAR 1.7. Multimea A’y formata din toate elementele lui B
intregi peste A este A-subalgebrda a lut B. Pentru orice ideal I < A,
Raday (IA%) coincide cu multimea elementelor din B intregi peste I.
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DEMONSTRATIE. Pentru z, y € A%, A-modulul A[z,y| este finit
generat. Conform conditiei (7i7) din propozitia 1.2, z 4+ y §i zy sunt
intregi peste A. Daca x € B este intreg peste I, atunci # € Rad 4 (1 A})
conform propozitiei 1.2.

Reciproc, pentru = € Raday, (IA%) avem 2™ € IAlzy, ..., x,] pen-
tru anumiti x4, ..., x, € Az si m € N. Se foloseste acum faptul ca din
conditia (7i7) din propozitia 1.2 rezulta conditia (7). O

DEFINITIE 1.8. Fie A un inel si B o A-algebra. Inelul A’y constand
din toate elementele lui B intregi peste A se numeste inchiderea intreaga
a lui A in B. Se spune ca A este intreg inchis in B daca A’y coincide
cu imaginea lui A in B prin morfismul structural. Un domeniu intreg
inchis in corpul sau de fractii este numit domeniu normal.

COROLAR 1.9. Prin adjunctionarea unei familii arbitrare de ele-
mente intregi peste A se obfine o A-algebra intreaga.

De aici rezulta imediat idempotenta luarii inchiderii integi:

COROLAR 1.10. Pentru orice A-algebra B, A’y este intreg inchis in
B. Echivalent, (Aly)s = Aly.

DEMONSTRATIE. Daca x € B este intreg peste Alz, atunci Az[x]
este A’z-algebra intreaga. Cum A’y este A-algebra intreaga, din tranz-
itivitatea extinderilor intregi rezulta x intreg peste A. Prin urmare
x € Az, Am stabilit. sadar, (A%); C A;. Incluziunea opusa este
triviala. 0

EXEMPLE. 1. Un domeniu de integritate cu proprietatea ca ori-
care doua elemente admit un cel mai mare divizor comun este normal.
In particular, inelele factoriale sunt normale.

Fie K corpul de fractii al unui domeniu A cu proprietatea indicata.
Pentru x € K se considera o reprezentare x = b/c cu b, ¢ € A coprime
si ¢ # 0. Dacd x satisface o relatie de forma 2™ + a,_ 2" ' + ... +
a1x +ag=0,cun €N, a; € A, dupa inmultire cu ¢" se obtine relatia
b + ap_1cb™ ' + ...+ a1 + apc® = 0 care arata ca c divide b™.
Atunci ¢ divide e.m.m.d.c (¢, b"), care este un element inversabil din
A. Conchidem ca c este inversabil in A, Incat x € A.

2. Se poate arita ci un element x din Q[v/—1] este intreg peste
Z daci gi numai daci x € Z[/—1]. Altfel spus, Z[v/—1] este domeniu

normal.

Putem demonstra acum un rezultat faimos, care sta la baza legaturii
dintre algebra comutativa si geometria algebrica.
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TEOREMA 1.11. [Teorema zerourilor a lui Hilbert (Nullstellensatz),
forma slaba] Fie K un corp algebric inchis. Atunci orice ideal mazimal
al inelului de polinoame K[X, ..., X,] este de forma (X1—aq, ..., X, —
ay), Cuay,...,a, € K.

DEMONSTRATIE. Pentru ay,...,a, arbitrare in K, idealul M :=
(X1 —aq,...,X, — a,) este maximal intrucat morfismul de K-algebre
A= K[Xy,...,X,)] — K, X; — a;, i = 1,...,n, este surjectiv,
de nucleu M. Reciproc, fie M € Max A. Din teorema 1.12 rezulta ca
extinderea K C A/M este algebrica. Cum K este algebric inchis, avem
K ~ A/M. Se considera a; € K corespunzand clasei lui X; modulo M,
pentrui =1,...,n. Din X; —a; € M si maximalitatea idealului (X; —
ai, ..., X, — a,) tragem concluzia ca M = (X; —aq,..., X, —a,). O

TEOREMA 1.12. Daca L/ K este o extindere de corpuri gi L este o
K-algebra de tip finit, atunci L/ K este algebrica.

DEMONSTRATIE. Vom rationa prin inductie dupa numarul genera-
torilor z1, ..., x, ai K-algebrei L. Pentru n = 1 este clar ca L = K|z4]
este algebrica, in caz contrar ar fi un inel de polinoame, in care nede-
terminata nu este inversabila. Presupunem ca n > 2 gi ca proprietatea
este adevarata pentru n — 1 elemente, dar este falsa pentru n elemente.
Dupa o eventuala renumerotare, gasim ca x; este transcendent peste
K. Cum L = K(z1)[xs,...,,], din ipoteza de inductie rezulta ca L
este algebric peste K(z1). Pentru i =2, ..., n notam u; € K|x;] coefi-
cientul dominant al unui polinom cu coeficientii din K{[z] care are ca
radacina z;. Fie u := uy...u,. Observam ca L este K|z, %]—algebré
intreaga Fie p un polinom ireductibil din K|z;] care nu divide u. Cum
1/p satisface o relatie de forma

\" 1\ 1
] 4am |- +...4+a=0, a; € K[xy,—],m > 1,
P P u

dupa inmultirea cu p™ si o putere convenabila a lui u se ajunge la
biPm + bim—1Pm-1 + ...+ bip+u®* = 0, cu b; € K[z;]. Din unicitatea
descompunerii in factori primi in inelul de polinoame se trage concluzia
ca p divide u® in K|[z1], contradictie. O

Fie v : A — B un morfism de inele gi S un sistem multiplicativ
inchis din A. Se aratd usor cd S™!A-modulul S~ B are o structura de
inel daca se defineste operatia de inmultire interna in mod natural

by

-=— , bl eBs s5€S.
s s ss
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In plus, S~ B este izomorf cu inelul de fractii 7' B al lui B in raport
cu sistemul multiplicativ 7" := u(S) al lui B. De asemenea, S~ B este
o S~ A-algebra via morfismul canonic S™!u.

ProprozITIE 1.13. In notatitle precedente are loc egalitatea
(ST A)s-15 = ST (Ap).

In particular, dacd u este un morfism intreg (resp. intreg inchis),
atunci S~'u : STYA — STIB este morfism intreg (resp. intreg inchis).

DEMONSTRATIE. Fie z/s € S71(A), cu v € Az si s € S. Atunci
existd n € N* si ag, ..., ap,_1 € A astfel incat 2" + ap,_12" ' + ... +
a1x + ap = 0. Prin inmultirea acestei relatii cu 1/s"™ in S~ A-algebra
S~1B, se obtine o relatie de dependenta intreaga a lui z/s peste S™1A.

Reciproc, se considerd z/s € (S71A)_, 5 si o relatie de dependenta
intreagd a sa peste S71A

<£>n—|—an_1 . <£>n 1—I—...jL@:() , a; €A, teS, neN" .
] t ] t
Aceasta Inseamna cd exista q € S astfel incat q(tx" +sa, 12" 1 +... +

r  lqx
aps™) = 0, relatie ce arata ca tqr € Az, Prin urmare — = tq_ € ST (AY).
s tgs
Dacd u este morfism intreg, atunci Ay = B, deci (ST'A)g_1p =
S™1(A%) = S7!B, ceea ce Inseamna cd morfismul S™'u este intreg.

A

In cazul in care u este morfism intreg inchis avem Ay = A, astfel ca

(ST AY, 1y = STH(AY) = ST1A. 0

COROLAR 1.14. Fie S un sistem multiplicativ inchis al unui dome-
niu normal A. Dacd S nu contine 0, atunci S~ A este domeniu normal.

DEMONSTRATIE. Deoarece 0 € S, avem A C S7!AC S7'K = K.
Din propozitia 1.13 rezultd cad S~1A este intreg inchis in corpul siu de
fractii K. O

LEMA 1.15. Fie A C B o estindere intreaga de inele, J un ideal in
B sil:=JNA. Atunci:

a) A/I C B/J este o extindere intreaga.

b) Daca J contine un nondivizor al lui zero pe B, atunci I # 0.

DEMONSTRATIE. a) Injectivitatea este asigurata de ipoteza I =
J N A. Restul rezulta din propozitia 1.13.

b) Daca x € J este un nondivizor al lui zero pe B gi satisface relatia
de dependents intreags de grad minim 2" + a" 2" 1 + ... 4+ qy = 0,
cun > 04 a € A, atunci ag # 0, pentru ca in caz contrar, dupa
impartirea cu x ¢ Z(B), obtinem o ecuatie de grad mai mic satisfacuta
de z. Cum ag € JN A =1, idealul I este nenul. O
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In studiul morfismelor intregi sau intreg inchise de inele, un rol
important joaca urmatoarele notiuni.

DEFINITIE 1.16. Pentru o extindere de inele A C B se considera
conditiile:

LO: Pentru orice P € Spec A exista () € Spec Bcu QN A= P.

Se spune ca P este urma lui Q) sau Q) sta peste P.

GU: Pentru orice P;, P, € Spec A si Q1 € Spec B cu P, C Py si
P = Q1N A exista Qo € Spec B astfel incat Q1 C Q2 si P, = Q2 N A.

GD: Pentru orice Py, P, € Spec A §i (2 € Spec B cu P, C P, si
P, = Q> N A exista ()1 € Spec B astfel incat Q1 C Q2 si P, = Q1N A.

INC: Orice doua ideale prime distincte @)1, ()2 ale lui B ce au aceeasi
urma pe A sunt incomparabile fata de incluziune.

Daca u* : Spec B — Spec A este aplicatia continua intre spec-
tre indusa de morfismul de algebre u, conditia LO este echivalenta cu
surjectivitatea lui u*.

DEFINITIE 1.17. Fie A un inel nenul. Se spune ca un lant de ideale

prime ale inelului A

POoOPD...DF, (9)
are lungimea n. Un lant (9) se numeste saturat daca pentru orice i = 1,
..., n, nuexista @ € Spec Acu P,_; D Q D P,

Indltimea, resp coindltimea, unui ideal prim P este definitd a fi
marginea superioara a lungimilor tuturor lanturilor (9) cu Py = P,
resp. P, = P. Ea se noteaza ht P, resp. coht P. fndl}imea unui ideal
arbitrar I < A se definegte a fi infimumul inaltimilor idealelor prime
asociate lui. Coinaltimea sau dimensiunea idealului I se defineste prin

coht [ =dim A/I .

Marginea superioara a lungimilor tuturor lanturilor saturate de ide-
ale prime ale lui A se numeste dimensiunea Krull a inelului A si se
noteaza dim A. Convenim sa definim dimensiunea inelului nul ca fiind
-1.

Evident, dim A=0 daca si numai daca Spec A= Max A # (). Este
limpede ca dim Z = 1.

Tinand cont de corespondenta dintre idealele prime ale unui inel
si idealele prime ale unui localizat sau ale unei imagini omomorfe, se
obtine pentru P € Spec A

ht P=dimAp , cohtP =dimA/P.

Evident, daca P € Spec A, atunci ht P = 0 daca si numai daca
P € Min A.
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EXEMPLE 2. 1. Pentru orice numar prim p, morfismul canonic
7. — 7, este intreg, dar nu satisface conditia LO. Explicatia este
simpla: corpul Z, are un singur ideal prim, a carui preimagine in Z
este pZ. Orice alt ideal prim din Z nu este in imaginea morfismului
spectral Spec Z, — Spec Z.

2. Conditia LO nu este satisfacuta de extinderea Z C Q. Justifi-
carea este aceeagi ca gi pentru exemplul precedent.

3. Orice extindere de inele A C B cu dim A = 0 satisface conditiile
LO, GU si GD, dar nu satisface conditia INC daca dim B > 1.

TEOREMA 1.18. Fie u : A — B un morfism intreqg de inele.
Atunci:

a) u* : Spec B — Spec A este aplicatie surjectivd.

b) Imaginea prin u* a oricarei mulfimi inchise din Spec B este
multime inchisd in Spec A.

c¢) Extinderea 777 satisface conditia INC.

d) u* induce o surjectie intre Max B gi Max A i (u*)™'(Max A) =
Max B. Altfel spus, un ideal prim @ al lui B este mazximal daca si
numai daca QQ N A este ideal maximal in A.

DEMONSTRATIE. a) Vom arita mai intai u='(PB) C P pentru
orice P € Spec A. Fie x € PB. Ca orice alt element al lui B, x este
intreg peste A. Cum = € Radg(PB), inseamna ca x este intreg peste P,
deci exista o relatie de dependenta intreagd 2™+ a,_ 12" 1 4.. . +ag =0
in care toti coeficientii a; apartin lui P. Dacia x € u~'(PB), rezulta
x™ € P gl prin urmare x € P.

Relatia demonstrata in paragraful precedent se exprima echivalent
PBNS =10, unde S := A\ P. Conform unei leme DE CITAT exista
Q € Spec B astfel incat PB C Q si QNS = (). Prin urmare P C
PBNACQNACP.

b) Fie J < B i I :=u"!(J). Extinderea A/I C B/J este intreaga
conform lemei 1.15 si satisface proprietatea LO in virtutea punctului
a). Din corespondenta existenta intre idealele prime ale inelului A/I
si multimea inchisa V(I) a lui Spec A rezulta ca u*(V(J)) = V(I).

¢) Fie Q1, Q2 € Spec Bcu Q1 C Q51 P = Q1NA = Q2NA. Atunci
extinderea A/P C B/(Q); este intreaga, iar 2/ este un ideal prim al
domeniului de integritate B/ a carui urma pe A/P este nula. Din
lema precedenta rezulta @Q2/Q1 = 0, adica Q1 = Q.

d) Fie Q) € Spec Bsi P:=Q N A. Daca A/P este corp, cum B/Q
se obtine adjunctionand elemente algebrice la A/P, inseamna ca B/Q
este corp. Reciproc, daca B/Q este corp, idealul nul este singurul sau
ideal prim. Din proprietatea LO se deduce ca unicul ideal prim din
A/ P este idealul nul. O
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COROLAR 1.19. Orice extindere intreaga satisface conditia GU.

DEMONSTRATIE. Fie P, P, € Spec A, ()1 € Spec B cu P, C Ps si
Q1N A = P;. Aplicam extinderii intregi A/P; C B/Q; proprietatea
LO pentru P,/ P, € Spec (A/P). O

LEMA 1.20. Fie A C B o extindere intreaga de domenii de integri-
tate. Atunci A este corp daca si numai daca B este corp.

DEMONSTRATIE. Presupunem ca A este corp. Pentru y € B, y #
0, se considera relatia de dependenta intreaga de grad minim y" +
1y 4. .. +ay =0, a; € A. Termenul liber a, este nenul, astfel ca
avem y[—ag ' (y" + an_1y" 2+ . 4+ ap)] = 1.

Reciproc, daca B este corp, orice element nenul z € A are un
invers = € B. Dintr-o relatie de dependenti intreagd pentru z=! de
forma 27" + a1z + ... 4+ a9 = 0, unde a; € A, rezulta 27! =
—Qpq — ... —agr" ! € A. O

TEOREMA 1.21. [Teorema GU a lui Krull-Cohen-Seidenberg] Orice
extindere intreaga de inele A C B satisface conditiile LO, GU gi INC.
In plus dim A= dim B.

DEMONSTRATIE. Prima parte a fost deja stabilita. Ultima afirmatie
se demonstreaza astfel: conditiile LO §i GU implica dim A < dim B.
Inegalitatea contrara este consecinta proprietatii INC: orice lant satu-
rat de ideale prime din B produce un lant de ideale prime distincte din
A de aceeasi lungime. O

COROLAR 1.22. Daca A C B este o extindere intreagd si () € Spec
B, atunci

ht @ <ht (QNA), coht Q =coht (QNA) .

Avand in vedere relatiile ht @ = dim Bg si coht @ = dim B/Q,
deducem:

COROLAR 1.23. Daca A C B este o extindere intreaga si B este
inel noetherian, atunci u* : Spec B — Spec A este aplicatie finita
(i.e. pentru orice P € Spec A, exista doar un numar finit de ideale
prime @ din B ce stau peste P).

DEMONSTRATIE. Conform proprietatii LO, idealul P B este continut
intr-un ideal prim ) din B ce sta peste P. Din conditia INC rezulta
ca idealele prime din B ce stau peste P sunt exact cele minimale peste
PB. Dar intr-un inel noetherian exista doar un numar finit de ideale
prime minimale. U
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In continuare punem in evidenta conditii suficiente ca o extindere
intreaga sa aiba proprietatea GD.

TEOREMA 1.24. [Teorema GD a lui Krull-Cohen-Seidenberg] Fie
A C B o extindere intreaga de inel. Presupunem ca A este un domeniu
normal $i ca orice element nenul al lui A este nondivizor al lui zero in
B. Atunci extinderea satisface conditia GD.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra cazul particular B domeniu. O
demonstratie completa se gaseste de pilda in [13].

Fie Pl,PQ c SpeC A, QQ c SpeC Bcu P C P §1 QQﬁA = b
Consideram sistemele multiplicative S; := A\ Py, Ty := B\ Q2 si
S:={st:seS,teTy}. Vomariata PPBNS = (. Din lema lui
Krull va rezulta existenta unui ideal prim (); din B care contine P, B
si astfel Incat @, NS = (. Cum Ty, C S, vom avea Q; N Ty, = (0, deci
Q1 C Qq, lar din S; C S va decurge Q1 NS; =0 si Q1 NAC P,. Dar
PlB g Ql 1mphcé Pl g Ql N A, iar Pl 7é P2 1mphcé Ql 7é Qg.

Sa presupunem ca exista x € PiB N S. Atunci = este intreg peste
P si conform lemei urmatoare, polinomul sau minimal peste corpul de
fractii K al lui A are forma f = X" +a, 1 X" ' 4... 4 ag, cua; € P,
1=0,...n—1. Cumz € S, exista s € Sy si t € Ty astfel ca x = st.
Polinomul minimal al lui t = z/s peste K este

A1 pe a
X" 4+ =lx 1+.”+;%

s
ai carui coeficienti sunt din A intrucat ¢ este intreg peste domeniul
normal A. Asadar, elementele b; := a;/s" ™", i =0, ..., n — 1, sunt din

A si satisfac relatiile b;s" ¢ € P,. Cum s nu apartine lui P;, rezulta
b; € P, pentru orice 7, 0 < ¢ < n, ceea ce inseamna ca t este intreg
peste P;. Atunci t € Radg(PB) C (3. S-a contrazis alegerea t € Ty =
B\ Q. O

DEFINITIE 1.25. Fie A un domeniu de integritate cu corp de fractii
K, L o K-algebra gi x € L un element intreg peste K (echivalent, x
este algebric peste K, adica radacina unui polinom nenul din K [X], nu
neaparat unitar). Multimea

I(x) = {g € K[X] : g(x) =0}

este nevida. Mai mult, este un ideal nenul din inelul principal K[X].
Generatorul unitar al lui I(x) se numeste polinomul minimal al lui x
peste K.

Daca L este domeniu de integritate, idealul I(z) este prim, pentru
cadin f = gh,unde g, h € K[X]cu0 < grad g < grad f si g(x)h(z) =0
rezulta g € I(x) sau h € I(x). In consecinta, polinomul minimal al lui
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z este ireductibil in acest caz. In general, insa, un polinom minimal
nu este neaparat ireductibil. Spre exemplu, fie K un corp si L :=
K[X]/(X?) = K|x]. Este clar ca polinomul minimal al elementului x
este X2

LEMA 1.26. Fie A un domeniu normal de corp de fractii K, I
un ideal radical in A si L un corp ce contine K. Daca x € L este
intreg peste I, polinomul sau minimal f peste K are forma f = X"+
an_lX”_1+...+a0 cua; €1,1=0,...,n—1.

DEMONSTRATIE. Fie z; = x, x9, ..., z, radacinile lui f intr-o
inchidere algebrica K a lui K. Polinomul f fiind ireductibil, grupul sau
Galois actioneaza tranzitiv pe multimea radacinilor lui f. Altfel spus,
existd un K-automorfism al lui K care duce x in oricare alt element
i, 1 = 2, ..., n. Rezulta ca toate radacinile z; sunt intregi peste
I. Coeficientii a; sunt functii simetrice elementare de radacini, deci
apartin idealului Rada; (IA%). Ipoteza A domeniu normal inseamna
Al = A, prin urmare Radya, (IA%) = Rada(I) = I, intrucat I este
presupus a fi ideal radical in A. O

COROLAR 1.27. In ipotezele teoremei GD, avem ht Q = ht (QN A)
pentru orice ideal prim Q al lui B.

DEMONSTRATIE. Stim deja ca urma are inaltimea cel putin egala
cu Inaltimea lui (). Din teorema rezulta ca din orice lant saturat de
ideale prime din A ce se termina cu Q N A putem construi un lant, de
ideale prime din B ce se termina cu () si de aceeasi lungime. O

EXERCITII.
1. Pentru o A-algebra B, I ideal in A §i x € B, urmatoarele conditii
sunt echivalente:

(1) x este intreg peste I,
(ii) exista un Afz]-modul fidel E (i.e. AnngE/ = 0) care este
A-modul finit generat si pentru care xF C I E.

2. Inelul Z[v/=5] este domeniu normal, dar nu orice dou elemente
ale sale admit un cel mai mare divizor comun.

3. Fie (A))xea o familie de subinele normale ale unui domeniu de
integritate. Aratati ca Nycp Ay este domeniu normal.

4. Urmatoarele conditii sunt echivalente pentru un domeniu de
integritate A:

(1) A este domeniu normal,
(1) Ap este domeniu normal pentru orice P € Spec A,
(7i1) Ajps este domeniu normal pentru orice M € Max A.
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5. Daca extinderea A C B satisface conditia GU, atunci ea satisface
si conditia LO.

6. Daca extinderea A C B satisface conditiile GU si INC, atunci
dim A= dim B.

7. Fie K un corp si polinomul f € K[X;,..., K,] ale carui com-
ponente omogene sunt fy, ..., f,, cu f; polinom nul sau omogen de
grad i, ¢ = 0, ..., m. Presupunem ca f,, # 0 este produs de poli-

noame ireductibile distincte. Aratati ca inelul K|[f] este intreg inchis
in K[X,..., K,]sicorpul K(f) este algebric inchis in K (X, ..., K,).

8. Fie A C B o extindere intreaga de inele. Daca B este inel local
(resp. semilocal), atunci A este inel local (resp. semilocal).

9. Sa se arate ca orice inel redus este intreg inchis in inelul de
polinoame intr-o nedeterminata peste el.

10. Fie A = Zg. S& se arate ca:

a) extinderea Z C A este intreaga, dar nu este finita;
b) P = P? pentru orice P € Spec A;
¢) singurul ideal prim din A finit generat este idealul nul;
d) A nu este inel noetherian;
)

11. Pentru orice A-algebra B, inchiderea intreaga a inelului de
polinoame A[X;, ..., X,| in B[Xy,...,X,] este A[X1,...,X,].

12. Fie d un intreg liber de patrate, K := Q(\/d) si A := Z).. Sa
se demonstreze:

a) Daci d =2 (mod 4) sau d = 3 (mod 4), atunci A = Z[Vd].
b) Dacd d = 1 (mod 4), atunci A = Z[(1 + V/d)/2].

13. Pentru d # 1 un intreg liber de patrate si d = 1 (mod 4),
domeniul Z[v/d] nu este normal.

14. Fie K un corp. Orice K-algebra A continuta in inelul de
polinoame intr-o variabila K[X] este finit generata si are dimensiunea
cel mult unu.

15. Pentru orice inel A, extinderea A C A[X] satisface conditiile LO
si GD, dar nu si conditia INC. Pentru dim A > 1, nu este satisfacuta
nici conditia GU.

16. Un morfism de inele u : A — B indeplineste conditia GD daca
si numai daca pentru orice ideal P € Spec A i orice ) € Min (B/PB)
avem u ' (Q) = P.

17. Fie A un domeniu de integritate, a si c¢ elemente ale sale si
B := A[X]/(X?+ aX + ¢). S& se arate ca pentru orice b € B, idealul
I(b) al lui A[X] format din toate polinoamele care se anuleaza in b este
principal.
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18. Pentru A C B o extindere de inele, idealul
feja={a€A:aBCA}

este numit conductorul lui B in A.

a) Aratati ca fp/a este cel mai mare ideal din B continut in A.

b) Daca B este A-algebra finita gi S C A este un sistem multiplicativ
inchis, atunci

fs—1pys—1a =S (fpa) -

19. Fie A un domeniu de integritate a carui inchidere intreaga A
in corpul de fractii K este A-algebra finita.

a) Pentru P € Spec A, Ap este intreg inchis in K daca si numai
daca P nu contine idealul fj,4.

b) A este domeniu normal daca si numai daca Ay, este intreg
inchis in K pentru orice M € Max A.

2. Lema de normalizare

Multa vreme, algebra comutativa a insemnat studierea inelelor de
polinoame cu coeficienti intregi sau intr-un corp. Nu doar familiaritatea
cu aceste inele a favorizat aceasta situatie, ci i bogatia proprietatilor ce
agteptau sa fie puse in evidenta. Rezultatul central al acestei sectiuni
arata ca un inel de tip finit peste un corp este modul finit generat
peste un inel de polinoame cu coeficienti in corpul respectiv. Un ast-
fel de rezultat, pe langa consecintele ce decurg nemijlocit din el, are
valoare arhetipala, dupa acest model fiind ulterior obtinute teoreme de
structura pentru inele locale complete.

DEFINITIE 2.1. O algebra A de tip finit peste un corp K este numita
K-algebra afina. Daca in plus A este domeniu de integritate, se spune
ca A este K-domeniu afin.

LEMA 2.2. Fie f un element din inelul de polinoame K[X1,. .., X,],
n > 2, in care nedeterminata X, apare efectiv. Atunci:

a) Ezista numere naturale nenule ry, ..., r,_1 astfel incat dupa
efectuarea substitutier Y; = X; — X', 1 <¢ <n, f sa atba forma cX"+
@ X" M+t g, cumeN, ce K, c#£0sigi € K[Yy,...,Y, ]
pentru 1 < i < m.

b) Daca K este infinit, aceeasi forma pentru f poate fi obfinuta
cu o substitutie Y; = X; — ¢; X, unde ¢;, 1 < 1 < n, sunt elemente
convenabil alese din K.

DEMONSTRATIE. Fie f = Zael...eanl S X cu Gy ., € K.
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a) Dupa efectuarea unei substitutii cu alura indicata, f devine

Zael...en(yl + X:;)q . (Yn—l + X;nﬂ)eanyeLn _

= E ey er (X;le”"'”"*le"*ﬁe" + polinom de grad mai mic in Xn) )

Ideea este de a alege r; suficient de mari astfel ca exponentii maximi
ai lui X,, din fiecare paranteza sa fie distincti. Se poate pune r; = ¢!
pentru ¢ mai mare decat toti exponentii ey, ..., e, pentru care exista
coeficient a,. ., nenul.

In cazul b) consideram componentele omogene fo, f1, ..., fn, ale lui
f,cu f; € K[Xy,...,X,] polinom nul sau omogen de grad j, 0 < j <
<m, §i f, # 0. Prin substitutia indicata se gaseste

f=fmler, . en1, 1) X" + polinom de grad mai mic in X, .

Observam ca f,,(Xi,...,X,_1,1) este polinom nenul intrucat f,, este
polinom nenul §i omogen in X1, ..., X,,. Un rationament prin inductie
dupa numarul variabilelor conduce la concluzia ca se pot gasi ¢q, ...,
cn—1 € K astfel incat f,,(c1,...,cn1,1) #0. d

TEOREMA 2.3. (Lema de normalizare) Fie A o algebra afina peste
un corp K si I C A un ideal. Ezista numere naturale h < d si elemente
Y1, ..., Yqg € A astfel incat

a) yi, .., Ya sunt algebric independente peste K,

b) A este K[yi,...,ya]-algebra finita,

C) IﬂK[yl,...,yd] = (yh+1,...,yd).
Pentru K infinit, y1, ..., yn sunt combinatii liniare cu coeficienti in K
de generatorii K -algebrei A.

DEMONSTRATIE. Concluzia anuntata este obtinuta in mai multi
pasi.

Pasul 1. Cazul in care A este inel de polinoame K|[Xq,...,X,] si
I este ideal principal, generat de un polinom neconstant f.

In aceasti situatie se poate alege d = n, h =n—1, y, = f si
Y1, ---,Yn_1 ca in lema 2.2. Din relatia

O:f_yn:CXgl_‘_nggl_l_‘__‘_gm_yn

cug; € K[y1,...,yn-1] si c € K, ¢ # 0, rezulta ca X, este intreg peste
algebra Klyi,...,y,]. Intrucat A = Klyi,...,y][X,], am obtinut
conditia b).

Elementele v, . . ., y, sunt algebric independente peste K pentru ca
in caz contrar corpul K(yi,...,yn), si odata cu el K(Xq,...,X,), ar
avea gradul de transcendenta peste K strict mai mic decat n.
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Ramane sa stabilim proprietatea c¢). Vom arata ca are loc egalitatea
INKly,...,ya) = (yn). Orice element g € I N K[yy,...,yn| se scrie
g = fu, cu u € A. Conform conditiei b), u verificd o relatie de
dependenta intreaga peste Klyi, ..., ynl:

'+ b 4 4 by =0, undes>O0sib € Klyy,..., U

De aici se obtine imediat egalitatea g° + byy,g°~ ' + -+ + by = 0,
care conduce la concluzia ca y, divide g in inelul K[y,...,y,]. Am
aratat, asadar, INK[y1,...,yn] C (yn). Cum incluziunea contrara este
evidenta, conchidem ca proprietatea c) este satisfacuta de h = n — 1.
Pasul 2. A este inel de polinoame si I este un ideal, nu neaparat

principal.
Cazul I = 0 nu necesita justificare: se ia h = d = n si y; = X;
pentru ¢ = 1,2,...,n. Putem presupune ca I contine un polinom

neconstant f. Vom demonstra prin inductie dupa numarul de variabile
n.

Pentru n = 1, A este inel principal si am transat acest caz la pasul
precedent. Fie n > 1 si yy,...,y, alesi ca la Pasul 1 aplicat lui A
si idealului sau generat de f. Invocand ipoteza de inductie pentru
urma idealului I pe inelul de polinoame Klyi,...,y,_1], se gasesc e-
lemente tq,...,tq—1 € K[y1,...,yn—1] algebric independente peste K
astfel incat K[yy,...,yn—1] este K[t,...,tq—1]-modul finit generat si
INK[ty,...,ta-1] = (thy1, - - -, ta—1) pentru un numar natural h < d—1
convenabil. Atunci Klyi,...,y,] este K[t1,...,t4_1,ys]-modul de tip
finit si deci A este K|[tq,...,tq_1,ys]-modul finit generat. De aici se
deduce ca d =n gi ca ty,...,tq_1,y, sunt algebric independente peste
K. Daca K este infinit, putem alege t; (¢ = 1,..., h) combinatii liniare
de y; (j = 1,...,n — 1) cu coeficienti din K, incat primele h dintre
elementele ¢; se exprima liniar in functie de X;,..., X,,.

Orice h € INK[ty,...,t,—1,Yns] se poate scrie sub forma h = g+uy,,
unde g € IﬂK[tl, e ,td_l] = (th-i-l? . atd—l) siu € K[tl, e >tn—1>yn]~
De aici se deduce ca idealul I N Kty ..., t,_1,ys] este generat de tj1,

“ ey tn—la Yn -

Pasul 3. Cazul general: A = K[X;,...,X,]/J, cu J ideal propriu.

Conform celor stabilite la Pasul 2, exista un numar natural
d < n si o subalgebra de polinoame Klyi,...,y,] a lui K[X1,...,X,]
astfel incat J N Ky1, ..., Yn] = Yat1s---+Yn), CU Y1, ..., Yq combinatii
liniare de X1,...,X,, daca K este infinit. Intrucat Y1, - - -, Yg sunt al-
gebric independente peste K, imaginea lui K[y, ...,y,] In A poate fi
identificata cu o algebra de polinoame KIY7,...,Yy]. In plus, A este
K[Y1,...,Y;]-modul finit generat. Aplicam Pasul 2 pentru urma ide-
alului considerat L := I N K[Y1,...,Yy]. Se gaseste o subalgebra de
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polinoame K[ty,...,tq] € K[Y1,...,Y,] astfel incat aceasta extindere
este finita, L N K[t1,...,tq) = (tht1,...,tqa), unde 0 < h < d, i,
in ipoteza ca K este corp infinit, tq,..., ¢, sunt combinatii liniare de
Yy, ..., Yy, deci si de imaginile lui Xq,..., X, in A. Concluzia dorita
rezulta observand ca A este K[ty, ..., tq]-algebra finita datorita tranzi-
tivitatii extinderilor finite. O

DEFINITIE 2.4. Pentru o K-algebra afina nenula A, subalgebra sa
Klyi,...,y4 este numita normalizare Noether daca y, ..., yq sunt
algebric independente peste K si A este Klyi,...,ys-modul de tip
finit.

Exista o versiune mai tare a lemei de normalizare, care permite
tratarea unui lant, finit de ideale dintr-o algebra afina. Enuntul si
demonstratia se gasesc in [13] sau [2].

Lema de normalizare impreuna cu teoremele Krull-Cohen-Seidenberg
au aplicatii diverse.

COROLAR 2.5. Fie A C B o extindere de tip finit de inele, cu
A domeniu de integritate. FEzista un element nenul a din A si o
A-subalgebra C a lui B, izomorfa (ca A-algebra) cu o A-algebra de
polinoame, astfel incat extinderea C, C B, este intreaga.

DEMONSTRATIE. Fie S := A\{0}si z, ..., 2, un sistem de gene-
ratori ai lui B ca A-algebra. Atunci S™!'B este algebra de tip finit peste
corpul de fractii K = S7'A al lui A. Aplicand lema de normalizare
pentru idealul nul din S~!B, se gasesc x1, ..., , € S™'B elemente
algebric independente peste K astfel incat extinderea K[zy,...,z,] C
C B si fie intreagd. Imaginea in S~ B a fiecirui generator z; verifica
o relatie de dependenta intreaga de forma

(TJ) T+ Z fkj(xl,...,xn)(T]) =0, unde fi; € K[z1,...,2,).
k<nj
Alegem a un numitor comun pentru z, ..., ¥, $i toti coeficientii din

polinoamele fj;, obtinand relatii de forma

az;”—i—ngjzf:O, 1<j<n,

k<nj
unde gi; sunt polinoame in y; := axy,...,y, := ax, cu coeficienti in
A. Prin urmare az,...,az,. sunt elemente intregi peste inelul C' :=

= Aly1, ..., Yn)]. Cum yq,...,y, sunt algebric independente peste A,

rezultd c¢& C este izomorfs cu o A-algebrii de polinoame. In inelul
B, = B[1] = Alz1, ..., %][2] avem z;/1 = az;/1-1/a, deci z,/1, ...,

a

z./1 sunt intregi peste C,,. O
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COROLAR 2.6. Fie A domeniu de integritate, K corpul sau de
fractii si L/K o extindere de corpuri. Daca L este A-algebra de tip
finit, atunci L este extindere finita a lui K si exista a € A, a # 0,
astfel incat K = A,.

DEMONSTRATIE. Din corolarul precedent decurge existenta unor

elemente z1, ..., x, € Lgia € A, a # 0, astfel incat zq, ..., x,
sunt algebric independente peste A, deci si peste K, iar extinderea
Alxy, ..., zp, %] C L este Intreaga. Dar singurele elemente inversabile

dintr-un inel de polinoame cu coeficienti intr-un domeniu C' sunt
elementele inversabile din C'. Folosind aceasta observatie pentru C' :=
= A[é], rezulta n = 0 si deci C este corp, continut in corpul de fractii
al lui A. Atunci K = C = A,. Extinderea K C L fiind intreaga si de
tip finit, ea este finita conform corolarului 1.5. U

PROPOZITIE 2.7. Daca K[yy,...,y4) C A este o normalizare Noether,
atunci dim A=d. Daca in plus A este domeniu de integritate, toate
lanturile maximale de ideale prime din A au lungime d.

DEMONSTRATIE. Se stie din teorema GU ca dim Kyi,...,y4 =
= dim A. Deoarece lantul de ideale prime din K[y, ..., y4)

0C (y1) C (y1,92) C ... C (Y1,---,Ya)

are lungimea d, obtinem dim A > d. Vom arata ca pentru un lang
arbitrar de ideale prime din A

QCQC...CQn (10)

avem m < d.
Rationam prin inductie dupa d. Notam P; := Q; N K[yi, ..., Y4,
1 =20, ..., m, si notam ca in lantul

PBCPCPC...CP, (11)

nu sunt repetitii (din cauza conditiei INC, indeplinita conform teore-
mei 1.18). Pentru d = 0 nu avem nimic de demonstrat: se aplica
lema 1.20. Presupunem ca d > 1 si ca asertiunea a fost stabilita pen-
tru algebrele de polinoame in mai putin de d variabile. Evident putem
presupune si ca m > 1.

Din lema de normalizare decurge existenta unei normalizari Noether
K[tl,...,td] Q K[yl,...,yd] cu P1 ﬁK[tl,...,td] = (th+1,...,td) pen-
tru un anumit intreg 0 < h < d. Din lema 1.15 si din faptul ca ide-
alul P, este nenul rezultd h < d. De aici se deduce ca K[ty,...,t;] C
K|ty,...,tq)/ Py este normalizare Noether careia i se poate aplica ipoteza
de inductie, rezultand ca lungimea lantului de ideale prime

0OCch/PpC...CP,/P (12)
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satisface inegalitatea m —1 < h. Prin urmare m—1 < h < d—1, adica
m < d.

Sa presupunem in plus ca lantul de ideale prime (10) este maximal
daca A este domeniu de integritate. Rezulta @y = 0 si @, € Max A.
Vom arata prin reducere la absurd ca lantul (11) este lant maximal
de ideale prime din K{yi,...,y4]. Presupunem ca exista un indice 4,
0 <4 < m, si un ideal prim continut strict in FP;;; si care contine
strict P;. Alegem o normalizare Noether K[ty ..., tq] C Kly1, ..., yd
astfel ca P, N K[t1,...,tq) = (th+1,...,tq) pentru un numar natu-
ral h < d. Atunci K|ty,...,ty] C Klt1,...,t4)/P; este normalizare
Noether. Cum exista un ideal prim nenul al inelului Kti,...,tq]/P;
continut strict in Pyy1/P;, inseamna ca in Klty, ..., ;] exista un ideal
prim nenul continut strict in (Pi1/FP;) N Klty,...,tp]. Sa observam
ca Klti,...,tn] € A/Q; este de asemenea normalizare Noether. Din
teorema GD rezulta ca exista un ideal prim intre Q); si Q;11, ceea
ce contrazice ipoteza ca girul (10) este saturat. Asadar, lantul (11)
este intr-adevar saturat. Cum Py = 0 i P, este ideal maximal al lui
Klyi,...,y4), se deduce ca lantul (11) este chiar maximal.

Demonstram acum m = d prin inductie dupa d. Cazul initial
d = 0 este clar, deci presupunem d > 1. Consideram o normalizare
Noether K[tq,...,tq] C K[y1,...,yq] pentru care P, N Klt1,...,t4] =
= (tht1,-..,tq). Din corolarul 1.27 avem ht (P, N K[t1,...,tq]) =
=ht P, = 1, ceea ce implica h = d — 1. Atunci (12) este un lant maxi-

mal de ideale prime din K[tq,...,t4_1] caruia i se poate aplica ipoteza
de inductie pentru a conchide ca are lungimea d — 1. De aici rezulta
m =d. O

Rezultatul tocmai demonstrat arata ca algebrele afine au dimensi-
une finita. Vom arata ca exista inele noetheriene de dimensiune infinita.
Exemplul urmator ne convinge ca proprietatea domeniilor afine pusa in
evidenta in propozitia precedenta nu este indeplinita de orice domeniu
de integritate.

EXEMPLU de domeniu noetheriene de dimensiune finita in care se
gasesc lanturi maximale de ideale prime de lungimi diferite.

Fie K un corp si A := K[[X]][Y]. Consideram idealul principal M;
generat de XY — 1 gi My := (X,Y). Ambele sunt ideale maximale,
intrucat A/M; este izomorf cu corpul K|[[X]]x, iar A/M, ~ K. Se
verifica usor ca ht M; =1, ht My = 2.

O constructie simpla ce furnizeaza exemple de inele noetheriene
de dimensiune infinita a fost expusa de M. Nagata. Acesta demon-
streaza un criteriu de noetherianitate (propozitia 2.9 de mai jos) din
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care rezulta ca pentru inelele semilocale, noetherianitatea este o pro-
prietate locala.

LEMA 2.8. Fie A un inel, I si J doud ideale ale lui A. Daca IAy =
= JAy pentru orice ideal mazimal M al lui A, atunci I = J.

DEMONSTRATIE. Pentru I C J, concluzia rezulta din principiul
local-global aplicat A-modulului J/I. Pentru a reduce cazul general
la aceasta situatie, se foloseste I C I + J si comutarea localizarii cu
sumele de module. O

PROPOZITIE 2.9. Fie A un inel cu urmatoarele proprietati:

a) Ay este inel noetherian pentru orice M € Max A,
b) orice element nenul al lui A este confinut doar intr-un numdar
finit de ideale mazximale.

Atunci A este inel noetherian.

DEMONSTRATIE. Vom arata ca orice ideal nenul I este finit ge-

nerat. Fie My, ..., M, toate idealele maximale ce contin un element
nenul a din /. Evident I nu este continut in alte ideale maximale.
Pentru ¢« = 1, ..., s alegem o multime finita de elemente din I ale

caror imagini in Ay, genereaza I A, si notam U reuniunea lor. Daca
J este idealul generat de multimea finita U U {a }, avem JAy = I Ay
pentru M € {My,...,Ms} si JAy = Ay = [Ay pentru celelalte
ideale maximale. Din lema precedenta se obtine I = J. O

EXEMPLU de inel noetherian de dimensiune infinita.

Fie R := K[X, : n € N] inelul de polinoame de o infinitate
numarabila de nedeterminate peste un corp K si (n;);en un sir strict
crescator de numere naturale pentru care girul (n;41 — n;),cn este
nemarginit. Pentru j € N notam P; idealul lui R generat de X; cu
n; < i < njy. Intrucat P; este ideal prim, S = Njen(R\ FPj) este
sistem multiplicativ inchis. Idealele maximale ale inelului de fractii
A = S7'R sunt de forma M; := P;A, j € N. Din izomorfismul
Any; = K[ X, Xpji15 -+, Xy 1] Tezulta ca A indeplineste conditia
a) din propozitia precedenta. Un element nenul a al lui A provine
dintr-un polinom f din R in care apar efectiv doar un numar finit de
nedeterminate. Pentru indicii j pentru care n; depaseste acest numar
avem f ¢ P;, deci a ¢ M;. Conchidem ca si conditia b) din ipoteza
propozitiei 2.9 este indeplinita. In consecinta, inelul A este noetherian.

COROLAR 2.10. Fie P C @Q 1ideale prime ale unei algebre afine

A. Toate lanturile mazximale de ideale prime de extremitati P si Q) au
aceeasi lungime dim A/P — dim A/Q.
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DEMONSTRATIE. Fie P = Py C P, C ... C P, =  un astfel
de lant si B := A/P. Lantul saturat 0 C P,/P C ... C P, /P din
B poate fi prelungit pana la un lant maximal de ideale prime din B.
Lungimea acestuia este dim B conform propozitiei 2.7, iar portiunea

sa care incepe cu )/ P corespunde unui lant maximal de ideale prime
din algebra afina A/Q. Asadar, m = dim A/P — dim A/Q. O

COROLAR 2.11. Fie Py, ..., P, 1idealele prime minimale ale
K-algebrei afine A gi L; corpul rezidual in P; (i=1, ..., s).

a) dim A = max{trdeg,L; : i =1,2,...,5}.

In particular, dim A= trdeg, L daca A este domeniu de integritate
de corp de fractii L.

b) Daca dim A/P; = dim A/P; pentru 1 <i < j <s, atunci

dim A = ht P+ dim A/P pentru orice P € Spec A .

DEMONSTRATIE. Intrucat orice lant maximal de ideale prime din A
incepe cu un ideal prim minimal, este suficient sa demonstram afirmati-
ile pentru domenii de integritate. Pentru A domeniu se considera o
normalizare Noether K[yy,...,ys] € A. Evident d = dim A coincide
cu gradul de transcendenta al lui L peste K. Relatia de la b) rezulta
din corolarul 2.10. 0

COROLAR 2.12. Dimensiunea unei K-algebre afine A Acoincide cu
numarul maxim de elemente din A care sunt algebric independente
peste K. Daca B C A este o alta K-algebra afina, atunci dim B <
dim A.

DEMONSTRATIE. Notam d = dim A si observam ca din lema de
normalizare rezulta ca este suficient sa aratam ca daca zq, ..., 2, € A
sunt algebric independente peste K, atunci m < d. Daca Py, ..., P
sunt idealele prime minimale ale lui A, avem

0= () N K[z, 2] = (VPO K[z, ..., 2m)
i=1 i=1
intrucat nu exista elemente nilpotente nenule in inelul de polinoame
C:= K|z, ..., 2zn). Din aceasta egalitate si din faptul ca C' este dome-
niu de integritate se deduce existenta unui indice 7, 1 < i < s, astfel ca
P,NC = 0. Prin wrmare C' C A/P;. Notand cu L corpul de fractii al
lui A/P;, din corolarul 2.11 se obtine

m = trdeg, C < trdeg, L < dim A.

Pentru a demonstra ultima parte a concluziei, observam ca elementele
din B care sunt algebric independente peste K raman algebric inde-
pendente cand sunt considerate ca elemente ale lui A. Il
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COROLAR 2.13. Fie A i B doud K-algebre afine nenule si L/K o
extindere de corpuri.

a) dim A =dim(L ®x A) , dim(A®k B) =dimA+dim B .

b) Daca A este domeniu de integritate, atunci

dim A = dim(L ®x A)/P

pentru orice ideal prim minimal P al lut L @k A. Daca si B este
domeniu de integritate, atunci

dim(A®gk B)/Q = dim A + dim B
pentru orice ideal prim minimal Q al lui A @k B.

DEMONSTRATIE. Se considera normalizari Noether K[yy, ..., y4] C
C Asi Kz, ...,2) € B. Folosind izomorfismele canonice

L®KK[y17"'ayd]ZL[yla"wyd]a

Klyi, .. ya @k Klz1, .z =~ Kyt oo, Ya, 21, -+ 2]

se verificd usgor c¢a L{y1,...,ya) C L@k Asi K[y1,...,Ya,21,---,21) C
C A®g B sunt normalizari Noether. Cu aceasta, deducerea formulelor
de la punctul a) se incheie.

Pentru a demonstra b), notam cu F' corpul de fractii al lui A si
folosim diagrama comutativa de inele cu morfisme injective canonice

L@KK[yl,...,yd] _— L@KA

l l

L®KK(y1,...,yd) E— L®KF

Intrucat existd o bazi pentru F' peste corpul K (yi,...,¥54), rezulta
ca L ®k F este L @k K(yi,...,yq)-modul liber. Prin urmare, orice
element nenul din L ®x K(yi,...,yq) este nondivizor al lui zero in

L ®k F. Deducem ca PN (L ®k K[y1,...,ya)) = 0 pentru ca P, fiind
ideal prim minimal In L ®x A, consta doar din divizori ai lui zero.
Atunci Ly, ...,y4) € (L ®x A)/P este normalizare Noether careia i
se aplica propozitia 2.7 pentru a obtine prima dintre egalitatile de la
b). A doua formula de la b) se demonstreaza asemanator cu ajutorul
diagramei comutative

K[yla---ayd] ®KK[21>---aZt] - A®KB

! J

K(y17"'7yd> ®KK(Z17"'7Zt) - F®KN
unde N este corpul de fractii al lui B. O
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EXERCITII.
1. In conditiile si notatiile lemei de normalizare, aratati ca pentru
I ideal prim si K corp de caracteristica zero exista g, un polinom in

Y}, cu coeficienti in K(Yj4q,...,Y,) astfel incat
Q(A/T) = K(Yhi1, .-, Ya)[Ya]/(gn) -
2. Fie fi, ..., f, polinoame in nedeterminata T cu coeficienti in-

tr-un corp K astfel incat K[T| este extindere finita a subalgebrei
A= K[fi,..., fa] st K(T) = K(f1,..., fn). Aratati ca T este ele-
ment intreg peste A.

3. Functia Hilbert-Samuel

Teoria dimensiunii Krull a algebrelor afine este bine pusa la punct
si si-a dovedit utilitatea in algebra si geometria algebrica. Tentatia de
a o extinde la alte clase de inele este puternica. Reusita in contextul
urmator.

O functie numerica f : Z — 7Z este numita functie polinomiald
(de grad d) daca, pentru valori suficient de mari ale argumentului, ia
aceleagi valori ca gi un polinom (de grad d) de o nedeterminata cu
coeficienti rationali.

In acest context este util a accepta conventia ca gradul polinomului
nul sa fie —1. Este clar ca exista un singur polinom care coincide
cu o functie polinomiala; acest polinom se numeste polinomul asociat
functier polinomaiale.

Pentru a explicita definitia, fixam o baza a spatiului vectorial Q[X]
peste Q. Din motive ce vor transpare curand, este preferabil a considera
baza formata din polinoamele

<)k(> _X(x -1 -k-'(X —k+1)

X
pentru k > 1, (O) = 1.

Agadar, pentru o functie polinomiala f de grad d > —1 exista un

numar intreg ng si co, . .., ¢q € Q astfel incat
d n
f(n) = ch (k) pentru n > ng
k=0

si cg # 0 daca d > 0.

Definim operatorul diferenta A pe multimea functiilor numerice
punand (Af)(n) = f(n+ 1) — f(n) pentru orice n € Z. Aratam
ca Af este o functie polinomiala simultan cu f.
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LEMA 3.1. O functie numerica [ : Z — 7Z este polinomiala daca
st numai daca Af este functie polinomiald. Operatorul diferenta A
coboara gradul functitlor polinomiale nenule cu 1.

DEMONSTRATIE. Daca

d
n .
f(n) = ch <k:) oricare ar fi n > ny,
k=0
cu ng € 7Z convenabil ales, si cg,...,cq € Q cu ¢4 nenul daca d > 0,

atunci
d—1
n
Af)(n) = c entru n >n
8000 =Y () et =

datorita binecunoscutei identitati satisfacute de coeficientii binomiali

()= () ()

Reciproc, daca exista intregii d > —1, ng si numerele rationale cy,
..., cq astfel incat ¢y # 0 pentru d > 0 si

d
(Af)(n) = ch (Z) oricare ar fi n > no,
k=0

atunci functia diferenta Af ia pentru n > ng aceleasi valori ca si Ag,
unde g : Z — 7Z este functia polinomiala definita prin formula

d n

g(n) = ch(k+1) , neZl.
k=0

Prin urmare, pentru n > ng avem f(n+ 1) — f(n) = g(n + 1) — g(n),

ceea ce Inseamna f(n+1)—g(n+1) = f(n)—g(n) =: c¢. Conchidem ca

f ia aceleasi valori ca si functia polinomiala g + ¢ pentru toate valorile

argumentului ce depasgesc nyg. U

Sa notam ACf = f, Alf = Af si Alf = AYYHAS) pentru t > 2
intreg.
LEMA 3.2. Pentru f : Z — Z functie numerica si d un numar
natural, urmatoarele afirmatic sunt echivalente:
(i) ewistd un intreg nenul ¢ astfel incat Alf(n) = c pentrun > 0,
(13) f este functie polinomiala de grad d.

DEMONSTRATIE. Faptul ca (i) este consecinta a conditiei (i) rezul-
ta imediat din lema precedenta. Implicatia reciproca se demonstreaza
prin inductie dupa d.
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Pasul initial d = 0 este clar. Presupunem in continuare d > 0 si
Alf(n) = AT f(n+1) — f(n)) = ¢, ¢#0, pentru n > 0.

Din ipoteza de inductie rezulta existenta unui numar intreg ng si a unui
polinom P € Q[X] de grad d — 1 astfel incat f(n+1) — f(n) = P(n)
pentru n > ng. Atunci

f(n+1)= f(no) + Z P(k) pentru n > no.

k=ng
Suma din expresia precedenta este o functie polinomiala de grad cu
unu mai mare decat gradul lui P. 0
Urmatorul rezultat clarifica ce polinoame din Q[X] iau valori intregi.
LEMA 3.3. Fie P € Q[X] un polinom de grad d > 0. Urmdatoarele
afirmatit sunt echivalente:
(1) P(n) € Z pentru orice n suficient de mare,

(19) exista intregii cq, . .., cq astfel incat cq # 0 gi
d
X
r=3a(})
k=0
(791) exista intregii eq, ..., eq astfel incat eq # 0 i
d
X+k
P = e .
()

DEMONSTRATIE. Echivalenta afirmatiilor (i7) i (i7) se obtine cu
ajutorul schimbarii de variabild X +— —X — 1, care arata ¢, = (—1)*¢e;
pentru k = 0, 1, ..., d. Singura implicatie ce necesita justificare este
(i) = (ii). Vom proceda prin inductie dupa d.

Situatia este clara pentru d = 0. Presupunand adevarat rezultatul
pentru d — 1, din demonstratia lemei 3.1 rezulta ca AP este functie
polinomiala de grad d — 1 pentru care

d—1
AP(n) = Z Cha1 <Z) pentru n > 0.
k=0

Conform ipotezei de inductie, ¢y, . . ., ¢g sunt toate intregi. Demonstratia
se incheie observand
d
co = P(n) — Z Cre (Z) pentru n > 0.
k=1
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Lasam ca un exercitiu util demonstrarea relatiilor ¢, = A*P(0)
pentru k=0, 1, ..., d.

Oricarei functii numerice f : Z — Z i se asociaza o serie cu
coeficienti intregi H(t) := > _7 f(n)t" numita seria generatoare a
functiei f. Reciproc, avand o serie H(t) = Y .7 a,t™ cu coeficienti
intregi, se poate defini o functie numerica punand f(n) := a, pentru
toti n € Z.

LEMA 3.4. Fie H(t) = > a,t"™ o serie Laurent cu coeficienti intregi
(i.e. a; = 0 pentru ¢ < 0) gi d € N*. Urmatoarele conditii sunt
echivalente:

(1) exista un polinom P € Q[X] de grad d — 1 astfel incadt
P(n)=a, pentru n>0,
(ii) existd un polinom Laurent Q € Z[t,t™"] astfel incat

H(t)=Q®)/1-t)" s Q1)#0.

DEMONSTRATIE. Sa presupunem conditia (¢) indeplinita. Functia
numerica f : Z — Z definita prin formula f(n) = a,, n € Z, verifica
relatia

(L= t)'H(t) => Af(n—d)t".

Din lema 3.2 rezulta ca membrul drept (deci gi cel stang) al acestei
relatii este un polinom Laurent Q € Z[t,t~']. Din Q(1) = 0 se obtine

0 = X, An-d)=3, (A" f(n+1-d) - A" f(n—d)) =
= A%1f(n) pentrun >0,

ceea ce contrazice lema 3.2. Asadar, Q(1) # 0, ceea ce incheie demon-
stratia faptului ca (ii) este consecinta a conditiei (7).
Implicatia reciproca se demonstreaza asemanator. 0

Fie B = ®,,>0B,, un inel graduat, cu By inel artinian. Presupunem
ca B este By-algebra de tip finit, generata de elemente de gradul intai
by, ..., b, € B;. Unii autori folosesc denumirea de inel graduat stan-
dard sau algebra omogend (indeosebi daca By este corp). Pentru orice
B-modul graduat G = @,,>0G), de tip finit, fiecare componenta G,, este
modul finit generat peste inelul artinian By, deci are lungime finita.

LEMA 3.5. Functia numerica Hg : N — N definita prin formula
Hg(n) = lp,(G,) este polinomiala. Polinomul asociat functiei He
are gradul strict mai mic decat numarul generatorilor By-algebrei B si
coeficientul dominant pozitiv.
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DEFINITIE 3.6. In conditiile lemei precedente, functia polinomiala
Hg : N — N definita prin formula Hg(n) = lp,(G,) este numita
functia Hilbert a B-modulului graduat G.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa r. In cazul r = 0,
ceea ce inseamna B = By inel artinian, avem G,, = 0 pentru n suficient
de mare, deci polinomul nul coincide aproape peste tot cu functia H.
Presupunem acum ca r > 1 si ca lema este valabila pentru inelele
graduate generate peste componenta de grad 0, presupusa a fi inel
artinian, de r — 1 elemente omogene de gradul intai .

Notam C' := By[by, ..., b,_1] subinelul lui B generat de by, ..., b,_1
si consideram A\ : G — G omotetia lui G definita de b,.. Din sirul
exact de Bp-module 0 — F,, — G,, — G, .1 — F,+1 — 0, unde
E = ker X\ si F' := coker )\, se obtine, folosind aditivitatea functiei
lungime,

IBo(Gny1) = 1,(Grn) = Iy (Fry1) — I, (En) -

Cum FE si F sunt C-module graduate pentru care concluzia lemei este
valabila, functia din membrul drept al acestei relatii este functie poli-
nomiald de grad strict mai mic decat r — 1. In membrul stang figureaz
functia diferenta pentru functia Hilbert asociata B-modulului G. Con-
form lemei 3.1 H¢ este functie polinomiala de grad < (r— 1)+ 1=r.

Pentru a justifica ultima afirmatie, se observa ca functia numerica
H¢ ia numai valori pozitive. Daca polinomul asociat ar avea coeficien-
tul dominant strict negativ, atunci ar lua valori strict negative pentru
valori ale argumentului suficient de mari. O

Exemple concrete de inele graduate cu proprietatile cerute se obtin
pornind de la orice inel noetherian A si de la un ideal al sau I al carui
radical este intersectie finita de ideale maximale. In aceste conditii A/
este inel artinian. Pentru orice A-modul E cu proprietatea ca E/IFE
este A/I-modul de tip finit, functia

este polinomiala gi de grad cel mult egal cu numarul minim de genera-
tori ai idealului 1.
Intr-adevar,

AHSg1(n) =lay(I"E/I"E) = [4(I"E/I"T'E)

este functia Hilbert alui B :=gr;(A) := > .y I"/I"' 1 G :=gr[(F) =
> nen I"E/I™ E. Mai trebuie observat ci inelul graduat B este gen-
erat peste componenta sa omogend de grad zero gri(A) = A/I de
clasele in gri(A) = I/I? ale unui sistem minimal de generatori ai lui I.
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Inelele graduate au fost considerate pentru prima oara de catre Krull,
in scopul de a putea folosi rationamente uzuale in inele de polinoame
in care se invoca gradul unui element si se compara coeficienti.

DEFINITIE 3.7. In conditiile precizate mai sus, functia HS B.1 Se
numeste functia Hilbert-Samuel asociata lui I gi E. Vom nota cu d(FE)
gradul functiei polinomiale HSg ;.

Am evitat sa folosim pentru gradul d(E) o notatie in care figureaza
idealul I nu numai pentru a simplifica notatia, ci mai ales pentru ca
d(FE) depinde de radicalul lui I §i nu de idealul insusi. Pentru a justifica
aceasta remarca, sa presupunem ca J este un alt ideal al carui radical
este Rad4 (I). Atunci exista numerele naturale s si ¢ astfel incat J* C [
si I' C J. Prin urmare, pentru orice n € N avem

IA(EJJ'E) < I (E/I"E) i lo(E/I"E) < 4(E/J™E) .
Rezulta inegalitatile
HSg j(n) < HSg(nt) < HSE j(nst) pentru n € N |

din care se deduce ca polinoamele asociate functiilor HSg ; si HSp s
au acelasi grad.

TEOREMA 3.8. (Lema Artin-Rees) Fie A un inel noetherian, I un
ideal al sau, E un A-modul finit generat si F' un submodul al lui E.
Atunci ezista s € N astfel incat

I"ENF=I"(I°ENF) pentru oricen € N .

DEMONSTRATIE. Vom considera inelul graduat
Ri(A) =PI,
neN

in care inmultirea este definita in mod evident, si R;(A)-modulul gra-

duat
RI(E):=EIE .
neN
Deoarece I este A-modul finit generat, R;(A) este A-algebra de tip

finit, deci inel noetherian. Intrucat R;(E) este R;(A)-modul de tip
finit, rezulta ca este modul noetherian. Atunci R;(A)-submodulul sau

graduat
F = @ £, .
neN
unde F), := I"ENF, este generat de elemente omogene zy, ..., x;. Fie

e; € Nastfelincat z; € I“ENF (i =1,2,...,k)si s :=max{ey,... e }.
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Evident I"F, C F, s pentru orice n € N, gi vom arata ca aceasta in-
cluziune este de fapt egalitate.

Orice x € F,, 4, se scrie sub forma x = byxy+- - -+bgxg cu b; € Ry(A)
omogen de grad n+ s — ¢;, adica b; € I"™*7¢% (i =1,2,... k). Rezulta
e I"F,. O

In restul sectiunii A si I vor fi un inel, respectiv un ideal, cu pro-
prietatile precizate anterior definitiei 3.7.

LEMA 39. Fie0 — E — G — F — 0 un gir exact de
A-module in care G este de tip finit. Atunci are loc relatia

HSGJ :HSE,1+HSF7[+¢ ,

unde ¢ este o functie polinomiala de grad strict mai mic decat gradul
lui HSEJ.

DEMONSTRATIE. Din sirul exact
0— E/(I"GNE)— G/I"G — F/I"F — 0
si din aditivitatea lungimii rezulta
IAW(G/I"G) = 4(E/(I"GNE))+14(F/I"F) .

Din lema Artin-Rees se cunoaste ca existd un numar natural s astfel
ca

I"ECI"™GNE=I"(ENI’G) CI"E pentru orice n € N .
Prin urmare
HSE,[(TL—F S) Z HS[SGQEJ(H) Z HSE’[(’/I,) .

Astfel HSg; si HSpsgnp,r au acelagi termen de grad maxim, incat
diferenta lor ¢ este fie nula, fie functie polinomiala de grad strict mai
mic decat d(F). O

COROLAR 3.10. Fie E un A-modul noetherian i F':= Anng(a), cu
a € A. Atunci functia polinomiala HSp — HSg.p,r are gradul strict
mai mic decat cel al functies HSE 1.

DEMONSTRATIE. Afirmatia rezulta din lema anterioara aplicata
sirurilor exacte

0—F —F-%aF —0 si 0—aFf — E— E/aE —0,

unde o este omotetia definita de a. O
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EXERCITII.
1. Fie [ un ideal in A := K[X;,...,X,], » > 1. Definim functia
Hilbert afina prin relatia

AH[(H) = dlmK(ASn/ISn) , n e N ,

unde A<, :={f € A|grad f <n} sianalog I<,.
a) Aratati ca pentru orice numar natural n are loc egalitatea

AH;(n) = Hayyr,(n)
unde [, este imaginea idealului / prin morfismul de omogenizare
¢ A— AlY], o(f) =V p(x v X YY)
b) Calculati functia Hilbert afind pentru cazul particular

I=(X3+Y?*+2)<K[X,Y,Z].

4. Dimensiunea Krull a inelelor semilocale noetheriene
Incepem prin a consemna o consecinta directa a teoremei 1.4.5:

PROPOZITIE 4.1. Fie A inel noetherian si J radicalul sa Jacobson.
Pentru orice ideal I al lur A, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) A este inel semilocal si exista intrequl pozitiv t astfel incat
JtCI1CJ,
(17) orice ideal mazimal contine I i orice ideal prim ce confine I
este maximal,
(13) 1 C J si A/I este inel artinian.

DEFINITIE 4.2. Un ideal I cu proprietatile din propozitia prece-
denta se numeste ideal de definitie al lui A.

In aceasti sectiune vom folosi implicit urmatoarele ipoteze si notatii:
A este un inel semilocal noetherian, J este radicalul Jacobson al lui A,
iar F/ este un A-modul finit generat.

PROPOZITIE 4.3. Pentru un numdar natural n, urmdatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd existd
a, ..., a, € J astfel ca la(E/(aE+ -+ a,F)) < oo,

(17) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd existd
ai, ..., a, € J astfel ca orice prim asociat A-modulului
E/(aE+ -+ a,FE) este mazimal,

(1ii) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd erista
ai, ..., a, € J astfel ca orice prim din suportul A-modulului
E/(mE+---+a,E) este mazimal,
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(iv) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd existd
ai, ..., a, € J astfel ca dimy(E/(a1E+ -+ a,F)) =0,

(v) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd exista
ai, ..., a, € J ale caror imagini in B := A/Ann (E) genereaza
un ideal de definitie pentru acest inel semilocal,

(vi) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea ca existd
ai, ..., a, € J astfel incdt idealul Ann (E) + (a1,...,a,)A
contine o putere a radicalului Jacobson al lui A.

DEFINITIE 4.4. Notam s(E) numarul definit prin proprietatile echi-
valente din rezultatul precedent. O familie de elemente ay, ..., ayg)
din J se numeste sistem de parametri ai lui E daca

ZA(E/(alE + -4 CLS(E)E)) < 0.

DEFINITIE 4.5. Un inel noetherian si local (A, M, K) se numeste
requlat daca M este generat de un sistem de parametri ai lui A. Un
sistem de parametri care genereaza idealul maximal al unui inel local
regulat se numeste sistem requlat de parametri.

LEMA 4.6. Fieby, ..., b€ J si F:=E/(bjE+---+ b0 F). Atunci
s(F) > s(F) —t, cu egalitate daca si numai daca by, ..., by fac parte
dintr-un sistem de parametri ai lui F.

DEMONSTRATIE. Daca cy, ..., cyr) este un sistem de parametri ai
lui F', atunci modulul

F/(61F+‘l‘CS(F)F)ZE/(blE—F+th+ClE++CS(F)E)

este de lungime finita. Prin urmare, t+s(F') > s(£). Daca inegalitatea
precedenta devine egalitate, inseamna ca by, ..., by, c1, ..., cyp) este
un sistem de parametri ai lui £. Reciproc, daca exista byyq, ..., byp)
astfel Incat by, ..., by, by, ..., byp) este sistem de parametri ai lui E,
atunci

este de lungime finita. Atunci s(F) < s(E) — t. O

Rezultatul urmator are o importanta deosebita. Din el rezulta ime-
diat ca orice inel semilocal noetherian are dimensiunea finita. Alte
consecinte ale sale vor fi enuntate dupa ce i1l vom fi demonstrat.

TEOREMA 4.7. (Teorema Krull-Chevalley-Samuel) Pentru A un
inel semilocal noetherian cu J radicalul Jacobson si E un A-modul finit
generat au loc egalitatile dimy E' = d(E) = s(E).
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DEMONSTRATIE. Pentru a stabili inegalitatea d(F) < s(E), con-
sideram ay, ..., ag) € J un sistem de parametri ai lui £. Atunci e-
xista numarul natural ¢ astfel incat J'E C a1 E+- - -+agp) E C JE. Se
folosegte definitia 3.7 pentru inelul A/Ann(E) si se observa ca functia
Hilbert-Samuel asociata lui E si J coincide cu functia Hilbert-Samuel
asociata lui F/Ann(E)E §i (J+Ann(E))/Ann(E). Se stie de aseme-
nea ca gradul functiei Hilbert-Samuel nu depageste numarul minim de
generatori ai unui ideal al carui radical coincide cu radicalul idealului
in care se calculeaza functia Hilbert-Samuel.

Inegalitatea dimy E' < d(FE) se justifica prin recurenta dupa gradul
d(E). Pentru d(E) = 0, valoarea HSg j(n) este aceeasi pentru n su-
ficient de mare, deci [4(J"E/J" W E) = 0 pentru n > 0. Aceasta
inseamna ca J"E = J"'E gi, conform lemei lui Nakayama, implica
J"E = 0. Cu alte cuvinte, Ann(E) contine J" gi deci dim E = 0. Fie
d(F) > 0. Urmatorul pas al demonstratiei va fi reducerea la cazul in
care F este imagine omomorfa integra a inelului. Se alege Py un ideal
prim minimal peste Ann(E) astfel incat dim (A/Fy) = dim E. Cum E
este modul de tip finit peste un inel noetherian, exista x € E al carui
anulator coincide cu Fy. Atunci A/Py ~ Ax =: F. Deoarece dim E =
=dim F' (conform alegerilor facute) si d(F') < d(FE) (conform lemei 3.9),
este suficient a justifica relatia dim F' < d(F'). Vom arata ca lungimea
oricarui lant strict ascendent de ideale prime Py C P, C ... C P, este
cel mult d(F). Afirmatia este evident adevarata pentru t = 0. Fie
t > 1. Atunci exista a € P; \ Py. Din

Py C Ann(F/aF) = Py+aAC P,
rezulta

dim F'— 1> dim(F/aF) >t —1. (13)
Observam ca a este nondivizor al lui zero pe F' (echivalent, omotetia

definita de a pe F' este injectiva) si folosim corolarul 3.10 pentru a
conchide

d(F/aF) <d(F)—1. (14)
Se poate invoca ipoteza de inductie pentru a trage concluzia
dim(F/aF) < d(F/aF) . (15)

Din relatiile (13)—(15) rezulta ¢t < d(F'), echivalenta cu relatia dorita
dim £ < d(E).

Pentru a proba inegalitatea s(F) < dim FE, folosim din nou un
rationament inductiv, de aceasta data dupa dimensiunea modulului.
Pentru dim £ = 0, inelul A/Ann(F) este noetherian si zero-dimensional,
deci de lungime finitd. Prin urmare, s(F) = 0. Fie dim £ > 1 i o
descompunere primara redusa Rads(Ann(E)) = Q1 N ... N Q,, unde
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(Q); sunt ideale prime numerotate astfel incat dim (A/Q;) = dim E
daca sgi numai daca 1 < j < r, pentru un anumit intreg r cuprins
intre 1 si s. Cum nici unul dintre idealele ); nu este maximal, exista
a€ J\(Q1U...UQ,). De aici decurge dim £ > dim (E/aFE)+ 1. Din
lema precedenta stim s(E) < s(E/aFE) + 1, deci ipoteza de inductie
este indeplinita de E/aFE: s(F/aFE) < dim (E/aF). Prin urmare
s(F)<s(E/aE)+1<dim(E/aF)+1<dim E .
O

COROLAR 4.8. In conditiile teoremei Krull- Chevalley-Samuel, pen-
tru orice a € A are loc inegalitatea dim E < dim(E/aF) + 1, iar ega-
litatea are loc daca st numai daca a nu apartine nict unui ideal prim
P D Ann (E) cu proprietatea dim (E) = dim (A/P).

COROLAR 4.9. Dimensiunea unui inel semilocal este egala cu numa-
rul minim de elemente din radicalul Jacobson care genereaza un ideal
de definitie al inelulus.

COROLAR 4.10. Daca (A, M, K) este un inel local si noetherian,
dimensiunea lui A nu depdseste rangul K -spatiului vectorial M/M?:

dim A < p(M) = edim (A) ,
cu egal daca $1 numai daca inelul este requlat.

DEMONSTRATIE. Din lema lui Nakayama rezulta ca un sistem de

elemente ay, . .., aqg din M ale caror clase modulo M? formeaza o baza a
K-spatiului vectorial M/M? genereaza pe M. Apoi se aplici rezultatul
precedent. O

COROLAR 4.11. Fie B un inel noetherian, P un ideal prim al sau
sin € N. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) dim(Bp) < mn,
(17) exista by, ..., b, € B astfel incit P este un ideal prim minimal
care contine idealul generat de aceste elemente.

DEMONSTRATIE. Daca (i) este indeplinita, exista by, ..., b, € B
si s € B\ P astfel incat by/s, ..., b,/s genereaza in Bp un ideal
PBp-primar. Din corespondenta dintre idealele prime ale unui inel i
cele ale unui localizat al sau rezulta conditia (7).

Reciproc, datorita corespondentei amintite, din conditia (i¢) rezulta

ca (by,...,b,)Bp esteideal PBp-primar. Se aplica din nou corolarul 4.9.
[l

Cazul particular n = 1 al rezultatului precedent este cunoscut sub
numele de
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TEOREMA IDEALULUI PRINCIPAL A LUI KRULL. Un ideal prim al
unut inel noetherian este de inaltime cel mult unu daca si numai daca
este divizor prim minimal al unui ideal principal.

COROLAR 4.12. Orice ideal prim minimal peste un nondivizor al
lui zero are inaltimea unu.

DEMONSTRATIE. Fie P € Spec A un ideal prim minimal peste
a & Z(A) = U{Q : Q € Ass A}. Din teorema idealului principal
rezulta ht P < 1. Daca ht P = 0, atunci P € Min A C Ass A, deci
P consta numai din divizori ai lui zero. Dar prin ipoteza P contine un
nondivizor al lui zero, anume a. [

COROLAR 4.13. Intr-un inel noetherian, lanturile descrescatoare de
1deale prime sunt stationare.

DEMONSTRATIE. Intr-adevir, idealul initial al unui astfel de lant
este finit generat. Conform teoremei idealului principal, inaltimea aces-
tui ideal nu depageste cardinalul unui sistem de generatori, deci lantul
considerat este stationar. 0

COROLAR 4.14. Pentru un domeniu noetherian B, urmatoarele afir-
matii sunt echivalente:

(1) B este inel semilocal de dimensiune cel mult 1,
(it) By este corp pentru orice element nenul f din radicalul Jacob-
son al lui B,
(i17) exista un element nenul f in B astfel ca By sa fie corp.

DEMONSTRATIE. Din (i) rezulta ca Spec B = {0} U Max B este o
multime finita. Conditia (i7) este evident indeplinita daca B este corp.
In caz contrar, pentru f nenul din radicalul Jacobson, singurul ideal
prim al lui By este idealul nul.

Sa presupunem acum ca By este corp, unde f # 0. Atunci f
apartine tuturor idealelor prime nenule din B. Fie P, ..., P, toate
idealele prime minimale peste f. Vom arata ca fiecare dintre ele este
ideal maximal in B. Daca exista M € Max Bgibe M\ (P,U...UP,),
din ipoteza integritatii inelului B §i din corolarul 4.12 rezulta ca orice
ideal prim () minimal peste bB are inaltimea 1. Prin urmare @) este
minimal peste idealul fB, deci ar trebui sa coincida cu unul dintre
idealele Py, ..., P,, ceea ce este exclus intrucat b € @), iar b nu apartine
multimii P, U...U P,. [

PROPOZITIE 4.15. Pentru orice ideal I al unui inel noetherian B
au loc relatiile

ht 1 < p(I/1%) < p(I) < p(I/T) +1.
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DEMONSTRATIE. Din lema lui Nakayama se obtine u(Ip/I3) =
= wu(Ip) pentru orice P € V(I), iar din teorema idealului principal
rezulta ht (Ip) < u(Ip). Cum prin localizare numarul de generatori nu
creste, se deduce ht I < u(I/I?).

Inegalitatea din mijloc este consecinta directa a definitiei.

Pentru a demonstra inegalitatea din dreapta, consideram elemente
ai,...,a, din I ale caror clase modulo I? formeaza un sistem minimal
de generatori pentru B/I-modulul I/I?. Notam C := B/(ay, . . .,a,)B,
L:=1/(ay,...,a,)B si observam c&d L = L?. Vom arata ci orice ideal
idempotent este principal, generat de un element idempotent.

Fie by, ...,bs un sistem de generatori ai lui L. Egalitatea L = L?
este echivalenta cu b; = ijl cijbj, 1 =1,...,s, pentru niste elemente
cij € L. Acest sistem este echivalent cu 77 (0;; — ¢;j)b; = 0, i =

1,...,s, unde ¢;; desemneaza simbolulul lui Kronecker. inmul‘gind cu
adjuncta matricei sistemului, se gaseste in anulatorul idealului L un
element de forma 1 — e, cu e € L. Relatiile e(1 —e) € LAnn L = 0 si
(1—e);=0,i=1,...,s implicd e = e? 5i L = eC.

Demonstratia propozitiei se incheie observand ca din faptul ca L
este principal rezulta ca I este generat de preimaginea generatorului
lui L impreuna cu aq, . . ., a,. U

Vom preciza comportarea dimensiunii Krull la schimbarea inelului.
In demonstratii vom folosi o constructie prin care un inel se scufunda
in inelul endomorfismelor unui modul.

Fie A un inel comutativ si £ un A-modul. Operatiile de adunare
si compunere a morfismelor inzestreaza End 4(F) := Homu(E, E) cu o
structura de inel necomutativ. Inelul A-endomorfismelor lui E este
A-algebra via morfismul de inele § : A — End(F) definit prin
O(a)(x) :=a-x pentru a € A gi x € E. Morfismul 6(a) este omotetia
lui £ determinata de a. Subinelul Im 6 al inelului A-endomorfismelor
lui E este evident izomorf cu A/Ann(E).

ProprozITIE 4.16. Fie u : (A,M,K) — (B, N, L) un morfism
local intre inele locale noetheriene, E un A-modul de tip finit si F' un
B-modul finit generat. Atunci

dimB(E XA F) < dlIIlA(E) + dimB®AK(F XA K) .
In particular, dim B < dim A + dim (B ®4 K).

DEMONSTRATIE. Demonstram mai intai cazul particular £ = A,

F=B.

Consideram aq,...,as € M un sistem de parametri ai lui A. Ide-
alul I generat in A de aceste elemente este M-primar, prin urmare
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Radg(IB) = Radg(M B). Asadar,
dimg(B/IB) = dimg(B/MB) = dimp(B ©4 K),

intrucat B/M B ~ B® 4 K si dimensiunea unui inel coincide cu dimen-
siunea redusului sau, obtinut prin factorizarea radicalului lui zero.

Pe de alta parte, din lema 4.6 se cunoaste relatia s(B) < s(A)+
+s(B/IB). Folosind teorema Krull-Chevalley-Samuel, se obtine

dim B < dim A 4 dim(B ®4 K).

Trecem la demonstrarea cazului general. Din Anng(E ®4 F) 2
O Anng(F)+ Anny(F)B rezulta

dimg(F ®4 F) < dimg B/(Anng(F) 4+ Anns(F)B) . (16)

Din corespondenta dintre idealele inelului B si cele ale imaginii sale
omomorfe B ® 4 K se deduce

dimB®AK(F ®A K) = dlmB(F ®A K),
iar prin definitie
dlmA(E) = dlmA(A/AnnA(E))

Cum F4 K ~F®p(B®sK),iar F'gi B®4 K sunt B-module
finit generate, avem

Suppp(F ®4 K) = Suppg(F) N Suppy(B @4 K) =
= V(Anng(F))NV(Anng(B®4 K)) =
= V(Amng(F))NV(MB) = V(Anng(F) + MB)
— Suppy(B/(Am(F) 1 MB))

Doua module finit generate cu suporturile egale au aceeasi dimensiune,
astfel ca

dimg(F ®4 K) = dimg(B/(Anng(F) + M B)). (17)

Acum se aplica relatia demonstrata in cazul anterior inelelor

A:=A/Amny(E)si B:= B/(Anng(F)+ Ann(E)B),

observand ca fibra lui B in idealul maximal MA este tocmai
B/(Anng(F) + MB). O

COROLAR 4.17. Fieu : (A, M,K) — (B, N, L) un morfism local
intre inele locale noetheriene.

a) Daca M B este ideal N-primar, atunci dim B < dim A.

b) Daca A este domeniu de integritate, iar dim B= dim A, atunci
u este morfism injectiv.
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DEMONSTRATIE. Prima afirmatie rezulta din faptul ca in aceste
conditii M B este ideal de definitie pentru B.
b) Sirul de inegalitati

dim B < dim A/keru < dim A

arata ca nucleul morfismului v este inclus intr-un ideal prim minimal

al lui A daca dim B = dim A. O

LEMA 4.18. Un morfism de inele u : A — B are proprietatea GD
daca st numai daca pentru orice ideal prim P din A si orice divizor
prim minimal QQ al lui PB, urma lui Q) pe () este P.

DEMONSTRATIE. Sa presupunem ca morfismul are proprietatea GD,
ca P est un ideal prim din A, iar Q € Ming(B/PB). Din PB C Q
rezulta P C Q N A. Daca aceasta incluziune este stricta, proprietatea
GD asigura existenta unui ideal prim @); in B continut strict in @) si a
carui urma pe A este P. Atunci PB C (), astfel incat () nu este prim
minimal peste PB.

Reciproc, sa consideram P; C P, ideale prime in A §i Q2 € Spec(B)
astfel ca P, = Qs N A. Cum PB C P,B C (s, se gaseste Q1 €
Min(B/P;B) continut in (3. Nu putem avea ); = () pentru ca
urmele lor pe A sunt distincte. O

PrRoOPOZITIE 4.19. Un morfism plat are proprietatea GD.

DEMONSTRATIE. Fie P € Spec A si (Q € Spec B un divizor prim
al lui PB (i.e. Q € Assg(B/PB)). Vom arata Q N A = P. Deoarece
B/PB este A/P-modul plat, putem presupune P = 0. Atunci orice
element al lui () este divizor al lui zero in B, iar elementele lui A nu sunt
divizori ai lui zero In B, intrucat B este A-modul plat. Prin urmare,

QNA=0. 0

COROLAR 4.20. Fie u : (A,M,K) — (B, N, L) un morfism local
intre inele locale noetheriene. Daca u are proprietatea GD, atunci

dim B = dim A + dim(B ®4 K) .

DEMONSTRATIE. Fie s = dim(B®4 K)si N =Qy D Q1D ... D
s un lant maximal de ideale prime, cu Qs O MB. Din relatiile
M=NNADQ;NA D M rezulta ca toate idealele (); stau peste
M. Daca dim A =ht(M) = r, exista un lant de ideale prime M D
P, D ... D P.in A. Conform proprietatii GD, in B exista un lant
de ideale prime Qs D Qs41 D ... D Q4 astfel Incat Qs; N A = P,
(1 <j <r). Existenta acestui lant, de lungime r+s in Spec B inseamna
dim B =ht N > r + s. ]
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Continuam studierea comportarii dimensiunii la operatiile uzuale
din algebra comutativa.

ProproOzITIE 4.21. Fie (A, M, K) un inel local, noetherian, de di-
mensiuned st ay, ..., ag € M. Atunciaq, ..., a; fac parte dintr-un sis-
tem de parametri ai lui A daca si numai daca dim(A/(aq,...,a;)A) =
=d—t.

DEMONSTRATIE. Fie B := A/(ay,...,a;)A, N := M/(aq,...,a)A.
Sa presupunem ca aq, ..., as, Gpi1, - - -, Gg €ste un sistem de parametri
al lui A. Atunci clasele lui a4y1, ..., ag iIn B genereaza un ideal
N-primar, prin urmare d — ¢t > dim B. Fie acum by, ..., by un sistem
de parametri ai lui B, in particular generatori ai unui ideal N-primar,
care contine o putere a lui N. Preimaginile lor in A impreuna cu aq,
..., a; genereaza un ideal care contine o putere a lui M, deci este ideal
M-primar. Aceasta inseamna ca s+t > dim A.

Reciproc, fie ¢q, ..., ¢4y € M ale caror clase in B genereaza un ideal
N-primar. Ca mai sus se ajunge la concluzia ca (cy, ..., cq_¢,a1,...,a;)A
este ideal M-primar. Acest ideal fiind generat de d = dim A elemente,
inseamna ca ¢y, ..., C4_¢, G1, ..., a4y este un sistem de parametri ai lui

A. O

COROLAR 4.22. Daca a € M este un nondwizor al lui zero in
inelul local noetherian (A, M, K), atunci dim (A/aA) =dim A—1. In
particular, a face parte dintr-un sistem de parametri.

DEMONSTRATIE. Pentru orice divizor prim minimal P al idealului
aA avem ht P = 1 conform corolarului 4.12. Alegem P € Min (A/aA)
astfel incat dim (A/aA) = dim (A/P). Atunci

dimA -1 <dim(A4/aA) =dim (A/P) <dim A—ht P=dim A—1.
U

Pentru a putea gasi dimensiunea unui inel de polinoame, vom demon-
stra in prealabil cateva rezultate ce prezinta interes in sine. Pen-
tru orice ideal I < A notam cu I* := TA[X] extinsul sau, iar cu
I'* = I" + XA[X] idealul inelului de polinoame generat de nede-
terminata si de idealul considerat. Se observa ca extinsul oricarui
P € Spec A este ideal prim intrucat A[X]/P* ~ (A/P)[X] si orice inel
de polinoame cu coeficienti intr-un domeniu de integritate este inca inel
integru. De asemenea, P** este ideal prim deoarece A[X|/P** ~ A/P.

In plus P*NA=P=PNA.
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LEmA 4.23. Fie A[X] inelul de polinoame intr-o nedeterminatd
peste un inel noetherian A. Pentru orice ideal I < A avem

ht (JA[X]) =ht (1) , ht ((I, X)A[X]) =ht ([)+ 1.

DEMONSTRATIE. Cum A[X] este A-modul plat, fiind liber, rezulta
ca morfismul A — A[X] are proprietatile LO si GD (¢f. demonstratia
propozitiei 4.19). De aici rezulta usor ca daca P este un divizor prim
minimal al lui 7, atunci P* este un divizor prim minimal al lui I*, iar
P** este un divizor prim minimal al lui 7**. Reciproc, daca @) este un
divizor prim minimal al lui I*, resp. [**, atunci P := Q) N A este un
divizor prim minimal al lui I §i Q = P*, resp. @) = P**. Conchidem
ca este suficient sa demonstram lema pentru I = P ideal prim.

Pentru orice lant strict ascendent Py C P, C ... C P, de ideale
prime din A, extensiile formeaza un lant ascendent Py C P C ... C P}
fara repetitii (deoarece PN A = P;). De aici decurge relatia ht P* >
>ht P. Evident P* este continut strict in P**, deci ht P** > ht (P*)+1.
Intrucat X este nondivizor al lui zero in A[X]p+, din corolarul 4.22
rezulta ht (P**) = dim A[X]|ps = dim (A[X]p++/(X))+1 =dim Ap+1
= ht P+1. Prin urmare ht P* < ht P, ceea ce incheie demonstratia. [J

LEMA 4.24. Fie A[X] inelul de polinoame intr-o nedeterminatd cu
coeficienti intr-un inel comutativ A si P € Spec A. Dacd @1, Qo,
Q3 € Spec A[X] au proprietatile Q1 C Q2 C Q3 si Q1 NA=0Q2NA=
=Q3NA=P, atunci Q1 = Q2 sau Q3 = Q3.

DEMONSTRATIE. Idealele prime din A[X] care se contracta la un
ideal prim P din A fixat sunt exact acele ) € Spec A[X] care contin
P* si au proprietatea ca preimaginea idealului ¢/ P* prin compunerea
morfismelor canonice

A/P — (A/P)[X] ~ A[X]/P*

este idealul nul din A/P.
Dar pentru un domeniu de integritate D de corp de fractii K exista
o corespondenta bijectiva intre Spec K[X] gi multimea

{Q € Spec D[X] : QN(D\{0}) =0} = {Q € Spec D[X] : QND =0} .

Inelul de polinoame intr-o variabila cu coeficienti intr-un corp fiind inel
principal, rezulta ca orice ideal prim nenul din K[X] este maximal.
Aceasta inseamna ca in A[X] nu exista lanturi de lungime cel putin
doi formate din ideale prime cu aceeasi urma pe A. O

TEOREMA 4.25. Fie X o nedeterminata peste un inel noetherian
A. Atunci dim A[X] = dim A + 1.
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DEMONSTRATIE. Din lema 4.23 rezulta dimA[X]| > dim A + 1,
astfel ca demonstratia s-a incheiat pentru un inel A de dimensiune
infinita.

Din lema 4.24 se deduce dim A[X] < 2dim A + 1, deci inelul de
polinoame are dimensiunea finita simultan cu inelul de coeficienti. Fie
n = dim A[X] si Qo C Q1 C ... C @, un lant de ideale prime din
A[X]. Notam P, :=Q;NA,i=0,....,nsij:=max{i: P, = P }.
Folosind din nou lema 4.24, rezulta @); = P;, iar lema 4.23 implica
j = ht Q; = ht P;. De aici obtinem

dim A > ht P;+dim(A/P;) > ht Q;+(n—j—1) =n—1 =dim A[X]|-1.
U

COROLAR 4.26. Daca A este inel noetherian, atunci
dim A[Xy,..., X, =dimA+n .

In particular, dimensiunea unui inel de polinoame cu coeficienti intr-un
corp coincide cu numarul nedeterminatelor.

Incheiem sectiunea cu un exemplu de domeniu noetherian in care
nu toate lanturile maximale de ideale prime au aceeasi lungime.

ExeEmpLU. Fie K un corp gi A := K[[X]][Y] inelul de polinoame
in Y cu coeficienti in inelul seriilor formale in X peste K. Idealele
M:=(X,Y)Asi N := (XY —1)A sunt maximale in A gi au naltimea
ht M =2, ht N =1.

Intr-adevir, izomorfismul evident A/M ~ K arata ca M este ideal
maximal, iar 0 C YA C M este un lant saturat de ideale prime.
Pe de alta parte K[[X]] este domeniu local de dimensiune unu, iar
X genereaza unicul sau ideal maximal. Din corolarul 4.11 rezulta ca
A/N ~ K[[X]]x este corp, incit N € Max A. Iniltimea lui N este
unu pentru ca XY — 1 este nondivizor al lui zero si se poate aplica
corolarul 4.12.

EXERCITII.
1. Fie P un ideal prim de inaltime n intr-un inel noetherian A.
Atunci exista aq, ..., a, € A astfel incat :
a) P este ideal prim minimal peste (aq,...,a,)A,
b) orice ideal prim minimal peste (ai,...,ax)A, 1 < k < n, are

inaltimea k.
2. Fie K un corp, A := K[X,Y,Z]/(XY,XZ) = Klz,y,2] i
P :=(y,2)A.
a) Sa se arate ca P este ideal prim.
b) Sa se calculeze ht P si dim A.
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3. a) Sa se arate ca un ideal prim din Z[X]| este generat fie de un
numar natural prim, fie de un polinom neconstant si ireductibil, fie de
p € Z numar prim §i f € Z[X]\ Z a carui imagine in inelul Z/pZ[X]
este polinom ireductibil.

b) Sa se identifice idealele maximale ale inelului Z[X] printre ide-
alele prime descrise la punctul a).
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