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CAPITOLUL 1

Module noetheriene si module artiniene

Galois a introdus ideea de a studia un obiect matematic (ecuatii
polinomiale) indirect, prin intermediul altei structuri (grupuri asoci-
ate). O paradigma asemanatoare functioneaza cu mult succes in multe
alte contexte. Foarte fructuoasa s-a dovedit a fi considerarea relatiilor
de ordine pe multimi asociate obiectelor de interes. Pe aceasta idee
se bazeaza demonstratia eleganta si simpla data de E. Noether faptu-
lui ca in orice inel comutativ in care nu exista siruri infinite de ideale
continute unul in altul, orice ideal este o intersectie finita de ideale pri-
mare. Acest punct de vedere a fost insusit in studiul modulelor peste
inele necomutative, al laticilor, dar si al spatiilor topologice.

1. Conditii de lanturi pentru inele si module

ProOPOZITIE 1.1. Pentru un A-modul arbitrar E, urmatoarele con-
ditii sunt echivalente:

(ACC) orice lant ascendent de submodule Ey C E; C Ey C ... este
stationar, i.e. ewista k € N astfel incat E,, = FEj pentru orice
n >k,

(MAX) orice mulfime nevida de submodule ale lui E contine un ele-
ment mazximal fata de incluziune.

DEMONSTRATIE. Implicatia (ACC) = (MAX) o demonstram
prin reducere la absurd. Sa presupunem ca exista o mutime nevida £
de submodule ale lui £ astfel incat £ nu are elemente maximale fata de
incluziune. Consideram E; € L. Atunci exista Ey € £ cu E; C E5, in
caz contrar F; ar fi element maximal, in contradictie cu presupunerea
facuta. Din acelasi motiv exista E3 € £ cu Fy C E3. Astfel se pune in
evidenta un gir strict crescator de submodule ale lui E, gir care nu este
stationar.

(MAX) = (ACC) Fie Ey C E; C FEy C ... un gir ascendent de
submodule. In virtutea conditiei (MAX), multimea £ := { E, },cx
contine un element maximal Fjy. Pentru n > k avem FEj C E, (pentru
ca lantul este ascendent) si F,, € L, deci E,, = Ej, altfel s-ar contrazice
faptul ca Ej este element maximal al multimii £. O
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2 1. MODULE NOETHERIENE SI MODULE ARTINIENE

Considerand pe multimea submodulelor ordinea opusa incluziunii,
se obtine:

PROPOZITIE 1.2. Pentru un A-modul arbitrar E, urmdatoarele con-
ditii sunt echivalente:

(DCCQC) orice sir descrescator Ey O Ey O FEy O ... de submodule este
stationar,

(MIN) orice multime nevida de submodule ale lui E contine un ele-
ment minimal fata de incluziune.

DEFINITIE 1.3. Un A-modul E se numeste noetherian (resp. arti-
nian) daca indeplineste una dintre conditiile echivalente ale propozi-
tiei 1.1 (resp. 1.2). Un inel se numeste noetherian (resp. artinian)
daca este astfel privit ca modul peste el insusi.

Reamintim ca un modul F este numit finit generat daca exista x,
. Ty, € B, n € N, astfel incat £ = )" | Az;. Notiunea duala este
definita folosind dualitatea dintre suma si intersectia de submodule.

DEFINITIE 1.4. Un A-modul F se numeste finit cogenerat daca
pentru orice familie de submodule (E) ) ea cu ﬂ E) = 0 exista o parte
finitd I' C A astfel incat (] E, = 0. AeA

yel’

Dualitatea este mai putin misterioasa dupa ce vom vedea ca proce-
deul cel mai simplu de a construi un lant ascendent este sa facem suma
unor submodule, iar pentru a produce un lant descendent este firesc sa
consideram intersectia a tot mai multe submodule.

EXEMPLE. 1. Z-modulul Z este finit generat (un sistem de gene-
ratori consta doar din elementul unitate), dar nu este finit cogenerat
intrucat N{ pZ : p prim } =0 si

n
ﬂPiZ =pip2- Pl
i=1
pentru orice numere prime pq, ..., Py, 7 > 1.
2. Fie K un corp. Un K-spatiu vectorial este finit generat daca
si numai daca este de dimensiune finita, daca si numai daca este finit
cogenerat.

PROPOZITIE 1.5. Pentru un A-modul arbitrar E, urmatoarele con-
ditii sunt echivalente:
(1) E este A-modul finit generat,

(17) pentru orice familie de submodule (Ey)en astfel ca ZEA =F

AEA
exista o parte finita I' C A astfel incat Z'yGI‘ E,=F.
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DEMONSTRATIE. (i) = (7i) Fie o familie de submodule (E))xea
astfel ca ), ., Ex = E. Se considera un sistem finit de generatori z,,
..., x, pentru . Fiecare xj, se scrie ca o suma finita de elemente nenule
yr; € E; pentru j parcurgand o multime finita A;. Strangem in I' toti
indicii submodulelor din familia considerata care contin componentele
yr; ale generatorilor modulului £: I' := Ay U ... UA,. Este clar ca
' este o parte finita a lui A si ca orice element din E este combinatie
liniard de wy, deci si de yy;.

(17) => (i) Se considera familia de submodule (Az),cg ale lui E.

O

TEOREMA 1.6. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) E este A-modul noetherian,
(17) orice submodul al lui E este finit generat,
(1i1) pentru orice familie nevida de submodule (E))xen existd o parte
finita I' C A astfel incat ZE”Y = ZEA.

~eT AEA

DEMONSTRATIE. (i) = (i) Sa presupunem cé exista un submo-
dul F' al unui modul noetherian E care nu este finit generat. Atunci
pentru orice 1, ..., z, € F, n € N, avem Axy + ---+ Ax,, C F, deci

n

exista x,41 € F'\ Z Az;. Inductiv se construieste un lant ascendent
i=1

nestationar de submodule ale lui F', deci si ale lui E.

(1) = (1ii) Se aplica propozitia 1.5 A-modulului ZEA.

AEA

(1i1) = (1) Daca Ey C E; C Ey C ... este un lant ascendent de

submodule ale lui F, exista k € N astfel incat
k

ZEHZZEi:Ek.

n>0 =0

Rezulta F,, C E) pentru toti n > k. Cum incluziunea inversa are loc
pentru ca E, formeaza un lant crescator fata de incluziune, rezulta ca
lantul considerat este stationar. 0

Rezultatul corespunzator pentru module artiniene este urmatorul:

TEOREMA 1.7. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) E este A-modul artinian,
(17) orice modul cat al lui E este finit cogenerat,
(1ii) pentru orice familie nevida de submodule (E))xen existd o parte
finita T' C A astfel incat (,cp By = Nyen En-
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DEMONSTRATIE. Echivalenta dintre prima gi ultima conditie se de-
monstreaza ca si in cazul noetherian.
(11) = (1ii) Fie I := ﬂE’)\ sip: E — E/F surjectia canonica.
Intrucét AEA
(Vp(E) =p([ ) Er) =p(F) =0,
AEA AEA
iar modulul cat E/F este finit cogenerat conform conditiei (ii), dedu-
cem cd existd o parte finita I' C A pentru care [ p p(E,) = 0. Ultima
relatie este echivalenta cu (), cp £y = [Nyep En-
(17i) = (i1) Fie G < E, F := E/G, p : E — F surjectia cano-
nica si (F\)rea o familie nevida de submodule ale lui F' cu (), Fr =
= 0. Considerand preimaginile Ey := p~'(F)), avem

(1 Ea Zipil((] F&) Zipilav =G.

A€A A€A
Conditia (7i7) asigura existenta unei parti finite I' C A pentru care
G =(V,er By De aici rezulta

ﬂ Fy = ﬂP(Ev)ZP(ﬂ E,) =p(G)=0.

vyel vyel vyel

O

TEOREMA 1.8. Fie 0 — E' 1o B 25 B" — 0 un sir exact de
A-module. Atunci E este modul noetherian (resp. artinian) dacd si
numai daca E' si E" sunt module noetheriene (resp. artiniene).

DEMONSTRATIE. Vom demonstra numai echivalenta afirmatiilor
referitoare la noetherianitate, restul demonstratiei fiind similar.

Sa presupunem ca E este modul noetherian. Daca Ej C E| C
C E} C ... este un lant ascendent de submodule ale lui E’, atunci
(f(E!))n>0 este un lant ascendent de submodule ale modulului noethe-
rian . Asadar, exista k € N astfel incat f(E)) = f(E}) pentru toti
n > k. Morfismul f fiind injectiv, avem E! = f~!'(f(E!)) pentru orice
i € N. Prin urmare, ], = E; pentru n > k. Cum lantul ascendent
(E!)n>0 a fost arbitrar, conchidem ca E’ indeplineste conditia (ACC).

Pentru fiecare lant ascendent (E!),>o de submodule ale lui E”,
lantul ascendent (¢~'(E”)),>0 de submodule ale lui F este stationar.
Cum g este surjectiva, avem g(g~'(E!)) = E! pentru toti n € N. De
aici se deduce rapid ca lantul considerat in E” este stationar.

Pentru reciproca, se considera (E,),>o un lant ascendent de sub-
module ale lui E. Preimaginile modulelor E; prin f, resp. imaginile lor
prin g, formeaza lant ascendent pe modulul noetherian E’, resp. E”.
Acestea stationeazd: f~Y(E,) = f (Ey) si g(E,) = g(E)) pentru toti
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n > k, unde k a fost convenabil ales. Vom arata ca F,, = E, pentru
n>k.

Fie v € E,, unde n > k. Din g(z) € g(E,) = g(E)) rezulta
ca exista y € Ej astfel ca g(y) = g(z). Atunci z —y € ker g =
= Im f. Asadar, exista z € F' cu f(2) =z —y € E, + Ey = E,. Deci
z € fFYE,) = fYE), astfel c& x —y = f(z) € Eg. Prin urmare
r=(r—y)+yé€ E. O

COROLAR 1.9. Un modul izomorf cu un modul noetherian (resp.
artinian) este noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Se aplica teorema sirului exact
0 —0—F—F—0.
O

COROLAR 1.10. Suma directa a unei familii finite de module este
modul noetherian (resp. artinian) daca $i numai daca fiecare membru
al familier are aceeasi proprietate.

DEMONSTRATIE. Se rationeaza prin inductie dupa cardinalul fami-
liei folosind sirul exact canonic

0— E, — &' B, — &' E; — 0.
O

COROLAR 1.11. Orice modul finit generat peste un inel noetherian
(resp. artinian) este modul noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Un modul generat de n elemente este izomorf
cu un cat al A-modulului A™, care este A-modul noetherian (resp.
artinian) conform rezultatului precedent. Apoi se aplica teorema 1.8.

O

COROLAR 1.12. Daca A este un inel noetherian (resp. artinian) si
I este un ideal al sau, atunci A/I este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Conform teoremei 1.8, A/I este A-modul noethe-
rian (resp. artinian). Apoi se tine cont ca orice ideal al inelului A/
este A-modul. O

Ambele proprietati se comporta bine la localizare.

PROPOZITIE 1.13. Daca E este un A-modul noetherian (resp. ar-
tinian) si S este un sistem multiplicativ inchis in A, atunci ST'E este
S~ A-modul noetherian (resp. artinian).
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DEMONSTRATIE. Asertiunea rezulta din binecunoscuta corespon-
denta dintre S—!A-submodulele lui S™'E si A-submodulele lui E care
sunt S-saturate. O

EXEMPLE. 1. Orice inel finit este noetherian si artinian pentru ca
exista doar un numar finit de ideale.

2. Orice corp este inel noetherian gi artinian, avand doar doua
ideale.

3. Orice inel principal este noetherian. Un inel principal este ar-
tinian daca si numai daca este corp. Intr-adevir, dac p # 0 este ge-
neratorul unui ideal maximal, sirul descresciator de ideale (p) D (p?) D
D (p®) D ... nu este stationar — in caz contrar rezultand existenta
unui numar natural n > 0 gi a unui element a al inelului astfel ca
p"* = ap™t!, ceea ce implica p inversabil.

4. Un spatiu vectorial V' este modul noetherian daca si numai
daca este modul artinian, daca si numai daca are dimensiunea finita.
Daca (2,),en este o familie liniar independenta de elemente ale lui V/,
pentru n € N se considera subspatiile vectoriale V,, si W,, generate de
elementele cu indici < n, respectiv > n. Atunci (V,,),cN este un lant
ascendent nestationar, iar (W),),cn este un lant descendent nestationar.
Daca V este finit dimensional, se foloseste exemplul 2 si corolarul 1.11.

5. Pentru K corp, KN si K[X;,Xs,...,X,,...] nusunt inele noe-
theriene. Afirmatia referitoare la K N este consecinta a exemplului 4.
Pentru inelul de polinoame intr-o infinitate de nedeterminate se ob-
serva, de pilda, ca lantul constand din idealele generate de primele n
variabile, n = 1, 2, ..., nu este stationar.

6. Pentru p numar prim se defineste H,, := {ﬁ cx€Z,neN}si
pTL

Ly = H,/Z. Atunci Zy~ este Z-modul artinian, dar nu noetherian.
Pentru a demonstra aceste afirmatii, consideram G un subgrup propriu
al lui Zp~ si observam ca exista n € N astfel incat G este generat
de clasa lui 1/p". Rezulta ca dacd G = p~*Zp~ si G' = p "Zy~ cu
s,t € N, atunci G’ < G daca si numai daca ¢ < s. Prin urmare, laticea
Z~submodulelor lui Zy~ este bine ordonata relativ la incluziune, adica
indeplinegte conditia (MIN). Cum multimea numerelor naturale nu
satisface conditia lanturilor ascendente, tragem concluzia ca Z,~ nu
are proprietatea (ACC).

7. In notatiile exemplului precedent, H, nu este Z-modul artinian
si nici noetherian, pentru ca exista un gir exact de grupuri abeliene
0 — Z — H, — Zpo — 0.
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8. Un subinel al unui inel noetherian (resp. artinian) nu are
neaparat aceeasi proprietate. De pilda, inelul de polinoame intr-o infi-
nitate de nedeterminate de la exemplul 5 este subinel al corpului sau
de fractii.

Rezultatul care urmeaza arata ca proprietatea unui inel de a fi no-
etherian se transfera la inelul de polinoame intr-o variabila. Astfel
putem da noi exemple de inele noetheriane.

TEOREMA 1.14. (Teorema bazei a lui Hilbert) Daca A este inel
noetherian, atunci inelul de polinoame A[X| este inca noetherian.

DEMONSTRATIE. Aratam ca daca A[X] nu este inel noetherian,
atunci nici A nu este. Fie I un ideal in A[X] care nu este finit ge-
nerat. Alegem f; € I un polinom nenul de grad minim printre ele-
mentele lui /. Intrucat I nu coincide cu idealul generat de fi, e-
xista fo € I\ fiA[X]. Alegem un polinom f, de grad minim intre
toate polinoamele cu aceasta proprietate. Repetand constructia, se
obtine un gir de polinoame (f,),>1 cu f, un polinom de grad mi-
nim din I\ (f1,..., fa—1)A[X], n > 1. Notam cu d, gradul lui f,
si cu a, coeficientul sau dominant. Din alegerea polinoamelor rezulta
di < dy < ... Aratam ca lantul de ideale a;A C (ay,a9)A C ...
este strict crescator. Sa presupunem contrariul. Atunci exista k € N,
k > 1, astfel incat (ai,as,...,ax)A = (a1, as,...,ax, apr1)A sau echi-
valent a1 = a1by + - - - + agpb, pentru niste elemente b; € A. Atunci
polinomul

k
g = fk+1 _ Z biXkorl_difi
=1

are gradul < dj1, este din idealul considerat I, dar nu apartine idea-
lului generat de fi, ..., fx. Existenta unui astfel de polinom contrazice
alegerea lui fyy. ([l

Reciproca este valabila pentru ca daca A[X] este inel noetherian,
atunci A ~ A[X]/(X) este A[X]-modul noetherian, deci inel noetherian
conform corolarului 1.12.

Pentru a formula consecinte importante ale acestui rezultat fun-
damental in algebra comutativa, reamintim urmatoarele notiuni. Daca
u: A — B este un morfism unitar de inele comutative, B va fi numit
A-algebra de morfism structural u. Pe grupul abelian (B, +) subiacent
inelului B se introduce o structura de A-modul prin restrictia scala-
rilor via morfismul u, iInmultirea exterioara fiind definita prin formula
a-x=ula) z,a € A, x € B, unde Inmultirea din partea dreapta este
inmultirea interna cu care este inzestrat inelul B. In cazul in care u este
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injectiv, identificand pe A cu imaginea sa prin u, putem presupune ca
A este un subinel al lui B si ca u este morfismul de incluziune A C B.
Spunem in acest caz ca B este o extindere a inelului A.

Pentru zy, ..., x, € B arbitrare se noteaza cu A[zy,...,x,] cel mai
mic subinel al lui B care contine elementele alese gi u(A). Din pro-
prietatea de universalitate a algebrei polinoamelor rezulta ca aplicatia
a : AlXy, ..., X,] — B definita prin evaluarea f — f(xq,...,2,)
este unicul morfism de inele astfel incat a(X;) = x;, 1 < i < n, si
a(a) =u(a), a € A. Este clar ca

Alzy, ... xp) =Ima={f(x1,...,z,) : fEAX,.... X}] } .

Se spune ca morfismul de inele u : A — B este de tip finit sau ca
B este o A-algebra de tip finit sau ca B este o A-algebra finit generata
daca exista xy, ..., , € B, n € N, astfel incat B = Alzy,...,x,]. In
acest caz, x1, ..., T, se numeste sistem de generatori ai A-algebrei B.
Din cele de mai sus rezulta ca B ~ A[Xq,...,X,]/I pentru un ideal
I in inelul de polinoame A[Xj, ..., X,]. Se spune ca morfismul u este
finit sau ca B este o A-algebra finita daca B este A-modul finit generat.

PrROPOZITIE 1.15. Fie A un inel noetherian (resp. artinian) si B
o A-algebra finita. Atunci B este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Conform corolarului 1.11 B este un A-modul noe-
therian (resp. artinian). Cum orice ideal al lui B este gi un A-submodul
al lui B privit ca A-modul, laticea idealelor lui B satisface conditia

(ACC) (resp. (DC(C)). O
Are loc si o reciproca partiala a acestui rezultat:

TEOREMA 1.16. (Eakin-Nagata-Fisenbud) Daca A este un subinel
al lui B astfel incat B este o A-algebra finita via morfismul incluziune
A C B, iar B este inel noetherian (resp. artinian), atunci A este inel
noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Pentru o demonstratie a afirmatiei referitoare la
noetherianitate trimitem la [3, teorema 8.10]. Cazul artinian se gaseste
in [10]. O

ProprOZITIE 1.17. Fie A un inel noetherian si B o A-algebra de
tip finit. Atunci B este un inel noetherian.

DEMONSTRATIE. Inelul B este izomorf cu un inel factor al inelului
de polinoame peste A intr-un numar finit de nedeterminate. Un inel
de forma A[X7,...,X,] este noetherian conform teoremei bazei a lui
Hilbert. Demonstratia se incheie folosind corolarul 1.12. 0
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EXERCITII.
1. Fie ' un A-modul. Aratati ca urmatoarele conditii sunt echiva-
lente:

(i) E este modul noetherian,
(77) conditia (ACC) este satisfacuta pentru submodulele finit ge-
nerate ale lui F/,
(7i1) orice modul cat al lui F este noetherian.

2. Un inel este noetherian daca si numai daca orice ideal prim este
finit generat.

3. Daca un inel are proprietatea ca orice ideal maximal al sau este
finit generat, rezulta ca inelul este noetherian?

4. Inelul de serii formale intr-o variabila cu coeficienti intr-un inel
noetherian este inel noetherian.

5. Fie £ un A-modul si f un A-endomorfism al sau.

a) Daca FE este modul artinian, atunci exista un numar natural ne-
nul n astfel incat £ = Im f"+ker f™. Deduceti ca f este monomorfism
daca si numai daca este automorfism.

b) Daca E este modul noetherian, atunci exista un numar natural
nenul n astfel incat Im f™ N ker f* = 0. Asadar, f este epimorfism
daca si numai daca este automorfism.

6. Orice endomorfism surjectiv al unui modul finit generat este
automorfism.

2. Module de lungime finita

Pana acum am studiat in paralel noetherianitatea si artinianitatea
modulelor, ghidati de dualitatea existenta intre cele doua proprietati.
Am demonstrat cateva proprietati ale modulelor noetheriene care nu au
corespondent in cazul artinian. In aceasti sectiune aratam ca prezenta
simultana a celor doua proprietati are consecinte importante, con-
ducand la o generalizare a notiunii de spatiu vectorial de dimensiune
finita.

DEFINITIE 2.1. Un lant finit de submodule
0=FE,CE,1C...CE;CEy=F (1)

se numeste filtrare finita sau serie normala a lui E. Numarul n se
numeste lungimea seriei, iar modulele factor £;_1/E;, 1 < i < n, poarta
numele de factori.

O serie normala este numita serie Jordan-Holder sau sir de compo-
zitie pentru E daca factorii sai sunt module simple (i.e. F; 1/E; nu
are submodule proprii oricare ar fi ¢, 1 < ¢ < n). Echivalent, o serie
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normala saturatd (Intre ai carei termeni nu mai pot fi introduse alte
submodule).

Prin conventie, modulul nul admite un sir de compozitie de lungime
Zero.

ProrPoOzITIE 2.2. Un modul E are un sir de compozilie daca si
numai daca E este modul noetherian st artinian.

DEMONSTRATIE. Sa presupunem ca F are un sir de compozitie de
lungime n. Rationam prin inductie dupa n. In cazul n = 0, E este
modulul nul gi nu avem nimic de demonstrat. Daca n = 1, atunci
E este un A-modul simplu, care evident este noetherian si artinian.
Presupunem ca orice A-modul care are un sir de compozitie de lungime
cel mult n, n > 1, este noetherian si artinian, iar £ admite un gir de
compozitie 0 = F,,y C E, C ... C By C Ey = E de lungime n + 1.
Atunci F; are un gir de compozitie de lungime n, deci conform ipotezei
de inductie, F; este modul noetherian si artinian. Cum FE/F; este
modul simplu, aplicand teorema 1.8 girului exact

00— F —F—FE/F, —0

se obtine ca E este noetherian gi artinian.

Demonstram reciproca. Multimea tuturor submodulelor nenule ale
modulului artinian F are un element minimal F;. Se observa ca E este
modul simplu, altfel s-ar contrazice minimalitatea sa. Daca E # Ej,
se rationeaza la fel pentru modulul artinian nenul F/FE;, obtinandu-se
existenta unui submodul Es al lui F avand proprietatea ca Fy/Fy este
modul simplu. In acest mod se gaseste un lant ascendent 0 C E; C
C E; C ... de submodule ale modulului noetherian E. Acest lant, este
stationar conform conditiei (ACC). Pe de alta parte, din modul de
alegere a submodulelor F; rezulta ca ultimul termen din lant nu poate
fi decat intreg modulul E. O

LEMA 2.3. Un A-modul nenul E este simplu daca si numai daca
exista un ideal mazimal M astfel incat E ~ A/M.

DEMONSTRATIE. Corpul A/M neavand ideale diferite de zero si de
el nsugi, inseamna ca A-modulul A/M este simplu pentru orice ideal
maximal M. Reciproc, sa presupunem ca E este un modul nenul si
simplu. Pentru z € E, x # 0, Az este un submodul nenul al lui E.
Prin urmare, £ = Az, deci exista un morfism surjectivp : A — F
definit prin asocierea a +— ax. Din teorema fundamentala de izomor-
fism pentru module rezulta ca nucleul M := ker p satisface A/M ~ E.
Daca M nu ar fi ideal maximal, atunci A/M, deci si E, ar contine un
submodul nenul, contradictie. 0
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DEFINITIE 2.4. Se spune ca A-modulul E are lungime finita daca
exista majorare pentru lungimile tuturor seriilor normale.

TEOREMA 2.5. (Jordan-Hélder) Daca exista un sir de compozitie
pentru E, atuncit E are lungime finita st toate sirurile sale de compozitie
au aceeasi lungime.

DEMONSTRATIE. Fie
O=EFE,CE,,C...CE,CEy=F (2)

un sir de compozitie de lungime minima pentru E. Vom arata prin
inductie dupa n ca orice serie normala a lui £ are lungimea cel mult
n. In particular, orice alt gir de compozitie are lungimea mai mica
sau egald cu n. In virtutea alegerii sirului de compozitie (2), rezulta
concluzia anuntata.

Teorema este evidenta pentru n < 1. Presupunem ca n > 1 si ca
asertiunea este valabila pentru modulele care au un gir de compozitie
de lungime mai mica decat n. FieO=F, C F;, ;C...CFi CFh=F
o serie normala arbitrara a lui £. Daca F} C FE;, aplicand ipoteza de
inductie lui E; se obtinet—1 < n—1. Daca F} € E,, atunci F1+F, = F
deoarece E/FE; este modul simplu. Din teorema de izomorfism pentru
module avem

E _E+kh B
E, B T ENE

Rezulti ¢ Fy/(E; N Fy) este modul simplu. Intrucit E; are o serie de
compozitie de lungime n — 1, din ipoteza de inductie se obtine ca in
submodulul sau propriu E; N F} toate seriile normale au lungimea cel
mult n — 2. Folosind faptul ca Fy/(E; N F}) este simplu, se deduce ca
Fy are o serie de compozitie de lungime < n — 1. Asadar, si in acest
cazavemt —1<n-—1. U

In virtutea teoremei Jordan-Holder, urmatoarea definitie are sens:

DEFINITIE 2.6. Maximul lungimilor seriilor normale dintr-un modul
E in care exista gir de compozitie poarta numele lungimea modulului
E. Notatia consacrata este [4(F). Daca nu exista pericol de confuzie,
se omite mentionarea explicita a inelului.

Din demonstratia teoremei Jordan-Hélder se constata ca l4(FE) este
egala cu lungimea oricarui gir de compozitie. Cunostintele referitoare
la modulele noetheriene gi artiniene ne permit sa aratam ca lungimea
este o functie aditiva pe multimea modulelor de lungime finita.
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PROPOZITIE 2.7. Fie datd o serie normala (1) pentru E. Atunci
E are lungime finita daca si numai daca E’i_l/E are lungime finita

pentrui=1,2, ..., n. Dacal(F) < oo, atunci [(E Zl i1/ F;).

DEMONSTRATIE. Este suficient sa justificam afirmatiile pentru
n = 2, cazul general rezultand apoi usor prin inductie. Asadar, pre-
supunem ca [(F) < co gi ca 0 = Ey C E; C E este o serie normala,
pe care o rafinam pana la un sir de compozitie. Modulele din acest
sir de compozitie situate intre Ey si £ (resp. Fs si Fy) induc un sir
de compozitie pentru E/FE; (resp. Ej). Evident are loc relatia I(F) =

Pentru implicatia reciproca, presupunem ca F/F; si Fy sunt module
de lungime finita. Obtinem un gir de compozitie pentru E prelungind
un gir de compozitie pentru F; cu preimaginile in £ ale modulelor
dintr-un gir de compozitie al lui E/F;. O

COROLAR 2.8. a) Orice submodul i orice imagine omomorfa a unui
modul de lungime finita are lungime finita.

b) O suma directa finita de module de lungime finita are lungime
finita i lungimea sa este suma lungimilor sumanzilor.

Rezultatul care urmeaza arata ca notiunea de modul de lungime
finita este o generalizare a notiunii de spatiu vectorial finit-dimensional.

PROPOZITIE 2.9. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K. Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(1) dimg (V) < o0,

(17) V este un K- modul de lungime finita,
(13i) V este un K-modul noetherian,
(iv) V este un K-modul artinian.

Daca una dintre aceste conditii este indeplinita, atunci are loc egalitatea

DEMONSTRATIE. Din propozitia 2.2 stim deja ca (¢i2) si (iv) sunt
consecinte ale conditiei (ii). Pentru a arata ca (i) implica (ii), se
considera o baza ey, e, ..., e, pentru V. Spatiile vectoriale V; :=
= Ke; +---+ Key, 1 <t <n, constituie un sir de compozitie pentru
V. Prin urmare, V este un K-modul de lungime finita. Implicatiile
(131) = (i) si (iv) = (i) au fost stabilite in exemplul 4. O

EXERCITII.

1. Daca F; si Ey sunt submodule ale unui modul E de lungime
finita, atunci [(Ey + Ey) + I(Ey N Ey) = 1(Ey) + 1(E»).
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2. Fie F un modul de lungime finita n si f un endomorfism al lui
E. Sa se arate ca E este suma directa interna dintre Im f" si ker f™.

3. Un modul nenul F se numeste indecompozabil daca singurii sai
sumanzi directi sunt modulele improprii 0 si £. Sa se demonstreze ca
orice modul noetherian sau artinian se poate scrie ca o suma directa
finita de submodule indecompozabile.

4. Fie f un endomorfism al unui modul indecompozabil si de lun-
gime finita. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este monomorfism,
(17) f este epimorfism,
(7ii) f este automorfism,
(tv) f™ # 0 pentru orice numar natural n.

3. Descompunere primara in module noetheriene

Teoremele de descompunere a unui obiect in componente mai simple
sau cu anumite proprietati specificate ocupa un loc central in algebra.
Posibilitatea de a clasifica obiectele sau de a le manipula mai usor
este intotdeauna atragatoare. In aceastd sectiune se arata ca fiecare
submodul al unui modul noetherian este intersectia unei familii finite
de submodule primare. In forma actuala, demonstratia este influentata
de viziunea moderna, impusa de Bourbaki, si este susceptibila de a fi
parafrazata pentru inele necomutative, in categorii sau latici.

3.1. Radicalul unui submodul.

DEFINITIE 3.1. Fie A un inel, I un ideal al sau, £ un A-modul si
F submodul al lui £. Multimea

(F:I)g:={x€E : ax € F pentru orice a € I } (3)
este numita transportorul lui I in F'. Multimea
(F:E)s:={acA:aECF} (4)

este numita catul lui F prin E. In cazul particular al submodulului
nul, (0: I)g este numit anulatorul lui I in E si se noteaza Anng I.

Se verifica imediat ca (F : I)g este submodul al lui E, iar (F': E)4
este un ideal in A. Proprietatile de mai jos se justifica fara nici o
dificultate:

ProproOzITIE 3.2. Fie A un inel, I, J ideale, E un A-modul si F
submodul al lui E. Atunci:

a) FC(F:1)g,

b) I(F:1)g CF,

) (F:DNg:Neg=F :1))g=(F:J)g:1)g,
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d) pentru orice familie de submodule (F)\)xep ale lui E avem
(F):D),=Ex:De .
AEA A€A
e) pentru orice familie de ideale (I))xen ale lui A avem
(F . ZI)\)E = ﬂ(F . I)\)E .
AEA AeA
DEFINITIE 3.3. Numim radacina a lui F' in E multimea
Radg (F) ={ac€A:Vxe E, IneN astfel caa"z € F}. (5)

In particular, pentru orice ideal I notdm Rad (I) = Rady (I). Se
verifica imediat ca Radg (F) este ideal iIn A care contine catul lui F
prin E. Alte proprietati sunt date in urmatoarea

PROPOZITIE 3.4. In notatiile si ipotezele din propozitia precedenta

a) Radg (F) = A daca si numai daca F = FE, daca i numai dacd
(F : E)A = A.

b) Daca G C F' C F sunt submodule ale lui E, atunci

(G:F)aC(G:F)4, Radg (F') CRadg (F) st (F':E)AC(F:E),.

PROPOZITIE 3.5. Pentru J si I ideale ale lui A sunt indeplinite
proprietatile:

a) Daca I C J, atunci Rad (I) C Rad (J).

b) Rad (Rad (I)) = Rad (1).

c) Rad (I) = A daca si numai daca I = A.

d) Rad (IJ) = Rad (I NJ) = Rad (I) nRad (J).

e) Rad (I + J) = Rad (Rad (/) + Rad (J)).

EXEMPLE 1. Fie n un numar intreg supraunitar. Atunci Rady, (nZ)
este generat de produsul divizorilor primi ai lui n.

2. RadZ (0) = O, Rad@ (0) = 0, Rad@ (Z) =0.

3. Rady (I) ={a € A : exista n € N astfel ca a™ € I }.

Radacina idealului nul este formata din acele elemente a ale inelului
pentru care exista un numar natural n astfel ca ™ = 0. Prin urmare,
Rad4(0) coincide cu idealul format din elementele nilpotente din inel,
ideal notat N(A) si numit nilradicalul inelului.

DEFINITIE 3.6. Un ideal se numeste radical daca el coincide cu
radacina sa. Un inel este redus daca nu are elemente nilpotente nenule.
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Orice ideal prim este ideal radical. Mai general, pentru orice ideal
prim P si orice n > 1 avem Rad (P") = P. Pentru orice inel A, inelul

A/N(A) este redus.

PROPOZITIE 3.7. Daca S este un sistem multiplicativ inchis in A,
atunci N(S7tA) = STIN(A). In particular, orice inel de fractii al unui
inel redus este inel redus.

In repetate randuri vom folosi un rezultat cunoscut sub numele de
lema lui Krull:

PROPOZITIE 3.8. (Lema lui Krull) Fie S un sistem multiplicativ
tnchis ce nu contine 0 si I un ideal disjunct de S. Atunci exista un
tdeal prim ce contine I $i este disjunct de S. In particular, orice ideal
I # A este continut intr-un ideal mazimal.

DEMONSTRATIE. Vom folosi procedeul de zornificare. Notam cu
L multimea idealelor din A care nu taie S si contin /. Prin ipoteza
L este nevida. Vom demonstra ca £ ordonata cu relatia de incluziune
este multime inductiva. Fie J; C Jy C ... un gir crescator de ideale din
L. Atunci J := U{J, : n > 1} este un ideal disjunct de S, contine
I, deci J € L. Din lema lui Zorn rezulta ca £ contine un element
maximal P. Vom arata ca P este ideal prim al lui A.

Fie b, c € A\ P astfel incat bec € P. Deoarece P+ Ab si P+ Ac contin
strict idealul P, din maximalitatea lui P ca element al lui £ decurge
(P+Ab)NS #0si (P+ Ac)N S # 0. Explicit, existd s =p+czx € S
sit=q+bye S, cux,ye Agip, g€ P. Prin calcul direct se gaseste
st = (pq + bpy + cqx) + cbxy € P. Cum S este inchisa la inmultire,
st € S, ceea ce contrazice faptul ca P si S nu au elemente in comun.

In cazul particular I = 0 si S = {1}, multimea £ definitd mai sus
consta din idealele distincte de intreg inelul. Prin urmare, elementele
sale maximale sunt exact idealele maximale ale lui A. Ultima parte a
concluziei propozitiei rezulta folosind aceasta observatie pentru inelul
A/I si corespondenta dintre Spec A/I si Spec A. O

O alta proprietate utila este consemnata in urmatoarea lema.

LEMA 3.9. (Principiul local-global) Urmatoarele conditii sunt echi-
valente:
(i) E =0,
(1) Ep = 0 pentru orice ideal prim P,
(17i) Ea = 0 pentru orice ideal mazimal M.

DEMONSTRATIE. Singura implicatie care necesita justificare este
(i4i) = (i). Presupunem ca FE este un modul nenul ce indeplineste
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conditia (iii). Se gaseste x € E,  # 0, deci anulatorul sau Anny z
este diferit de A. Conform lemei lui Krull, idealul Ann,4 = este continut
intr-un ideal maximal M. Intrucat /1 € Ey = 0, existi a € A\ M
cu ax = 0. Aceasta relatie arata a € Anny x C M, absurd. O

Rezultatul urmator arata ca proprietatea unui inel de a fi redus este
o proprietate locala.

ProrozITIE 3.10. Urmatoarele afirmatic sunt echivalente:

(i) A este inel redus,
(17) Ap este inel redus pentru orice P € Spec A,
(13i) Apr este inel redus pentru orice M € Max A.

DEMONSTRATIE. La demonstrarea implicatiei (iii) = (i) se folo-
seste comutarea localizarii cu luarea nilradicalului si faptul ca un modul
este nul daca si numai daca toate localizatele sale in ideale maximale
sunt nule. O

PROPOZITIE 3.11. Fie A un inel si I un ideal in A. Atunci Rad (1)
este intersectia idealelor prime din A care contin pe I.

DEMONSTRATIE. Tinand cont de relatia ¢) din propozitia 3.4 si
de bijectia dintre idealele lui A care contin pe [ si idealele inelului
A/I, este suficient sa aratam ca nilradicalul unui inel A coincide cu
intersectia idealelor prime ale inelului.

Fie a un element nilpotent i » un numar natural astfel ca a™ = 0.
Pentru orice ideal prim P avem a" € P, deci a € P. Asadar,

N(A)CN{P: PeSpec A}.

Pentru a demonstra egalitatea in aceasta incluziune, vom arata ca
pentru a € A\ N(A) se gaseste un ideal prim P care nu contine a.
Consideram sistemul multiplicativ S constand din elementul unitate
al inelului A si din puterile lui a. In conformitate cu alegerea lui a,

S nu contine elementul nul. Proprietatea dorita rezulta din lema lui
Krull. Il

DEFINITIE 3.12. Un ideal prim P se numeste ideal prim minimal
daca nici un ideal prim nu este continut strict in P. Altfel spus, P este
un element minimal in multimea Spec A ordonata cu relatia de inclu-
ziune. Vom nota cu Min A multimea tuturor idealelor prime minimale

ale lui A.

Aratam ca fiecare ideal prim contine cel putin un ideal prim mini-
mal.

LEMA 3.13. Pentru orice P € Spec A ezista Q € Min A cu @ C P.
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DEMONSTRATIE. Vom arata ca multimea
L:={Q€cSpec A: QC P}

ordonata de incluziune este inferior inductiva (altfel spus, £ cu ordinea
duala este multime inductiv ordonata). Daca P, O P, D ... este un
lant, descrescator de ideale din £, notam @ := N{ P, : n > 1}. Evident
() este continut in orice P,, n > 1. Mai trebuie justificat faptul ca
idealul @ este prim. Fie a, b € A\ (). Atunci exista numere naturale
s si t pentru care a € P, b ¢ P,. Notand cu n cel mai mare dintre s
si t, din relatia P, = PsN P, rezulta ca a € P, si b € P,. Prin urmare
ab &€ P,, §i cu atat mai mult ab € Q. O

Cum vom vedea, in cele mai multe inele noetheriene exista o infi-
nitate de ideale prime, dar numai un numar finit dintre acestea sunt
minimale. Prin urmare, corolarul urmator are importanta atunci cand
se doresc calcule explicite.

COROLAR 3.14. a) Radicalul unui ideal I este intersectia idealelor
prime care confin pe I si sunt minimale cu aceasta proprietate.

b) Pentru orice modul E si F' submodul al sau, Radg(F) este inter-
sectie de ideale prime.

PropPOZITIE 3.15. Daca I i J sunt doua ideale astfel incat J este
finit generat si continut in Rad([), atunci I contine o putere a lui J.

DEMONSTRATIE. Fie by, ..., b, un sistem de generatori ai lui J.
Pentru fiecare indice ¢ = 1, ..., n exista un numar natural e; astfel
ca by € I. Notam s suma acestor exponenti si aratam ca J° C [I.
Un element arbitrar y € J° este o suma finita de elemente de forma
Ty T, cux; € J,iar fiecare z; este o combinatie liniara cu coeficienti
din A de elementele by, ..., b,. Prin urmare z; - - -z, este suma unor
termeni de forma cbj* ---bi», unde ¢ € A si uy, ..., u, sunt numere
naturale cu suma s. Pentru cel putin un indice j avem u; > e;, deci
toate produsele ce apar in scrierea lui x; - - - x, sunt din I. O

Aplicand acest rezultat pentru I ideal arbitrar al unui inel noethe-
rian §i J = Rad([), se obtine:

COROLAR 3.16. Orice ideal al unui inel noetherian contine o putere
a radicalului sau.

ProprozITIE 3.17. Fie 0 — E’ SR I o N W sir exact
de A-module, F un submodul al lui E, F" = g(F) si F' .= f~(F).
Atunci

Radg(F) = Radg/(F') N Radg.(F") .
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DEMONSTRATIE. Fie a un element arbitrar al intersectiei de ideale
din membrul drept. Rezulta ca pentru orice x € E exista numarul
natural m astfel incat g(a™x) = a™g(x) € F”. Asadar, exista y € F
pentru care a™x —y € E’. Pe de alta parte, exista un numar natural
t astfel ca a'(a™x —y) € F', deci a™*'x € F. Relatia fiind valabila
pentru orice x € F, conchidem ca

RadE/(F’) N RadE//(F”) Q RadE(F) .
Incluziunea contrara se verificad asemanator. O

PROPOZITIE 3.18. Fie S un sistem multiplicativ inchis in A, E un
A-modul siu: A — S7'A, v: E — S7'E morfismele canonice.
a) Daca F este un A-submodul al lui E, atunci

S~'Radp(F) C Radg-1p(S™'F) .
b) Dacd F' este un S~ A-submodul al lui ST'E, atunci
u~'(Rads-15(F")) = Radg(v™"(F)) .

DEMONSTRATIE. a) Fie b € S™'Radg(F). Atunci b = a/s, cu
a € Radg(F) si s € S. Pentru un element arbitrar y = e/t € S™'E
cue € Fgite S, exista n € N astfel incat a”e € F. Prin urmare
by =a"e/s"t € ST'F.

b) Pentru a € u™*(Radg-15(F")) si e € E se giseste n € N astfel
incat v(a"e) = u(a)" - v(e) € F’, astfel cid a"e € v 1(F’). Cum e
este arbitrar In E, se obtine a € Radg(v™'(F’)). Fie acum a din
Radg(v™'(F")) si e/s € ST'E. Conform definitiei, avem a"e € v™!(F")
pentru un numar natural n convenabil. Atunci v(a"e) = u(a™)v(e) =
=u(a") -e/s-s/1 € F', ceea ce inseamna a € v~ (Radg-15(F")). O

ExeEmMpPLU. Incluziunea demonstrata la punctul a) poate fi stricta.
De pilda, pentru A = Z, S = Z\ {0}, E = Q si FF = Z avem
S‘lRadQ(Z) =S710=0, Rad@(S_lZ) = Radg(Q) = Q.

Conditii suficiente pentru realizarea egalitatii sunt puse in evidenta
in urmatoarea

PROPOZITIE 3.19. Fie S un sistem multiplicativ inchis din inelul
A, E un A-modul si F' un submodul al sau. Atunci

S7! Radp(F) = Radg-1p(S™'F)

daca una dintre urmatoarele conditii este indeplinita:

a) E este un A-modul de tip finit,
B) dinse€S,e€E gisec F rezulti e € F.
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DEMONSTRATIE. In notatiile din propozitia 3.18, pentru a/s ele-
ment arbitrar din Radg-1z(S™'F) si orice e din F existd n € N astfel
incat (a/s)"- (e/1) € STLF, deci tae € F pentru ¢ € S convenabil. In
cazul ) rezultd imediat a"e € F, de unde a/s € S~ 'Radg(F).

Presupunem in continuare indeplinita conditia ). Consideram ey,

.., €, un sistem finit de generatori pentru F. Pentru fiecare indice ¢,
1 =1,...,r, exista n; € N gi t; € S astfel incat t;a™e; € F. Luand
n:=max{n; : i=1,...,r}sit:=[[,_, , se obtine ta”E C F i deci
ta € Radg(F). Asadar, a/s = at/st € ST'Radg(F). O

In continuare ardtdm ci multimea idealelor prime ale unui inel are
in mod natural o structura de spatiu topologic. Aceasta topologie este
folosita intens in geometria algebrica.

Pentru orice ideal I al inelului comutativ si unitar A se noteaza

V(I):={P¢€ Spec A:1CP}.

PROPOZITIE 3.20. Aplicatia de la multimea idealelor lui A la multi-
mea partilor lui Spec (A) definita prin asocierea I — V(I) are urmatoa-
rele proprietati:

a) V(0) = Spec A, V(A) = 0;
b) daca I C J, atunci V(J) C V(I);
¢) pentru orice familie de ideale (I))xepn avem

V(Un)=vO_Ln)=V) ;
d) VINJ) =V{IJ) =V({I)U V(J);
e) V(I) =0 daca si numai daca I = A;
f) V{I) = V(Rad (I)).

);

Proprietatile a), ¢) si d) permit sa se defineasca o topologie pe
multimea Spec A in care multimile inchise sunt exact multimile de
forma V(I), pentru I un ideal iIn A. Aceasta topologie este numita
topologia spectrala sau topologia lui Zariski pe spatiul Spec A. In
continuare vom considera intotdeauna aceasta topologie pe multimea
idealelor prime ale inelului A.

Daca X este o submultime a lui Spec (A), notam

[(X)=n{P:PeX}.
Evident I(X) este un ideal in A, I(()) = A, iar

I([J x) = 1X)

AEA AEA
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pentru orice familie (X)) ea de submultimi ale lui Spec A. In particu-
lar, daca X CY, atunci I(Y) CI(X).

ProrPOZITIE 3.21. Fie I ideal in A si X C Spec A. Atunci:

a) V(I) este o multime inchisa in spatiul topologic Spec (A), iar
I(X) este un ideal radical al lui A.

b) I(V(I)) = Rad(I), V(I(X)) = X, inchiderea multimii X in
topologia spectrala.

c) Aplicatiile 1 g1 V definesc bijectii descrescatoare, inverse una
alteia, intre multimea multimilor inchise ale lui Spec (A) si
multimea idealelor radicale ale lui A.

DEMONSTRATIE. a) V(I) este multime inchisa in Spec A conform
definitiei topologiei spectrale. Am vazut ca pentru orice ideal I avem

Rad(I)=n{P : PeV(I)},
deci
Rad(I(X))=n{P : (X)C P} .
Cum pentru orice @ € X avem I(X) C @, rezulta ca toate idealele
din X apar printre idealele prime prin intersectarea carora se obtine
Rad(I(X)). Altfel spus, Rad(I(X)) C I(X).
b) Din definitii si din propozitia 3.11 rezulta

I(V(I) =n{P : PeV(I)}=Rad(l) .

Fie J un ideal al lui A astfel incat X C V(J), adica J C P pentru
orice P € X. Atunci J C I(X) si din monotonia aplicatiei V rezulta
V(X)) € V(J). Pe de alta parte, X C V(I(X)). Conchidem ca
V(I(X)) este cea mai mica parte inchisa a spatiului Spec A care contine
X, adicd V(I(X)) = X.

c¢) Consecinta directa a celor demonstrate anterior. U

EXERCITII.

1. Determinati nilradicalul inelului de polinoame (respectiv, serii
formale) intr-o nedeterminata cu coeficienti intr-un inel comutativ.

2. Caracterizati inelele in care nilradicalul este un ideal maximal
(respectiv minimal).

3. Pentru orice ideale I, J, K ale unui inel A au loc egalitatile:

Rad (I + JK) = Rad(I+ (JNK))= Rad(I+J)NRad(I + K) .

4. Daca (X))xea este o familie de multimi inchise ale spatiului
topologic Spec A, atunci

I(() X)) =Rad () _I(Xy)) .

AEA AeA
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5. Daca I i J sunt ideale In A, aratati ca V(I) C V(J) <= J C
C Rad (/) <= Rad (J) € Rad (I).
6. Sa se arate ca urmatoarele conditii sunt echivalente pentru un
spatiu topologic X:
(1) orice doua multimi deschise nevide au intersectia nevida,
(77) orice multime deschisa nevida a lui X este densa in X,
(7i1) orice multime deschisa a lui X este conexa,
(1v) orice doua multimi inchise ale lui X, ambele diferite de X, au
reuniunea diferita de X.

Un spatiu topologic X care indeplinegte aceste conditii este numit zre-
ductibil.

7. Consideram spatiul Spec A inzestrat cu topologia spectrala.

a) Sa se arate ca o submultime Y C Spec A este ireductibila daca
i numai daca I (Y) € Spec A.

b) Spec A este un spatiu ireductibil daca gi numai daca singurele
elemente e € Acue? =esunte=0gie=1.

3.2. Suportul unui modul. O notiune importanta in algebra co-
mutativa este aceea de suport al unui modul.

DEFINITIE 3.22. Fie E un A-modul. Multimea
Suppy E:={P €Spec A : Ep#0}
se numeste suportul lui E.

Intrucat Suppa A = Spec A, notiunea are semnificatie doar pentru
module. Cu ajutorul suportului se pot distinge modulele nule. Princi-
piul local-global poate fi reformulat astfel:

LEMA 3.23. Un modul este nul daca si numai daca suportul sau
este multimea vida.

EXEMPLU. Suppy (A/I) = V(I) pentru orice ideal I al lui A.
Intr-adevir, pentru P € Spec A avem echivalentele P € Suppa (A/I)
=)= IC P+ PeV(I).

ProroziTiE 3.24. Daca 0 — E — F — G — 0 este un sir
exact de A-module, atuncit Supp 4 F' = Supp, £ U Supp, G.

DEMONSTRATIE. Pentru orice ideal prim P avem sirul exact de
Ap-module 0 — Ep — Fp — Gp — 0, deci Fp = 0 daca si
numai daca Ep =01 Gp = 0. O
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PROPOZITIE 3.25. Dacd (E))xen este o familie de submodule ale
unui modul E, atunci

Supp () E) = Supp (E))
AEA AeA
DEMONSTRATIE. Cum localizarea comuta cu sumele arbitrare de
submodule, pentru orice ideal prim P avem (Z)\e A E,\) p» = 0 daca si
numai daca (E,)p = 0 pentru orice A € A. O

COROLAR 3.26. Daca (x))ren este o familie de generatori pentru
A-modulul E, atunci

Supp F = U V(Anny (xy)) .
AEA

In particular, daca E este A-modul finit generat, atunci Supp E =
= V(Anny (E)) este o multime inchisa in topologia Zariski.

DEMONSTRATIE. Pentru orice element x al unui modul £, aplicatia
A — FE care asociaza unui element a € A produsul sa cu x este un
morfism de A-module, a carui imagine este submodulul Az generat de
x i al carui nucleu este Anny (x). Conform teoremei fundamentale de
izomorfism, se obtine A/Anny (r) ~ Ax.

Prima afirmatie a concluziei dorite rezulta din aceasta observatie,
din faptul ca E' = ) Ax,, din propozitia 3.25 si din exemplul ce o pre-
cede. Pentru ultima parte se folosesc egalitatile Anny F = NycpaAnng ()
si V(INJ) = V(I)U V(J) pentru orice ideale I, J ale lui A. O

LEMA 3.27. (Lema de evitare a lui McCoy) Fie I < A gi Py, ...,
P, (n > 2) o familie de ideale dintre care cel mult doud nu sunt prime.
Daca I este continut in reuniunea idealelor Py, ..., P,, atunci I este
continut intr-unul din aceste ideale.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa n. Daca n = 2 si
exista z; € I\ Ps_j, j = 1, 2, atunci z; € P;, deci y := 21 + 22 €
€ I C P UP;. Rezulta ca y este un element al lui Py, sa spunem, incat
ro =1y — x1 € Py, contradictie.

Presupunem acum ca n > 3 si ca afirmatia a fost stabilita pentru
orice familie cu proprietatile din enunt si de cardinal strict mai mic
decat n. In plus, putem presupune I Z (J{ P, 1<j#k<n}

pentru orice k = 1,...,n (In caz contrar concluzia dorita decurge din
ipoteza inductiva). Alegand zp € I\ U{FP; : 1 < j# k <n}, avem
), € Py pentruorice k =1,...,n. Cumn > 3, exista cel putin un ideal

prim in familia considerata, sa spunem P;. Elementul x; + z923--- 2,
este din I, dar nu din P, (intrucat x; € P, dar zox3-- 2, € P1), si
nici din Py, k > 2 (deoarece x1 & Py §i xoxs- - x, € Py). O
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DEFINITIE 3.28. Pentru A inel comutativ gi unitar, intersectia tu-
turor idealelor sale maximale se noteaza J(A) si este numita radicalul
Jacobson. Un inel este local (respectiv semilocal) daca acest inel are
un singur ideal maximal (respectiv un numar finit de ideale maximale).

Folosind lema de evitare si corespondenta dintre idealele S-saturate
ale inelului A si idealele din S™'A, se obtine urméitoarea clasa de
exemple de inele semilocale:

LEMA 3.29. Daca Py, ..., P, (n > 1) sunt ideale prime incompara-
bile doua cate doua fata de incluziune $i S == (\{A\F; : i=1,...,n},
atunci Max ST'A = {S™'P, : i=1,...,n}.

Elementele din radicalul Jacobson se pot identifica gratie urmatoarei
caracterizari:

LEMA 3.30. Fiex € A. Atunciz € J(A) daca si numai daca 1 —ax
este inversabil in A pentru orice a € A.

DEMONSTRATIE. Daca x € J(A) si exista a € A astfel incat
y = 1 — ax este neinversabil, rezulta ca idealul Ay este diferit de
A. Conform lemei lui Krull, exista un ideal maximal M ce contine Ay.
Din x € M si 1 — ax € M decurge contradictia 1 € M.

Reciproc, daca x ¢ J(A), inseamna ca exista un ideal maximal M
astfel ca © ¢ M. Deci M C M + Ax si maximalitatea lui M implica
M + Ax = A. Prin urmare, se gasesc a € A ¢i b € M astfel incat
1 = b+ ax, relatie din care conchidem ca 1 — ax este neinversabil, in
contradictie cu conditia din enunt,. O

LEMA 3.31. (Lema lui Nakayama) Daca E este un A-modul finit
generat si I un ideal continut in radicalul Jacobson astfel incat IE = F,
atunci E este modulul nul.

DEMONSTRATIE. Rationam prin reducere la absurd. Presupunem
ca modulul £ este nenul i consideram un sistem de generatori xy, ..., x,
(n > 1) pentru E. Intrucat multimea numerelor naturale este bine or-
donata (i.e. orice submultime nevida are un cel mai mic element),
putem presupune ca F nu poate fi generat de mai putin de n elemente.

Din z, € E = IE se obtine o reprezentare x,, = ayx1 + - - - + a,x,
cua; € I (1 <i<n). Atunci (1 —a,)r, = a1x1+ -+ ap_1Tp_1 §
cum 1 — a, este inversabil (a, fiind din J(A)), inseamna ca generatorul
x, este superfluu. Cum sistemul de generatori a fost ales minimal, s-a
ajuns la o contradictie. O

Acest rezultat joaca un rol important in studiul inelelor locale,
dar are aplicatii surprinzatoare si in alte contexte. Mentionam cateva
consecinte ale sale.
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COROLAR 3.32. Fie E un A-modul si F' un submodul cu E/F finit
generat. Daca I C J(A) si E=I1FE+ F, atunci E = F.

DEMONSTRATIE. Se foloseste lema lui Nakayama pentru A-modulul
finit generat E/F. O

COROLAR 3.33. Fie (A, M, K) un inel local si E un modul de tip
finit. Pentru xy,...,x, € E, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) x1, ..., T, genereaza A-modulul E,
(17) clasele@y, ..., Ty, in E/ME genereaza K -spatiul vectorial E/ME.

DEMONSTRATIE. Implicatia (i) = (ii) este clara. Pentru reci-
proca se observa ca din conditia (i7) rezulta £ = M E+ Ax;+-- -+ Az,
si se aplica rezultatul precedent. U

LEMA 3.34. (Lema chineza a resturilor) Fie Iy,. .., I, (n > 2) ide-
ale astfel incat I; + I, = A pentru 1 < j < k <n. Atunci:

CL) n Ij = H]j,
j=1 j=1

b) morfismul T : A — HA/I]-, a— (a+1,...,a+1,), este
j=1
surjectiv si induce un izomorfism

n

A/HI]- ~ [[(A/L) .

j=1

DEMONSTRATIE. a) Evident, intersectia idealelor contine produsul
lor. Incluziunea inversa se obtine prin inductie dupa n. Daca n = 2,
atunci

LnL=+5L)(LNEL) CLILINL) + LI NL)CLI,.

Presupunem acum n > 2 si ca relatia este adevarata pentru cel mult
n — 1 ideale comaximale doua cate doua. Observam ca I, + L = A,
unde L .=1--- I, =0LN...N1,_. intr—adevér, din I, + L # A
rezulta existenta unui ideal maximal M ce contine I, + L, in particular
avem Iy ---I,_y € M. Atunci M contine un ideal I;, 1 < j <n. Cum
I, € M, se ajunge la contradictia A = I; + I,, € M. Conform cazului
n = 2, avem

J

n n—1 n
= j=1

n—1
L=L][L=LL=LnL=L,n (L) =L
j=1

1 j=1
b) Acum aratam ca pentru orice k, 1 < k < n, exista a; € ﬂ#k I;
astfel incat ap — 1 € I;. Pentru j # k exista b, € I, si ¢; € I,
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cu suma 1. Atunci elementul a; := [] ik Cj are proprietatile dorite:
evident a; apartine tuturor idealelor de indice diferit de k, iar ap — 1 =
= H#k(l — b)) —1€ .

Pentru (z1,...,2,) € [j_,(A/1;) consideram cate un reprezentant
b; pentru z; (1 < j < n)si punem = := a;by +- - - +a,b,. Pentru fiecare
k=1,...,n avem by(ar — 1) € Iy si ajb; € Iy pentru 1 < j # k < n,
deci x — by € I. Altfel spus, morfismul 7 este surjectiv. Din definitia
produsului direct rezulta ca nucleul lui 7 coincide cu intersectia idea-
lelor I, care nu este altceva decat produsul lor conform punctului a).
Demonstratia se incheie aplicand teorema fundamentala de izomorfism
pentru inele. O

PROPOZITIE 3.35. Daca E si F' sunt module finit generate peste un
inel noetherian A, atunci Supp (F ®4 F') = Supp E N Supp F.

DEMONSTRATIE. Primul pas consta in reducerea la cazul local.
Aici este simplu datorita comutarii localizarii cu tensorizarea:

(E®4 F)p~ Ep®a, Fp pentru orice P € Spec A .
Apoi se aplica urmatorul rezultat. 0

LEMA 3.36. Daca E si F' sunt module nenule de tip finit peste un
inel local noetherian (A, M, K), atunci E®4 F # 0.

DEMONSTRATIE. Pornim de la o prezentare F' ~ A" /G cu n un
numar natural i cu G un submodul al lui A". Imaginile lui G prin
proiectiile canonice ale lui A™ pe sumanzii sai directi sunt submodule
ale lui A, adica ideale. Nu se poate ca toate aceste ideale sa coincida cu
A, pentru ca atunci ar rezulta F' = 0. Obtinem prin urmare un morfism
surjectiv. /' — A/l cu [ ideal diferit de intreg inelul. Morfismul
E®4F — E/IE indus prin tensorizare cu E este Inca surjectiv. Daca
sursa sa ar fi modulul nul, atunci ar rezulta F = I E, ceea ce, conform
lemei lui Nakayama, ar conduce la concluzia £/ = 0, in contradictie cu
ipoteza. 0

3.3. Ideale prime asociate unui modul.

DEFINITIE 3.37. Fie A un inel si £ un A-modul. Un ideal prim
P din A se numeste asociat lui E daca exista v € E astfel incat P =
= Anny . Multimea idealelor prime asociate lui E se noteaza Assy E.
O denumire alternativa, usor macabra si paradoxala, este asasin al
modulului £. Daca F' este un submodul al lui E, un element din
Assq (E/F) se numeste ideal prim asociat lui F' in E sau divizor prim
al lur Fin E.
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Observam ca orice ideal prim asociat unui modul contine anulatorul
acelui modul, iar Ass E coincide cu multimea formata din P € Spec A
pentru care exista un submodul al lui E izomorf cu A/P.

LEMA 3.38. Pentru orice P € Spec A i x € A/P, x # 0, avem
Annz = P, deci Assy (A/P)={P}.

DEMONSTRATIE. Dacaz = a+P, cua € A\ P, atunci bx = 0 daca
si numai daca ab € P. Cum a nu apartine idealului prim P, aceasta
relatie este echivalenta cu b € P. U

EXEMPLU. Pentru A inelul de polinoame in variabilele X si Y
peste un corp K si I := (X? XY), avem P := (X,Y) € Assa (A/]),
Q= (X) € Ass4 (A/I) i Q C P. Intr-adevir, se verifici usor relatiile
P=(I:(X)asi@=(:(Y))a

LEMA 3.39. Pentru orice A-modul E avem
ﬁ{P : Pe ASSAE} D Radg (O) U RadA(AnnA E) .

DEMONSTRATIE. Fie P un ideal prim asociat lui F si x € E astfel
incat P = Ann z. Pentru orice a € Radg (0) exista n € N astfel incat
a"r = 0, adica " € Ann z = P. Rezulta Radg (0) C P pentru orice
P e Ass E.

Deoarece orice ideal prim este radical, relatia

Amm E=nN{Amy:ye€FEF}CAmzx
implica Rad(Ann F) C Rad(Ann x) = P. O

Problema existentei unor ideale prime asociate unui modul dat are
un raspuns clar in cazul inelelor noetheriene.

LEMA 3.40. Fie E un modul peste un inel noetherian A. Atunci E
este modulul nul daca si numai daca Assy E este multimea vida.

DEMONSTRATIE. Daca modulul £ este nenul, atunci multimea de
ideale {Ann = : = € E,x # 0} este nevidi. In conformitate cu
conditia (MAX), aceasta multime are un element maximal P. Vom
arata ca P este ideal prim.

Fie x € E, x # 0, astfel incat P = Annx sia, b€ Acub ¢ P, dar
ab € P. Relatiile abxr = 0, bx # 0 arata ca a € Ann (bx). Considerand
a un element arbitrar al idealului P, conchidem ca P este continut in
anulatorul elementului nenul bz al lui £. Datorita maximalitatii lui P
rezultd P = Ann (bx). Acum este limpede ca din cbx = 0 si bz # 0
rezulta c € P. U
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EXEMPLU. Ipoteza noetherianitatii inelului este esentiala. Sa con-
sideram, de pilda, idealul I generat in inelul A := Q[X1, Xo, ..., X,,.. ]
de patratele variabilelor gi E := A/I. Atunci Assy F = (). Intr-adevir,
se verifica usor ca singurul ideal prim ce contine I este idealul generat
de variabile. Pentru orice f € A/I se gaseste un reprezentant dintr-un
inel de polinoame intr-un numar finit de nedeterminate. Anulatorul
acestui reprezentant este continut in acelagi subinel.

Elementele continute in idealele asociate unui modul au o proprie-
tate introdusa in urmatoarea definitie.

DEFINITIE 3.41. Un element a € A se numeste divizor al lui zero
in E daca exista x € E, v # 0, astfel incat ax = 0. Un element este
requlat pe FE daca nu este divizor al lui zero pe E.

Multimea formata din toti divizorii lui zero pe un modul F este
notata Z(F).

PROPOZITIE 3.42. Daca A este inel noetherian, atunci reuniunea
primelor asociate unut modul E coincide cu multimea divizorilor lui
zero pe E.

DEMONSTRATIE. Este evident ca elementele din orice ideal prim
asociat lui £ sunt divizori ai lui zero pe E. Reciproc, fie ax = 0, unde
a € Agix € E, x # 0. Din lema precedenta stim Asss(Azx) # 0, deci
exista b € A gi P € Spec A astfel incat P = Ann (bz). Cum abz = 0,
deducem a € P. U

PRrROPOZITIE 3.43. Fie A inel noetherian. Pentru orice module E
st F'cu P C FE avem

Ass (F) C Ass(E) C Ass(F)UAss (E/F) .

DEMONSTRATIE. Incluziunea din stanga este evidenta: anulatorul
unui element x din F' nu se modifica daca vom considera x ca element
al lui E. Fie P € Ass (F)\ Ass (F) si x € E astfel ca P = Ann z.
Cum Azr ~ A/P, din lema 3.38 rezulta Ass (Az) = { P}. Conform
alegerii lui P avem AxNF = 0. Atunci imaginea lui Az prin morfismul
canonic E — E/F este un submodul al lui E/F izomorf cu A/P. In
virtutea primei incluziuni, { P} = Assa (A/P) C Assy (E/F). O

ExEMPLU. Incluziunile nu sunt totdeauna egalitati.
Fie K un corp, A := K[X,Y] gi sirul exact de A-module

0— (X)/(X*,XY) — A/(X},XY) — A/(X) — 0.
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Din lema 3.38 si faptul cd& A-modulul (X)/(X? XY) este izomorf cu
A/(X,Y) ~ K rezulta

Assa (X)/(X2XY)) = {(X,Y)} C Assa(A/(X2XY))C

c {(X.V)}U{(X)}.

In acest caz prima dintre incluziunile de la propozitia 3.43 este stricta.
Pentru a ne convinge ca este posibil ca a doua incluziune sa nu fie
egalitate, este suficient sa consideram girul exact de grupuri abeliene
0 — 92 — Z — Z/9Z — 0. In acest caz este simplu de vizut

Assy (Z) = Assy, (9Z) = {0}, Assy (Z/9Z) = {37 }.
Alte proprietati ale asasinului unui modul sunt date in urmatoarea

PROPOZITIE 3.44. a) Daca (E))en este o familie de submodule ale
lut & a caror reuniune este E, atunci

Ass (E) = U Ass (E)) .

b) Doud module izomorfe au aceleagi prime asociate.
¢) Daca (Ey)xea este o familie de submodule ale lui E, atunci

ASS @)\GAEA UASS E)\
AEA
d) Daca Ey,...,E, (n > 1) sunt submodule ale lui E a caror
intersectie este modulul nul, atunci

Ass ( U Ass (E/E;)

DEMONSTRATIE. a) Consecinta directa a definitiilor.

b) Rezulta din faptul ca anulatorul oricarui element dintr-un modul
coincide cu anulatorul elementului corespunzator din celalalt modul.

c¢) Cu ajutorul relatiei de la punctul a) ne reducem la cazul in care
A este o multime finita, cand se rationeaza prin inductie. Pasul initial
al rationamentului inductiv (A are doar doua elemente) este consecinta
a propozitiei precedente:

Ass (E;) C Ass(Ey @ Ey) C Ass(E1)UAss (Ey) , i=1,2.

Cand sunt n > 3 submodule, se rationeaza asemanator.
d) Ipoteza asigura injectivitatea compunerii aplicatiilor canonice
n n
E— [[(E/E) ~EP(E/E) .
i=1 i=1

Se aplica proprietatea de la punctul ¢) si propozitia 3.43. 0
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EXEMPLU. Incluziunea de la punctul d) nu este valabila pentru
o familie infinita de submodule: cand p parcurge numerele naturale
prime avem (), pZ = 0, Assz (Z) = {0}, In vreme ce

Assy (®,Z/pZ) = UASSZ (Z/pZ) = SpecZ\ {0} .

p

In continuare vom studia comportarea asasinului la luarea fractiilor.

PROPOZITIE 3.45. Fie E un modul peste un inel noetherian A si S
un sistem multiplicativ inchis din A. Atunci

Assg- 14 (ST'E)={S7'P: P€Ass,(E), PNS=0}.

DEMONSTRATIE. Pentru P € Assy (F) disjunct de S exista e € F,
e # 0, astfel incat P = Annge. Observam ca e/l este element nenul
in S7'F intrucat SN P = (. Cum S~'P raméane ideal prim in inelul
de fractii i S™'P = Anng-14 (e/1), avem S™'P € Assg-14 (S7'F).

Reciproc, fie P € Spec A astfel ca P sa fie disjunct de S si 1P €
€ Assg-14 (S7'E). S& presupunem S'P = Anng-14 (e/t) pentru e
in £gitinS. Fie ay,...,a, un sistem de generatori ai lui P. Din
relatiile a;/1 - e/t = 0, i = 1,2,...,n, rezulta ca exista s; € S astfel
incat a;s;e = 0. Atunci s := s189-+-5, € S i P C Anny (se). Pentru
b € Anny (se) arbitrar, din bse/t = 0 rezulta bs/1 € Anng-14 (e/t) =
= S~!P. Cum s nu apartine lui P, se deduce b € P. Avem, agadar,
P = Anny (se) C Assy (B). O

Exista o stransa legatura intre asasinul si suportul unui modul.

PROPOZITIE 3.46. Daca E este modul peste un inel noetherian A,
atunci Supp E = U{V(P) : P € Ass(E)}. In particular, Ass(E) C
C Supp E si cele doua multimi au aceleasi elemente minimale. Asadar,
Min E C Ass (E).

DEMONSTRATIE. Fie P € Ass (F) §i @ € V(P), adica @ este un
ideal prim din A gi Q 2 P. Din relatia PN(A\ Q) = 0 si din propozitia
precedenta rezulta PAg € Assy, (Eg). Lema 3.40 implica Ey este
modul nenul, ceea ce inseamna ca idealul prim () apartine suportului
lui .

Fie acum @) € Supp (£). Cum Eg este modul nenul peste inelul
noetherian Ag, din lema 3.40 se deduce Ass,, () # (). Din propozitia
precedenta rezulta existenta unui ideal prim P asociat lui F disjunct
de A\ @, ceea ce Inseamna @ € V(P). O

PROPOZITIE 3.47. Fie E un modul nenul si finit generat peste un
inel noetherian A. Atunci existda un lant de submodule

E=E,DF DFE;,D...DFE, =0
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astfel incat E;_1/E; ~ A/P; cu P; € Spec A pentru i =1,2,...,n. In
plus Ass(E) C { P, Ps,...,P,} C Supp E, iar cele trei multimi au
aceleasi elemente minimale, care coincid cu elementele minimale din

V(Annyu (F)).

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.40, E contine un submodul izo-
morf cu A/P, unde P este un ideal prim asociat lui E. Aceasta
inseamna ca multimea £ a submodulelor nenule ale lui E' care indeplinesc
concluzia propozitiei este nevida. Cum E este modul noetherian, multi-
mea L are un element F' maximal fata de incluziune.

Daca F' # E, atunci E/F contine un submodul de forma A/P, cu
P € Spec A. Preimaginea sa F’ in E prin morfismul canonic de la E
la E/F este un element din £ care contine strict F, ceea ce contrazice
maximalitatea lui F'. S-a obtinut F € L.

Prin aplicarea repetata a propozitiei 3.43 se gaseste ca Ass (F) este
continut in multimea { Py, P, ..., P, }. Pentru orice i, 1 <i < n, avem

P, € Supp, (A/P;) = Suppy (Ei—1/E;) C Suppy (E) = V(Ann, (E))

Ultima afirmatie rezulta din faptul ca Ass (E) si Supp E au aceleasi
elemente minimale. U

EXERCITII.

1. Fie A un inel si @ € A. Sa se arate ca a este nilpotent daca si
numai daca este divizor al lui zero pe orice A-modul.

2. Sa se decida daca urmatoarele proprietati sunt sau nu echivalente
pentru orice modul F de tip finit peste un inel noetherian A:

(i) E este modul de lungime finita,
(i1) Ass E'= Supp E.

3. Fie A inel noetherian, F un A-modul, F' submodul si P un
divizor prim al lui F' in E. Sa se arate ca daca P nu contine Ann(F),
atunci P este asociat lui E.

4. Fie E modul finit generat peste un inel noetherian A. Sa se
arate ca pentru orice A-modul F avem

Ass(Homy(E, F)) = Assa(F) N Suppy(E) .

5. Fie E modul finit generat peste un inel noetherian A. Daca un
ideal I consta numai din divizori ai lui zero pe F, atunci exista z € F,
x # 0, astfel ca I C Ann z.

6. Daca un ideal al unui inel noetherian contine un element regulat,
acel ideal este generat de elementele regulate pe care le contine. Este
aceasta proprietatea indeplinita in orice inel?
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3.4. Submodule primare. In restul subsectiunii A va fi un inel
noetherian.

DEFINITIE 3.48. Fie F un A-modul gi F' un submodul. Se spune
ca F este submodul primar al lui E daca Asss(E/F') consta dintr-un
singur element. Daca Assa(E/F) = { P }, se spune ca F este P-primar.

Proprietatea consemnata in lema urmaéatoare va fi frecvent invocata
in rationamente referitoare la submodule primare.

LEMA 3.49. Fie A un inel noetherian, E un modul finit generat si
F un submodul P-primar. Atunci Rada(Anny(E/F)) = P.

DEMONSTRATIE. Idealele prime asociate unui modul sunt continute
in suportul modulului. In plus, Ass,(E/F) si Suppa(E/F) au aceleagi
elemente minimale. Pentru ca F' este submodul P-primar al lui F,
avem Assy(E/F) = { P}, iar Suppa(E/F) = V(Annu(E/F)) pen-
tru ca E/F este modul de tip finit. Concluzia rezulta din faptul ca
radicalul unui ideal coincide cu intersectia primelor sale minimale. [J

Urmatorul rezultat da o caracterizare a submodulelor primare.

ProrozITIE 3.50. Fie A un inel noetherian, E un modul finit ge-
nerat si F' un submodul. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) F este submodul primar al lui E,
(13) orice divizor al lui zero pe E/F este nilpotent,
(1ii) daca a € A si x € E sunt astfel incat ax € F, rezultd ca
a € Radg(F) sau x € F.

DEMONSTRATIE. Este evidenta echivalenta conditiilor (i7) si (7).
Daca F este P-primar, atunci Z(E/F) = P i Rads(Anny(E/F)) = P,
conform lemei precedente. Astfel se obtine ca (i) implica (it).

Sa presupunem ca afirmatia (iz) este indeplinita. De aici gi din
propozitiile 3.11 si 3.42 rezulta

U{P: P ¢ Ass (E/F)} = Z(E/F) = N(E/F) =n{P: P € Ass (E/F)}.

Egalitatea termenilor extremi in acest sir de egalitati poate avea loc
doar daca Ass (E/F) consta dintr-un singur element. Conform definitiei,
aceasta Inseamna ca F' este submodul primar al lui F. U

LEMA 3.51. Intersectia uner familii finite de submodule P-primare
ale lui E este un submodul P-primar.

DEMONSTRATIE. Este suficient sa stabilim aceasta proprietate pen-
tru doua submodule P-primare, sa spunem F' gi G. Consideram sirul
exact de A-module

0— F/(FNG) — E/(FNG) — E/F — 0
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in care F/(FNG) ~ (F+ G)/G. Concluzia dorita rezulta din faptul
ca Ass (E/(F N@G)) este o submultime nevida a multimii

Ass (F/(FNG))UAss (E/F) CAss (E/G)UAss (E/F)={P} .
O

DEFINITIE 3.52. Un submodul F' C E se numeste ireductibil in E

daca satisface conditia: pentru orice submodule F;, E5 ale lui E astfel
incat F'= E1 N E,, avem F = F, sau F' = Ej.

Este evident ca F' este ireductibil in £ daca si numai daca submo-
dulul nul este ireductibil in E/F.

LEMA 3.53. Daca F' este un submodul ireductibil in E, atunci F
este submodul primar al lui E.

DEMONSTRATIE. Daca Ass (E/F) ar contine doua ideale prime
distincte Py si P, atunci E/F ar contine submodule nenule U; ~
A/Py §i Uy ~ A/P,. Observam ca U; N Uy = 0 intrucat orice element
nenul al lui U; are anulatorul P;. Cum submodulul nul al lui E/F este
ireductibil, rezulta U; = 0 sau Uy = 0, ceea ce este imposibil. Asadar,
Ass (E/F) consta dintr-un singur ideal prim. O

EXEMPLE. 1. Orice ideal prim P al unui inel noetherian este ideal
P-primar (conform lemei 3.38).

2. Daca F este un submodul al lui £ cu M := Radg(F) ideal
maximal, atunci F' este submodul M-primar al lui F. In particular,
orice putere a unui ideal maximal este ideal primar. De asemenea, daca
in A exista un singur ideal prim, atunci orice submodul propriu al unui
A-modul arbitrar este primar.

Intr-adevar, s& considersm a € Asiz € E astfel incat ax € F. Dacg
a ¢ Radg(F) = M € Max A, atunci M 4+ aA = A. Prin urmare exista
be Msice A astfel ca 1l = b+ ac. Fie n € N pentru care b"x € F.
Ridicand la puterea n relatia 1 = b + ac, se obtine 1 = b" + ad, unde
d € A. Inmultind aceasti relatie cu z, rezults = = bz + d(ax) € F.

3. Intr-un inel principal, idealele primare sunt 0 si idealele generate
de puteri de elemente prime.

Daca p este un element prim in inelul principal A si n € N*, atunci
p" A este ideal primar intrucat Rad(p"A) = pA si din ab € p"A cu
a, b € A rezulta a € pA sau b € p"A pentru ca A este inel facto-
rial. Reciproc, fie aA un ideal nenul §i a = p{' - p;* descompunerea
in factori primi distincti a generatorului sau. Daca t > 1, relatiile
(e’ - pit) € aA, pi' & Rada(adA) = pipo---piA sipy - pf* & aA
arata ca aA nu este ideal primar.
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4. Nu orice ideal primar este putere de ideal prim.
Fie K un corp, A := K[X,Y]si [ ;== (X% Y)A < A. Avem

Rada(l) = Rada(X2A+ YA) = Rads(Rada(X?A) + Rada(Y A)) =
= Rada(XA+YA)=(X,Y)A=M e Max A,

deci I este M-primar. Cum Y € I\ M? X € M \ I, exista incluziuni
stricte M2 C I C M.

5. O putere a unui ideal prim nu este neaparat ideal primar.

Fie K un corp, A := K[X,Y, Z]/(XY — Z?%) = K|z,y, 2] si idealul
P := (x,z)A. Deoarece A/P ~ KI[Y|, avem P € Spec A. Relatiile
ry=2>€ P? 2 ¢ P?siy ¢ Rada(P?) = P aratd cia P? nu este ideal
primar. S& dovedim = ¢ P2. In caz contrar am avea
Xec (XL X7, 72 XY-Z)K[X,Y, Z) = (X*, XZ XY, ZHK[X,Y, Z]
adica ar exista polinoame fi, fo, f3, fu € KI[X,Y,Z] astfel incat
X = X2f; + XY fo + f3XZ + f,Z%. Inlocuind in aceastd relatie Y
si Z cu 0, se obtine X = X?2f(X,0,0), egalitate ce nu poate avea
loc (considerati gradele polinoamelor din cei doi membri). Analog se
justifica relatia y &€ P.

In continuare studiem comportarea submodulelor primare la ope-
ratiile uzuale din algebra comutativa.

LEMA 3.54. Fie F' un submodul P-primar in modulul finit generat
E. Pentru orice ideal I din A astfel incat (F : I)g # E, submodulul
(F: 1) este P-primar in E.

DEMONSTRATIE. Fie x € E §i b € A\Radg((F : I)g) astfel ca
bx € (F : I)p. Atunci abr € F pentru orice a € I i cum Radg(F) C
C Radg((F : I)g), rezulta ax € F, adica = € (F : I)g. O

LEMA 3.55. Fie E un modul de tip finit si F' un submodul P-primar
al lui E. Atunci (F : E) 4 este ideal P-primar.

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.49, Rada((F : E)4) = P. Fiea,
b € A astfel incat ab € (F': E)4. Daca a € P, atunci abr € F pentru
orice x € F si, intrucat F este P-primar, rezulta bxr € F. Conchidem
be (F:E)a. O

PROPOZITIE 3.56. Fie g : E — E" un morfism surjectiv de
A-module. Un submodul F al lui E care contine nucleul lui g este
submodul P-primar ol lui E daca gi numai daca F" := g(F) este sub-
modul P-primar in E".

DEMONSTRATIE. Se observa ca Radg(F') = Radg/(F"). Apoi se
stabileste ca pentru orice a € A si x € FE, apartenenta ax € F' este
echivalenta cu ag(z) € F”, iar ¢ € F daca gi numai daca g(z) € F”. O
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PROPOZITIE 3.57. Fie S un sistem multiplicativ inchis in inelul A
siv: E — S7YE morfismul canonic.

a) Dacd F este submodul P-primar in E si PNS =0, atunci S™'F
este submodul ST P-primar al lui ST E, iar v1{(STIF) = F.

b) Daca F este submodul P-primar in E ¢i P NS # 0, atunci
S™F=S71E,

¢) Dacd F' este submodul primar al S™*A-modulului ST E, atunci
v L(F") este submodul primar al A-modulului E.

DEMONSTRATIE. a) Prima afirmatie rezulta din comportarea asa-
sinului la localizare. Pentru ultima parte, reamintim ca

v HSTIF) ={2 € E : existd s € S astfel incat sv € F'}

si ca P este multimea divizorilor lui zero pe E/F.

b) Fie s € SN P. Pentru orice x € F exista n € N astfel incat
s"r € F, deci s"v(z) € v(F), incat v(x) € STF.

¢) Notam F := v Y(F') siu : A — S™'A morfismul canonic.
Deoarece F' este modul primar, Radg-1g(F’) este un ideal prim in
S~1A. Din ipoteza ci elementele lui S sunt nondivizori ai lui zero
pe E/F si din propozitia 3.19 rezultd Radg-15(F') = S~ 'Radg(F) si
u'(Radg-15(F")) = Radg(F). Fie a € A\Radg(F) si z € E astfel
incat ax € F. Atunci u(a)v(z) € F' si u(a) ¢Radg-15(F"), deci v(z)
apartine lui F’. Prin urmare x € v~ *(F’) = F. O

DEFINITIE 3.58. Un submodul F al lui F are o descompunere pri-
mard daca exista submodulele primare Fi,..., F, (n > 1) ale lui F
astfel incat F = F1N...N F,. O astfel de descompunere primara este
numita redusa daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

a) Daca F; este P-primar, atunci P; # P; pentru 1 <i < j <n.
by {F; : j#i} L F,pentrui=1,...,n.
Submodulele F; ce apar intr-o descompunere primara redusa a lui F' se
numesc componentele primare ale lui F'.

Cum inelul A este presupus noetherian, din orice descompunere pri-
mara a lui F' se obtine o descompunere primara redusa astfel: inlocuind
toate submodulele primare F; care au acelasi radical prin intersectia lor
se asigura satisfacerea conditiei a) (¢f. lema 3.51), iar pentru a obtine
b) se omit modulele superflue (care contin intersectia celorlalte).

Existenta descompunerilor primare este asigurata in conditii destul
de generale:

TEOREMA 3.59. Orice submodul al unui modul E de tip finit peste
un inel noetherian A are o descompunere primara.
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DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.53, este suficient sa aratam ca
F este intersectia unei familii finite de submodule ireductibile in E. In
caz contrar, din conditia maximala pe modulul noetherian F rezulta ca
exista un submodul F', maximal cu proprietatea ca nu este intersectia
unui numér finit de submodule ireductibile. In particular, acest F' nu
este ireductibil, deci coincide cu intersectia a doua submodule Fj si F5
ale lui £ care contin strict F'. Din alegerea lui F' rezulta ca fiecare F;
este intersectia unei familii finite de submodule ireductibile. Aceeasi
proprietate o are gi |} N Fy, = F', contradictie. 0

Folosind un alt rationament, se poate arata ca rezultatul se mentine
pentru module noetheriene peste inele arbitrare.

Dupa ce am trangat chestiunea existentei unei descompuneri pri-
mare, se pune problema unicitatii sale.

TEOREMA 3.60. Fie A inel noetherian, E un A-modul si F C E un
submodul ce admite o descompunere primara redusa F'= FyN---NF,,
n > 1, cu F; submodul P;-primar in E. Atunci:

a) Ass (E/F)={P,...,P,}.

b) Daca P; (1 <i < n) este minimal in Ass (E/F), S = A\ P, si
v: E — ST'E este morfismul canonic, atunci F; = v~ (v(F)).
Asadar, componenta primara a lui F' corespunzdtoare unui prim asociat
minimal este unic determinata de E si F.

DEMONSTRATIE. a) Notam @Q; := N{F; : j # i} pentru i = 1,
...,n. Atunci F = F,NQ; i F # Q;. Din Q;/F ~ (Q;+F,)/F; C E/F,

rezulta
0 # Ass(Qi/F) C Ass(E/F;) ={ P},

ceea ce Impreuna cu Ass(Q;/F) C Ass(E/F) implica { P,..., P, } C
C Ass(E/F).

Pentru a demonstra incluziunea reciproca folosim un rationament
prin inductie dupa n. Cazul n = 1 nu necesita justificare. Fie n > 1
si presupunem ca egalitatea a) este valabila pentru toate submodulele
lui £ cu cel mult n — 1 componente primare. Cum (); are o ast-
fel de descompunere primara redusa, din ipoteza de inductie rezulta
Ass(E/Q;) ={P; : 1 <j#1i<n}. Izomorfismul existent intre £/Q;
si (E/F)/(Qi/F) implica

Ass(E/F) € Ass(E/Qi) UAss(Qi/F) = {Py,.... P, }

b) Din minimalitatea lui P; in Ass(E/F) rezulta S N P; # () pentru
j # i. Propozitia 3.57 asigura v(F) = S7'F = S7'F; = v(F}) i prin
urmare F; = v~ (v(F})) = v (v(F)). O
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Daca F; este o componenta primara a lui F' al carei radical nu este
element minimal in Ass(F/F'), se spune ca F; este componentd primara
scufundata a lui F. In general, componentele primare scufundate nu
sunt unic determinate.

EXEMPLU. In inelul de polinoame K [X,Y] peste un corp K avem
I = (X2,XY) = (X)Nn (X2Y). Cum (X) este ideal prim, iar
(X?2Y) este primar (avand radicalul M := (X,Y) ideal maximal),
s-a gasit o descompunere primara redusa. Rationand analog, se vede
cd (X2, XY) = (X)N(X?% X +Y) este o altd descompunere primara
redusd a lui I. Idealul M-primar (X% X +Y) nu coincide cu (X?%Y)
intrucat ultimul ideal nu contine X + Y.

Ca aplicatie a descompunerii primare, prezentam un rezultat cele-
bru al lui Krull, pentru a carui demonstratie avem nevoie de urmatorul
rezultat:

LEMA 3.61. Fie I un ideal al unui inel noetherian gi J := (1), ~, I".
Atunci I - J = J. -

DEMONSTRATIE. Daca I = A, nu avem nimic de demonstrat. Fie
deci I # A. Din I-J C I C Arezulta caidealul I-J are o descompunere
primara de forma

T
I1-J= ﬂ Qi, Q; ideal P;-primar .

i=1
Pentru acei indici ¢, 1 <4 < r, pentru care I C P; se considera ¢; € N
astfel incat P C @); si se deduce J C [ C P C @);. Pentru ceilalti
indici ¢ exista a; € I\ P; gi cum idealul a;J este continut in idealul
P-primar @);, rezulta J C @;. Asadar, J C (;_;Q; = I-J. Pe de
alta parte, intotdeauna produsul unor ideale este continut in intersectia
lor. O

TEOREMA 3.62. (Teorema de intersectie a lui Krull) Fie A un inel
noetherian, I un ideal si E un A-modul noetherian. Atunci(),s, I"E
coincide cu multimea elementelor din E al caror anulator contine un
element de forma 1 —a, cu a € I. In cazul in care I este continut in
radicalul Jacobson al inelului, avem (,~, ["E = 0.

DEMONSTRATIE. Este clar ca pentruz € Esia € [ cu (1 —a)r =
= 0 avem ¥ = axr = xa’ = xa™, pentru orice numar natural n > 1,
deci z € ,»; I["E. Incluziunea reciproca este consecinta rezultatului
urmator, aplicat pentru F' = zA. Din z € zANI°E C Iz pentru un
anumit s € N rezulta x = ax, unde a este un element din 1. O
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PROPOZITIE 3.63. Fie A un inel, E un modul noetherian i F' un
submodul. Pentru orice ideal I din A exista un submodul G al lui E
cu Radg(G) D1 i GNF =1F. Daca in plus A este inel noetherian,
atunci exista un numar intreg n > 1 astfel incat I"ENF C IF.

DEMONSTRATIE. Multimea £ a submodulelor lui F a caror urma
pe F coincide cu ['F este nevida (contine I'F) si inductiv ordonata cu
relatia de incluziune. Vom arata ca un element maximal G € L are
proprietatile cerute. Ramane sa verificam incluziunea I C Radg(G).
Daca aceasta relatie nu are loc, se gaseste a € I\Radg(G). Lantul
crescator de submodule ale modulului noetherian £

GC(G:Aa)p C(G: AP C ...

este stationar. Fie » un numar natural nenul la care lantul considerat
stationeaza: (G : Aa")gp = (G : Aa"™')g. Este suficient sa aratam ca
are loc egalitatea

G=(G+dE)N(G: Ad")g . (6)

intr-adevér, avem F' C (G : I)p C (G : Ad")g Intrucat [F C G, prin
urmare F'N (G +a"F) C (G: Aa")gN(G+a"E) = G. De aici rezulta
FN(G+a"E) CGNF =IF. Din IF C G seobtine [ F' C FN(G+a"E),
incat G+a"FE € L. Relatia a ¢Radg(G) arata ca G este continut strict
in G+ a"E. S-a contrazis astfel maximalitatea lui G in L.

Trecand la demonstrarea relatiei (6), notam ca G este continut
in fiecare dintre modulele din membrul drept al acestei relatii. Daca
r=y+az cuy € G, z € E, ¢gi daca x € (G : Aa")g, atunci
a'r=a"y+a*z € G,deci z € (G: Aa*")g = (G : Ad")g. Prin urmare
a"z € G giin consecinta x =y +a"z € G.

Ultima afirmatie rezulta din faptul ca pentru ideal [ finit generat
continut in Radg(G) exista un numar natural n astfel ca I"E C G si
prin urmare ["ENF CGNF =1F. U

EXERCITII.

1. Un inel noetherian este redus daca si numai daca toate compo-
nentele primare ale idealului nul sunt ideale prime.

2. Fie F = (._, F; o descompunere primara redusa a submodulului
Fallui £, S C A un sistem multiplicativ inchis si v : £ — S7'E
morfismul canonic. Daca Fi,..., Fs, s < n, sunt toate componentele
primare ale lui F' cu proprietatea Radg(F;)NS = 0, atunci v (v(F)) =
= ﬂ::l .

3. Daca F' = (._, F; este o descompunere primara redusa a sub-
modulului F' al lui E cu F; submodul P;-primar, ¢ = 1,...,n, atunci
Ass(F;/F) = Ass(E/F)\ { P, } pentru orice i, 1 <i < n.
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4. Structura inelelor artiniene

Inelele artiniene, aparute ca urmare a unui exercitiu de logica for-
mala — dualizarea relatiei de incluziune, s-au dovedit a fi in multe
circumstante un substitut pentru corpuri. Proprietatile lor intervin de-
cisiv in construirea unei teorii a dimensiunii pentru inele comutative.
In incheierea acestui capitol prezentam structura inelelor artiniene.

LEMA 4.1. Orice nondivizor al lui zero dintr-un inel artinian este
wmversabil. In particular, un inel artinian care este domeniu de inte-
gritate este de fapt corp.

DEMONSTRATIE. Pentru un astfel de element a, sirul aA D a?A D

D a*A D ... este stagionar. Daca a"A = a""'A, atunci a” = a"b
pentru un anumit b € A. Cum a este nondivizor al lui zero, se poate
simplifica cu a”™ in ultima egalitate, rezultand ab = 1. U

LEMA 4.2. Intr-un inel artinian existd doar un numdr finit de ideale
prime.

DEMONSTRATIE. Observam mai intai ca din lema precedenta si
din faptul ca o imagine omomorfa a unui inel artinian este inca inel
artinian rezulta ca orice ideal prim al unui astfel de inel este maximal.
Sa presupunem ca spectrul inelului artinian A nu este finit. Atunci
existd o multime infinita de ideale prime (P,),>1. Lantul descendent
PDP NP DPNPNP; D ...nu este stationar intrucat orice
ideal prim este maximal. Contradictia la care s-a ajuns provine din
presupunerea ca Spec A este multime infinita. O

LEMA 4.3. Radicalul Jacobson J al unui inel artinian este nilpotent,
i.e. emista t € N astfel incat J' = 0.

DEMONSTRATIE. Folosind lema 4.1, se deduce
J=nN{P:PeMax A} =n{P : PeSpec A},

adica orice element al radicalului este nilpotent. Cum nu stim ca J este
finit generat, nu putem conchide ca exponentii incepand de la care se
anuleaza puterile elementelor lui J sunt majorati de aceeasi constanta.
Din faptul ca A este inel artinian rezulta ca exista un numar natural ¢
astfel ca Jt = J**! =: I. Vom arata ca I este idealul nul.

Observam ca JI = JJ' = J* = I. Presupunand I # 0, din
JI =1 # 0 rezulta ca multimea L constituita din idealele necontinute
in anulatorul lui I este nevida. Fie L un element minimal al lui £. Din
IL # 0 rezulta ca exista a € L astfel ca al # 0. Din alegerea lui L
se deduce L = aA. Cum alJ = al # 0, rezulta aJ = aA = L. Prin
urmare a = ab, cu b € J, si atunci a = ab = ab™ pentru orice n > 1.
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Dar stim deja ca b, ca orice alt element al lui J, este nilpotent. Am
ajuns astfel la contradictia a = 0. U

PROPOZITIE 4.4. Pentru un modul de tip finit E peste un inel no-
etherian A, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) E este modul de lungime finitd,
(17) Assa(F) C Max A,
(7i1) Suppy(E) C Max A.

DEMONSTRATIE. Conform propozitiei 3.47, exista o filtrare
0O=FK,CE, ,C...CEiCEy=F (7)

ai carei factori E;_1/F; sunt module izomorfe cu imagini omomorfe
integre A/P; (i =1,2,...,n) ale inelului A, iar

Assa(E) C{ P, Py, ...,P,} CSuppy(E) . (8)

(i) = (4) Factorii F;_1/E; (1 <14 < n) sunt module de lungime
finita, deci (4(A/P;) < co. Prin urmare A/P; este inel artinian. Fiind
domeniu de integritate, el este corp, deci P, € Max A (1 <i <n). Din
relatia (8) rezulta ca toate primele asociate lui F sunt ideale maximale.

Conditia (7i) implica (i7i) pentru ca Ass E C Supp F si cele doua
multimi au aceleasi elemente minimale. Presupunand indeplinita con-
ditia (7i7), din relatia (8) rezulta ca factorii filtrarii (7) sunt A-module
simple, deci (7) este un sir de compozitie pentru E. Conditia (i) este
indeplinita conform teoremei Jordan-Hélder. U

Putem acum caracteriza inelele artiniene comutative:

TEOREMA 4.5. Pentru un inel A, urmdtoarele afirmatii sunt echi-
valente:

(i) A este inel artinian,
(17) A este inel noetherian si orice ideal prim al lui A este maximal,
(1ii) A este inel noetherian si orice ideal prim asociat lui A este
mazximal.

Daca aceste conditii sunt satisfacute, atunci A este un inel semilocal,
cu radicalul Jacobson nilpotent.

DEMONSTRATIE. (i) = (i7) Singura proprietate a carei existenta
nu a fost inca dovedita este noetherianitatea. Vom arata faptul echi-
valent ca un inel artinian are lungimea finita.

Fie I < A un ideal minimal cu proprietatea ca l4(A/I) < oo. Daca
I este nenul, atunci suportul A-modulului I este nevid, c¢f. lema 3.23.
Pentru P € Supp (I) avem Ip # 0. Aratam ca Ip/Plp este un spatiu
vectorial nenul peste corpul rezidual Ap/PAp ~ A/P (aici se foloseste
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maximalitatea idealului P). Presupunand contrariul, se gaseste Ip =
PIp = P%Ip = ... = 0, pentru ca PAp este ideal nilpotent in inelul
artinian Ap conform lemei 4.3. Contradictia obtinuta provine din pre-
supunerea ca [p/PIp = 0. Cum orice spatiu vectorial nenul este sursa
unui morfism a carui imagine este corpul peste care se lucreaza, rezulta
existenta unui morfism surjectiv de A-module Ip/PIp — A/P. Prin
compunere cu morfismele canonice I — Ip — Ip/PIp se obtine un
morfism surjectiv de A-module v : I — A/P. Nucleul J := ker v este
un ideal al inelului A continut strict in I si care are proprietatea ca
A/J este A-modul de lungime finita, conform propozitiei 2.7 aplicate
seriei normale 0 C I/J ~ A/P C A/J. S-a ajuns la o contradictie cu
alegerea lui I.

Clar (4i7) este consecinta a conditiei (i¢), iar implicatia (iii) = (7)
decurge din propozitia 4.4. O

Se poate arata ca orice inel necomutativ artinian la stanga este
noetherian la sanga.

LEMA 4.6. Fie A un inel artinian cu Max A = { My,..., M, },
J=MnN...NM, siJ*=0(keN). Atunci 0 = MFN...N MF este
unica descompunere primara redusa a idealului nul din A.

DEMONSTRATIE. Evident [[*_, M¥ C J* = 0. Deoarece M; si M,
sunt comaximale pentru 1 < i < j < n, rezultd ci si MF + ]\/[]’C = A
Conform lemei chineze a resturilor avem 0 = M¥ N ... N M*, relatie ce
este o descompunere primara a idealului nul pentru cd Rad(M*) = M
pentru orice M € Max A si un modul este primar daca radicalul sau
este ideal maximal. Observam ca aceasta descompunere primara este
redusa intrucét o relatie M} 2 (., M} implica

[[M; c\Mf=0C M,

J#i J#i
deci M; € M, pentru un indice j # 7. Unicitatea rezulta din teo-
rema 3.60 si din faptul ca My, ..., M, este ideal prim minimal in A
conform teoremei 4.5. O

TEOREMA 4.7. Orice inel artinian este izomorf cu produsul direct
al localizatelor sale in idealele maximale.

DEMONSTRATIE. Fie J radicalul Jacobson al inelului artinian A si
M, ..., M, idealele maximale, iar k € N astfel incat J* = 0. Conform
rezultatului precedent gi lemei chineze a resturilor, exista un izomorfism
canonic A ~ [, A/M}. Vom ardta ca pentru M € Max A, morfismul
de localizare u : A — Ay este surjectiv si are nucleul M*.
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Fie p : A — A/MF* surjectia canonicd. Deoarece A/M?" este inel
local de ideal maximal M/M?¥, se obtine ca p(a) este inversabil pentru
orice a € A\ M. Din proprietatea de universalitate a inelelor de fractii
rezultd ci existd un morfism de inele f : Ay, — A/M* astfel incat
p = fu. Evident f este surjectiv. Ramane sa aratam injectivitatea
lui f. Daca a/s € ker f, atunci u(a) = a/1 € ker f, incat p(a) =
= f(u(a)) = 0. Prin urmare a € M* si

=1 =1
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