FMI, Info, Anul 1
Semestrul I, 2015
Logica matematica si
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Examen partial

(P1) [3 puncte] Sa se demonstreze ca urmatoarele multimi sunt numarabile:

()
(i)

(i)

multimea formulelor ce nu contin variabilele vy, . . ., v100.

multimea functiilor f : N — N ce au proprietatea ca exista m € N astfel incat pentru
orice n > m, f(n) = f(m).

multimea tuturor clauzelor.

Demonstratie:

(i)

(iii)

Notam multimea din enunt cu A. Avem ca V' = {v, | n > 101} este numarabila, via
bijectia f : N — V', f(n) = vp4101. Stim ca Form este numarabila si fie g : Form — N
o bijectie. De asemenea, avem V' C A C Form, incluziuni carora le corespund functiile
injective i1 : V' — Agiig: A — Form. Atunciijo f: N — Agigois: A— N sunt
injectii, deci, aplicand Teorema Cantor-Bernstein, A este numarabila.

Notam multimea din enunt cu C. Pentru orice m,p € N, notam B,y == {f : N —
N | pentru orice n > m, f(n) = p}. Aceste multimi sunt numarabile, deoarece putem

gasi bijectiile Yimp) 1 Bunp) = N™, ¥mmp (f) = (f(0),..., f(m — 1)). Mai departe,

scriem:
C= U B
(m,p)eN2

deci si C' este numarabila.

Notam multimea din enunt cu E. Pentru orice m € N, notam D,, := {C clauza |
Var(C) CA{vy,...,vm}}. Cum D,,, € P({vo, ..., Vm, 0, ..oy 70 }), Dy este finita (pen-
tru orice m). Notam F := {{v,} | n € N}, multime care este numarabila, deci,
aplicand (S3.4).(i), avem ca pentru orice m, D,, U F' este numarabila. Mai departe,
scriem:
E=|J(DnUF)
meN
deci si E este numarabila.



(P2) [1 punct] Fie n € N. Sa se dea o definitie recursiva a functiei z, : Form — N care
asociaza oricarei formule ¢ numarul de aparitii ale variabilei v, in ¢.

Demonstratie: Se observa ca z, : Form — N satisface urmatoarele conditii:

{1, daca v = v,

0, altminteri,

(RO) Zn (V) =

(R1)  z((~) = 2z(p),
(R2) za((p = ¥)) = za(p) + 2a(¥).

Aplicam Principiul recursiei pe formule pentru A = N si pentru

1, dacawv= n»
Go:V =N, Gooy=4{ " =70
0, altminteri,
G- :N—=N, G.(n) =n,
G :NxN-=N, G_(n,m)=n+m.

pentru a concluziona ca z, este unica functie care satisface (R0), (R1) si (R2).

(P3) [1,5 puncte] Sa se demonstreze:
(i) —e ~ = —yp;
(i) @V~ (o =) = ¢
(i) F (e = ¥) V(e = ).
Demonstratie:

(i) Fie e o evaluare oarecare. Avem ca e F —p ddacd e™(—¢) = 1 ddaca e () = 0 ddaca
et (p) < et(—p) ddacd et (p — —p) =1 ddacd e E p — —p.

(ii) Fie e o evaluare oarecare. Presupunem Intai ca e £ ¢ V 9. Atunci et (¢ V ¢) = 1, deci
et (p) =1sau et (y) = 1. In primul caz,

f((p—=v) =) =(e"(p) e @) e () =12 e"(¥) > () =" (¥) 2 e (¥) = 1.
In al doilea caz,
e((p—=v) =) =(e"(p) 2 e (V) 2 e () =(c"(p) 1) 2> 1=1

Invers, acum, presupunem ci e*((¢ — ¢) — ) = 1. Atunci, fie e*(p — ¥) = 0, deci
et (p) =1, fie e (1) = 1. In fiece caz, et (o V) = 1.



(i) Avem ca ori et (¢p) =1, ori e™(¢) =0, i.e. eT(—¢p) = 1. Adica ori et (¢ — ¢) = 1, ori
e (¢ = =) = 1. Deci e¥((p = ) V(¢ = =) =

(P4) [1,5 puncte] Fie ¢, ¢ € Form. Sa se arate:
e AY) = (DA g).

Demonstratie: Avem:

(1) {Y——-p, 0} Ftp——p Propozitia 1.37.(ii)
(2) {Y— 9,0} Fo Propozitia 1.37.(ii)
3) {v—=-e0} FW—p) = (0o = ) (S7.3)

4) Y= -p0} Fomp oy (MP): (1), (3)

(5) {Y—=-pp} Fo—=—p (57.2).(iv)

6) {Y——p, 0} Fo— Propozitia 1.48 pentru (4), (5)
(1) {v—=-e,0p F (MP): (2), (6)

(8) {v =~} Fo—-0 Teorema deductiei
(9) F (Y — =) = (¢ — ) Teorema deductiei
(10) F (e = =) = 2( = —p)  (MP): (9), (S7.3)
(11) F(eAY)— (YA p). Definitia lui “A”.

(P5) [1 punct] Sa se aduca urmatoarea formuld la FND prin transformari sintactice:
(U5 A U6) — _|(((U6 VAN U7) V _|U5> A (U4 V U5)).

Demonstratie: Avem:

(vs Avg) = =(((vg Avr) V —ws) A (Vg V 05))
~=(vs Avg) V =(((vg Avr) V —ws) A (vg V g))
N_\(Ug, N Uﬁ) ((’UG V _|U5> (’U7 V _|U5) A (U4 V U5))

A

~=w5 V =g V (v V —ws) V = (v7 V —ws) V —(vg V vs)
~=w5 V =g V (mwg A ws) V (—or A ==ws) V(—og A —ws)

~ Vs V Vg vV (_‘U6 VAN U5) V (_|U7 A U5) V (_|’U4 VAN _|U5) (FND)

(P6) [1 punct] Fie G : {0,1}® — {0,1} definita, pentru orice z,y, 2 € {0, 1}, prin:

1, dacaz <y <
G(x,y,z>:={’ o e

0, altminteri.



Sa se gaseasca o formula ¢ in FND gi una ¢ in FNC cu F, = Fy, = G.

Demonstratie: Alcatuim tabelul de valori al lui G.

Eo &1 &2 G(60,€1,82)
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 O 1

Obtinem, asadar, uitandu-ne pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui G si aplicand rationamentul
din demonstratiile Teoremelor 1.72 si 1.74, ca un exemplu de @ este:

(’UQ A v1 N\ UQ) vV (_\’Ug N U1 A Ug) V (_\’UQ A -1 A UQ) V (_\Uo A U1 VAN _\’U2>,

iar uitandu-ne pe liniile cu 0 de pe coloana valorilor lui G gi aplicand rationamentul din
demonstratiile Teoremelor 1.73 si 1.74, obtinem ca un exemplu de ¢ este:

(_'U() V v V Ug) VAN (_"Uo VoV ﬁvz) A (_‘U() VoV 1)2) A (UO V = V ’Ug).

(P7) [2 puncte]
(i) Gasiti I' € Form astfel incat Mod(I") are 6 elemente.

(ii) Fie n € N*. Sa se gaseasca I' C Form astfel incat Mod(I") are n elemente.

Demonstratie: Demonstram punctul (ii), i.e. pentru n nenul general.
lau T :={vy = vp41 |0 <k <n—-3}U{vg | k >n—1}.
Definesc f: {1,...,n} — Mod(T"), pentru orice i € {1,...,n}, prin:

£(0)(wy) = {é ducn g 2 1=

, altminteri.
Aratam ca f este bine definita, i.e. ca pentru orice i, f(i) F I'. Fie intai k intre 0 gi n — 3.
Avem ca f(i)T (v, — vka1) = 1 ddaca f(i)(vr) < f(i)(vgs1), ceea ce este adevarat pentru ca
f(i)-urile au fost definite “crescator”. Acum, fie k > n—1>1i—1, deci f(i)(vx) = 1, ceca
ce ne trebuia.
Functia f este clar injectiva, din faptul ca pentru i < j, am 1 = f(i)(v;—1) > f(j)(vi—1) = 0.



Vrem sa aratam ca f este surjectiva. Fie e F I'. Atunci e(vy) < e(vg41), pentru orice k intre
0sin—3,sie(v) =1, pentru k > n — 1. Asadar, e este “crescatoare”, porneste de la 0 si
atinge sigur valoarea 1, deci exista un rang = de unde ia valoarea 1. Ramane ca e = f(z+1).
Gasind aceasta bijectie f, avem ca Mod(I") are n elemente.

(P8) [2 puncte] Fie I' o multime de formule. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) T este nesatisfiabila.

(ii) ' F ¢ pentru orice formula .

(iii) T' E ¢ pentru orice formula nesatisfiabila .
)

(iv) TE L.

Demonstratie: (i)=(ii) Fie ¢ € Form. Deoarece I este nesatisfiabila, avem ca Mod(I') =
(). Atunci Mod(T") C Mod(p), adica T E .

(ii)=>(iii) Evident.

(ili)=-(iv) Deoarece L este nesatisfiabila.

(iv)=(i) Presupunem ca I' are un model e : V' — {0,1}. Atunci e este model al lui L,
contradictie.

(P9) [2 puncte] Fie e : V' — {0,1} o evaluare si I' :== {¢ € Form | e F ¢ }.
(i) Demonstrati ca:
(a) T este consistenta.

(b) Pentru orice formula ¢, avem ¢ € I sau = € T

(c) Pentru orice formula ¢, daca I' F ¢, atunci ¢ € T

(ii) Gasiti toate modelele lui T'.

Demonstratie:

(i) (a) Deoarece e este model al lui I, rezulta ca I este satisfiabila, deci consistenta.
(b) Fie ¢ o formula. Avem doua cazuri:
(1) et(¢) =1, adica e E . Prin urmare, p € T.
(2) eT(¢) =0. Atunci et (—p) =1, aga ca e F =p. Prin urmare, ~p € I.



(c) Presupunem ca I' F ¢. Deoarece e = T, rezulta ca e F ¢, deci p € T'.

(ii) Demonstram ca e este unicul model al lui I". Fie ¢*: V' — {0, 1} un model arbitrar al
lui I'. Fie v € V. Avem doua cazuri:

(a) e(v) =1, adica v € I'. Rezulta ca e*(v) = 1.
(b) e(v) =0, deci v ¢ I'. Atunci, —v € I'. Rezulta ca e*(—wv) = 1, deci e*(v) = 0.

Asgadar, e = e*.



