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Exercitii suplimentare

1 Saptamana 1

(S1) Fie A, B,C multimi. Demonstrati ca

Ax (BUC) = (AxB)U(Ax()
Ax(BNC) = (AxB)Nn(AxC).

Demonstratie:  In primul rand, iau z € A x (BUC) <= existaa€ Agsiye BUC

cux = (a,y) < existaa € Agsiy€ Bsauy € C cuz = (a,y) < existaa € A i

yeEBcux=(a,y)sauexistiac AgsiyeCcuzr=(a,y) < r€AxBsauxec AxC

< zre(AxB)UAx(O).

Apoi,jauz € Ax (BNC) <= existaa € Asiye BNCcuz = (a,y) < existaa € A

si y element si al lui B, si al lui C cuz = (a,y) <= existaa € Agiy € B cuz = (a,y)

siexistaa € Agiy € Ccuz = (a,y) <= € AxBgiz € AxC <= z € (AXB)N(AxC).
]

(S2) Fie (A;)ier o familie de submultimi ale unei multimi X i fie B,C C X. Se stie:
(i) pentru oricei € I, ;N B =A,NC;
(i) Upe, A: = X.

Aratati ca B = C.

Demonstratie: Fiex € B. Cum B C X, am z € X = |J,.; A;. Deci exista un i € I

i€l
astfel incat = € A;, de unde obtinem x € A; N B = A; N C, ca urmare x € C. Am aratat
B C C. Analog se arata C' C B, de unde rezulta B = C. O
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(S3) Sa se arate asociativitatea compunerii relatiilor.
Demonstratie: Fie RCAXB, QC BxC,SCC xD trei relatii. Vrem (RoQ)o S =

Ro(QoS). Fie (a,d) € (RoQ) o S. Atunci exista ¢ € C cu (a,¢) € Ro @ si (¢,d) € S.
Din faptul ca (a,c) € Ro @ avem ca exista b € B cu (a,b) € R si (b,c) € Q. Din faptul ca
(b,c) € Qsi(¢,d) € S, avem (b,d) € Qo S. Cum (a,b) € R, (a,d) € Ro (QoS). Analog se

arata incluziunea inversa. O

(S4) Fie X, Y doud multimi si f : X — Y o functie. Fie (4;);e; o familie de submultimi
ale lui X §i (B;)ses o familie de submultimi ale lui Y. Aratati:

(1) f(Uier i) = Ui, F(A2);

(1) f(MNier Ai) € Nier f(Ai) (iar daca f este injectiva, avem “=" in loc de “C”);
(i I(UzeJ i) =Uies fH(By);

) f
) f
) fo
) S (Mies Bi) = Niey [7H(BY).-

(iv

Demonstratie:

(i) Fiea € Y. Avem:

a€ f(Ue Ai) & existade U, Aial f(d)=a
& existad € X, existai € [ al de A;, f(d)=a
< existai € I, exista d € A; al. f(d)=a
& existai € [ ad. a€ f(A)
& a € Ui f(4)

(ii) Fiea € Y. Avem:

a€ f(Nesdi) = existade U, Aiad f(d)=a
= exista d € X a.d. pentruoricei € I,d € A; si f(d) =a
= pentru orice i € I, existad € X al. d€ A; 51 f(d) =a
= pentru orice i € I, exista d € A; ad. f(d) =a
= pentru orice i € [,a € f(A;)

=ac ﬂ,g f(Az)
Am demonstrat ca f((;,c; Ai) € (Nies J(As).
Presupunem acum ca f este injectiva.

Fie a € (,c; f(A;). Atunci, pentru orice i € I, a € f(A;), deci pentru orice i € [
exista un d; € A; cu f(d;) = a. Aratam ca toate aceste d;-uri sunt egale. lau i,j € I
si stiu ca f(d;) = a = f(d;). Dar f este injectiva, deci d; = d;. Putem nota cu d,
asadar, valoarea comuna a tuturor d;-urilor. Deci exista acest d, ce, din cele anterioare,
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pentru orice i € I, am d = d; € A; si f(d) = f(d;) = a. Asadar, d € (),.; A
sia = f(d) € f((e; 4i)- Am demonstrat ca (V. f(4i) € f((ier Ai) sl deci ca
F(Mier Ai) = Mier f(A).

(iii) Fie a € X. Avem:
a€ "YUy Bi) & fla) € Uie, Bi
& existai € J, f(a) € B;
& existdi € Ja € fY(B;)
= ac UiGJ f_l(Bz)

(iv) Fie a € X. Avem:
a € fTHNies Bi) < fla) € Niey Bi
< pentru orice i € J, f(a) € B;
& pentru orice i € J,a € f1(B;)
©a €Ny f7H(B)

O
(S5) Fie functia g : R — R definitd pentru orice z € R prin g(x) = z%. Determinati:
(i) imaginea directd a intervalului (0,2) prin functia logs;
(ii) imaginea directa a intervalului (—1, 3] prin functia g;
(iii) imaginea inversa a intervalului (—1, 3] prin functia log,;
(iv) imaginea inversa a intervalului (—1, 3] prin functia g.
Demonstratie:
(i) 1ogy((0,2)) = (=00, 1)
(i) g((—1,3]) =[0,9]
(iii) logy ((=1,3]) = (3.8]
(iv) g7 ((=1,3]) = [-V3,V3]
O



2 Saptaméana 2

(S6) Sa se demonstreze ca functia de numaéarare diagonala a lui Cantor

(i+ﬂ')(z’+j+1)JFZ

FiNxNoN, f@4,))= 5

este bijectiva.
Demonstratie: Consideram functia ajutatoare ¢ : N — N, definita, pentru orice n € N,
prin:
n(n+ 1)
pln) =

Prin calcul direct, obtinem, pentru orice n, ca ¢(n + 1) — ¢(n) = n + 1, deci ¢ e strict
crescatoare.
Cum 1n plus ¢(0) = 0, avem ca pentru orice m € N exista un unic n,, € N cu

o(nm) <m < eng +1) = o(ny) + np + 1.
Din prima inegalitate, obtinem m — ¢(n,,) > 0. Din ultima inegalitate, obtinem
N + (M) —m > —1,

deci ny, + @(nm) —m > 0.
Ca sa aratam ca f este surjectiva, luam un m € N arbitrar. Notam:

im =m—@(n,) €N
Jm =N + () —m €N

Deci by 4 Jm = Mom $1 f(im, Jm) = ©(m) + im = @) + m — @(ny,) = m.
Ca sa aratam ca f este injectiva, fie (¢,7), (¢, j") cum := f(i,7) = f(, j).
sing =14+ 7. Avem ca:

Notam ny := i+

p(n) < @(n) +i=m=p(n1) +i < p(ny) +n1 <p(ni) +n+1
si ca:
p(n) < @(n2) +i" =m=p(ng) +1 < p(ng) +n2 < p(nz) +nz +1
Din proprietatea de unicitate de mai sus, obtinem n,, = ny = no, deci p(ny) = p(ng), de
unde scoatem:
i=m—p(m)=m-—ph) =17
si:
. . ./ ./
J=N1 —1=MNg—1 =7 .



3 Saptamana 3

(S7) Aratati ca R si P(N) sunt echipotente.
Demonstratie:  Vom folosi teorema Cantor-Bernstein. In cele ce urmeaza vom nota cu

X4 functia caracteristica a multimii de numere naturale A, adica x4 : N — {0, 1}, data de:

(n) 1 dacanc A
n _—
xa 0 dacan ¢ A.

Construim urmatoarea injectie ¢ : P(N) — R:

n .
. 2xal
®(A) = lim E J
n—00 3
i=0
Trebuie mai intai sa aratam ca functia ¢ e bine definita, deci ca limita considerata mai sus
exista. Suma are doar termeni pozitivi, de unde reiese ca girul este crescator. Mai mult,

pentru orice n din N, avem:

" 2xa(i) - 2 "1 1— (3"
=0 =0 =0

3

= 3.

win| =

Asadar, sirul este marginit. Fiind gi monoton, obtinem din teorema Weierstrass ca este
convergent, deci ¢ este bine definita.

Aratam acum injectivitatea. Presupunem ca A # B gi urmarim sa demonstram ca ¢(A) #
¢(B). Deoarece A si B sunt diferite, exista j = min{i € N | x4(¢) # xp5(i)}. Presupunem
fara a restrange generalitatea ca x4(j) = 0 si xp(j) = 1. Facem urméatoarea notatie:

—_

J— Jj—1

o 2XAz‘<i) -y QXi(i)'
i=0 3 i=0 3
Pentru orice n > j 4+ 1 avem:
n . —1 . n .
2xa(t) d 2xa(i) 20 2xa(7)
D D D A S
1=0 =0 i=j+1
—~ 2xa(i)
< 0 .
<a+0+ Z 3i
i=j+1
9 n—j—1 1 9 1— (%)Tl—j—l
I 1
<a-+ F . g =a -+ 5,



de unde

o 2xali ) 1 1
= < — ] = —
o(A) nhm EO T nhm <a+ 3j> a+ 7

Pentru orice n > j 4 1:

~—

n . i—1 . n .
28(i) o 2xs(i) | 2-1 2x5(1) 2
Z 3i _Z 5 T T2 T =0ty
=0 1=0 i=j+1

Asadar,

e 2xs) 2, _ 2 1
o0B) = Jim 3 S5 2 fm et g) =t gy > at g 2 old)

Deci, ¢(A) < ¢(B), de unde ¢(A) # ¢(B).

Construim acum o injectie ¢ : R — P(N). Stim din exercitiul anterior ca exista j : N — Q
bijectie. Definim pentru orice r real ¥(r) := {r € N | j(n) < r}. Vrem sa aratam ca ¢ e
injectiva.

Fie r1 i ro doua numere reale diferite si presupunem ca r; < 5. Din densitatea numerelor
rationale, stim ca exista g € Q astfel incat r; < ¢ < ry. Functia j este bijectiva, deci exista
m un numar natural astfel incat j(m) = ¢q. Deci j(m) < 7o 51 j(m) £ 1, de unde m € ¥(ry)

si m & (ry), demonstrand astfel ca 1 (ry) # ¥ (rg). O
Definitia 1. Fie A o mulfime finita si R o relatie binara pe A. Un drum in R este un sir
(a1,...,a,) (unde n > 1) a.i. a;Ra;q pentru orice it € {1,...,n — 1}; spunem cd drumul
este de la a; la a,,. Lungimea unui drum (ay,...,a,) este n. Drumul (ay,...,a,) este un

ciclu daca toti a; sunt distincti si de asemenea a,Ra;.

(S8) Fie A o multime finita si R o relatie binara pe A.

(i) Daca existd un drum in R de lungime mai mare strict ca |A|, atunci aratati ca exista
un ciclu in R.

(ii) Fie a,b € A. Daca exista un drum in R de la a la b, atunci aratati ca exista un drum
de la a la b de lungime cel mult |A|.

Demonstratie:
(i) Presupunem ca (aq, as, ..., a,) este un drum in R gi n > |A|. Atunci, din principiul lui
Dirichlet, exista ¢ gi j cu 1 <14 < j < n astfel incat a; = a;. Dar atunci (a;,...,a;_1)

este ciclul cautat.



(ii) Presupunem ca (ay,as,...,a,) este cel mai scurt drum de la a la b, unde a; = a si
a, = b. Presupunem ca n > |A|. Atunci, din principiul lui Dirichlet, exista i i j
cul < i < j < n astfel incat a; = a;. Dar daca asta se Intampld, inseamna ca
(a1, a9, ...a;, 041, ...,a,) este alt drum de lungime mai mica, contrazicand minimali-
tatea drumului (aq, as, ..., a,). Asadar, n < |A|.

]

4 Saptamana 6
Notatie Pentru orice multime I de formule si orice formula ¢, notam

I'Epn e <= emista o submultime finita A a lui I" a.i. AF .

(S9) Demonstrati ca I' Fyy, ¢ ddaca I'U {—p} nu este finit satisfiabila.
Demonstratie: Avem ca

I'Ztin ¢ <= pentru orice submultime finita A a lui I', A7 ¢

<= pentru orice submultime finita A a lui I', exista o evaluare ex : V' — {0, 1}
al ea FAsiel(p)=0

<= pentru orice submultime finita A a lui I, exista o evaluare e5 : V' — {0, 1}
al ea FAgiel(—p)=1

<= pentru orice submultime finita A a lui T, exista o evaluare ex : V' — {0, 1}
al ea FAsgiea F—p

<= pentru orice submultime finita A a lui I', AU {—¢} este satisfiabila.

Notam

(*)  Pentru orice submultime finita A a lui I';, A U {—p} este satisfiabila.
(**) T U{—p} este finit satisfiabila.

Demonstram in continuare ca (*)<=(**).

(*)=(**) Fie A o submultime finita a lui I' U {—¢}. Avem doua cazuri:

(i) —¢ ¢ A. Atunci A C T, deci, din (*), AU {~¢} este satisfiabild. In particular, A este
satisfiabila.

(ii) ~p € A. Atunci A = O U {—p}, unde © este o submultime finita a lui I'. Atunci,
conform (*), A este satisfiabila.

(**)=(*) Fie A o submultime finita a lui I". Atunci AU{—¢} C I'U{—¢p}, deci e satisfiabila.
[
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