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(S9.1) Sa se arate ca pentru orice formule ¢, 9, y avem:

(i
(i) {p AP}y

{o NP} E o

)
)

(i) {o, ¢} F oA,
)

(iv) {@, ¥} F x ddaca {p AY} F x.

Demonstratie:

Demonstram (i):

Reamintim ca ¢ A ¢ = (@ — ).

(=l = ) = =)

(1) {~lp—= =)} F=(p— =)

2) {~(p—==)} F=p—=(p— )

3) {~le—==v)} F(p—=(p—= ) —
4) {~(p—=>=)} F=(p— )= e
5) {~(pg—=-)} F-mp

6) {~(¢—=)} F-p—op

(1) {~(p—=—)} Fo

Demonstram (ii):

) A{=(p— ), "} == (o— )
{=(p = ), w} F—
(o= ), b} Fo—
w%ﬂwgﬁw} F=(p —

)

)

o= ), =Y} F(p—= )= =(p—p)
(o= =), b} (e = p)
{=(p =)} Fo

P N U P Ay

{=(

{=( @ )

?Es@%ﬂwﬁw} =l = =) = ((p = =) = =(p = 9))
{=(
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Propozitia 1.37.(ii)

(S7.2).(ii) si Propozitia 1.39.(ii)
(S7.3) si Propozitia 1.39.(ii)
(MP): (2), (3)

(MP): (1), (4)

(S7.2).(iii) si Propozitia 1.39.(ii)
(MP): (5), (6).

(A1) si Propozitia 1.37.(i)
Propozitia 1.37.(ii)

(MP): (1), (2)

Propozitia 1.37.(ii)

(S7.2).(ii) si Propozitia 1.39.(ii)
(MP): (4), (5)

(MP): (3), (6)

(7) st (S7.1).



Demonstram (iii):

(1) {907 7_'_'(90 — ﬁﬁb)} + ¥

(2) {907 wa _'_'(90 — _'77Z))} + (0

3) Aeh, (e = )} Fom(e = )

(4) Ap ¥, (e = )} ol = =) = (¢ = )

(5) {907 Y, _'_'((10 - _'w>} = P — -

(6) {907 7_'_'(90 — ﬁﬁb)} + Wﬁ

(7) {907 7_'_'(90 — _'77Z))} + Wﬁ — <¢ — —\(gp - QO))

®) {e ¥, (=)} F—= (e — o)

9)  Aeh, (e = =)} F (e — o)

(10) {v. 0} F=le—=—9)
Demonstram (iv), implicatia “="":

1) A{ev} Fx Ipoteza

(2) {¢} FYv—x Teorema deductiei

(3) Feo— (1 — x) Teorema deductiei

4) {pA?Y} Feo—(—x) (3)si Propozitia 1.39.(ii)

(5) {eAv} ko (59.1).(i)

6) {eng} Fo—=x (MP): (4), (5)

(7) {env} Fo (59.1).(ii)

&) {env} Fx (MP): (6), (7).
Demonstram (iv), implicatia “<":

(1) {env} Fx Ipoteza

(2) F (e A1) — x Teorema deductiei

3)  A{e, v} F(pAY)— x (2)si Propozitia 1.39.(ii)

4)  A{pv} Flend) (59.1).(iii)

5)  A{ev} Fx (MP): (3), (4).

(S9.2) Sa se demonstreze Propozitia 1.59 din curs.
Demonstratie:

Propozitia 1.37.(ii)
Propozitia 1.37.(ii)
Propozitia 1.37.(ii)
(S7.2).(iii) si Propozitia 1.39.(ii)

i) si Propozitia 1.39.(ii)

(i) Observam mai intai ca ultima echivalenta (intre a doua si a treia afirmatie) este o
instanta a Teoremei deductiei. E suficient, deci, sa aratam faptul ca prima afirmatie
este echivalenta cu a treia. Demonstram prin inductie dupa n > 1.

Pentru n = 1, enuntul este tautologic.

Fie n > 1. Presupunem adevarata concluzia pentru n si o demonstram pentru n + 1.



Avem:

C={o1,@mpniit Fv e {o, . ont b oy — ¥ (din Teorema deductiei)
S {1 A ApptE o — 1 (din ipoteza de inductie)

S{pI AN Apn, P} F Y (din Teorema deductiei)

)

S{pI A Apn Apnar} B (din (S9.1).(iv)
(ii)) Avem ca:

I'={p1,...,on} este consistentd < {p1,..., 0} F L (din Propozitia 1.57)
S{pi AN Ap L (din punctul (i))
< {1 A ... App} este consistentda. (din Propozitia 1.57)

]

(S9.3) Sa se demonstreze Teorema de completitudine tare - versiunea 2, dar fara se folosi,
precum in curs, Teorema de completitudine tare - versiunea 1.
Demonstratie: Fie ¢ € Form, I' C Form. Avem ca:

'k p < exista ¢1,...,0n € T cu {1, ..., on} F o (din Propozitia 1.44)
& exista @1, .., on €N cu F(pr Ao Apy) = @ (din Propozitia 1.59.(i))
& exista @1, ..., n €N cu E(pr Ao Ap,) = @ (din Teorema de completitudine (slaba))
& exista @, ..., 0n € cu {1, ..., on} F o (din Propozitia 1.31.(ii))
ST Ee. (din Teorema de compacitate - versiunea 3)

[]

(S9.4) Sa se arate ca Teorema de completitudine tare - versiunea 2 implica imediat Teorema
de completitudine tare - versiunea 1.
Demonstratie: Vrem sa aratam ca o multime de formule este consistenta daca si numai

daca este satisfiabila. Fie I' C Form. Avem ca:

" este consistenta < T' I/ L (din Propozitia 1.57)
sSTEFEL (din Teorema de completitudine tare - versiunea 2)
& I este satisfiabila. (din Propozitia 1.29)

O



(S9.5) Fie a,b,c € {0,1}. Sa se arate ca:
(i) daca b < ¢, atuncia = b < a — ¢

(ii) daca a < b, atunci b = c < a— c.

Demonstratie:

(i) Daca a = 1, atunci:
a—>b=12b=>b<c=1—=c=a—c
Daca a = 0, atunci:

a—=b=02b=1<1=0—=c=a—c

(ii) Daca ¢ = 0, atunci:
b=2c=b0=20="b<-a=a—=0=a—c
Daca ¢ = 1, atunci:

b—oc=b—=1=1<1l=a—>1=a—c.

(S9.6) Consideram functiile:
Var® : Form — 2¥

Var~ : Form — 2

definite recursiv prin urmatoarele relatii (unde v € V', ¥, x € Form arbitrare):

Vart(v) := {v}

Var=(v) :=10
Vart (=) == Var (¥)
Var~ (ﬁ@/)) Var™(y)
Var® (¢ — x) == Var~ () UVar™(x)
Var™ (¢ — x) == Var® () UVar™(x)



(i) Definiti riguros, cu ajutorul Principiului recursiei pe formule (Propozitia 1.4), functiile
Vart si Var~. Indiciu: incercati mai intai sa definiti functia “compusa”

Vary : Form — 2V x 2‘/7

ce verifica, pentru orice ¢ € Form, conditia:
Vary(p) = (Var™(p), Var(¢)).

(ii) Fie ¢ € Form gi e1,e9: V — {0,1}. Presupunem ca pentru orice v € Var™(p) avem
ca e;(v) < eg(v), iar pentru orice v € Var~(p) avem ca es(v) < e;(v). Sa se arate ca:

e (p) < e (p).

Demonstratie:

(i) Consideram functiile Gy : V. — 2V x 2V G : 2V x 2V — 2V x 2V G, : (2V x 2) x
(2 x 2V) — 2V x 2V definite, pentru orice v € V si A, B,C, D C V, prin:
Go(v) == ({v}, 0)
G_(A, B) == (B, A)
G_((A,B),(C,D)):=(BUC,AUD)
Atunci Vary; va fi functia asociata via Propozitia 1.4 lui Gy, G- si G_,.

Mai departe, consideram funtiile 7, m : 2V x2V — 2V, definite, pentru orice A, B C V,

prin:
m(A,B) = A
7T2(A, B) =B
Atunci putem defini Var™ := m o Vary; si Var™ := my 0 Vary;.

(ii) Demonstram enuntul prin inductie structurala dupa .

(a) Daca ¢ este o variabila v, avem Var™(p) = {v} si deci v € Var*(p). Din ipoteza,
avem ci e1(v) < ey(v), deci ef () < e (p).

(b) Daca ¢ are forma =), cutp € Form, stim c& Vart (p) = Var~(¢) sica Var~(¢) =
Vart(yp). Fiev € Vart () = Var~(p) si deci, din ipoteza ey(v) < e(v). Analog,
dacav € Var=(v), e;(v) < ey(v). Aplicand ipoteza de inductie pentru ¢, obtinem
ca ef (¥) < ef (), deci mef (v) < =eg (1). Avem, asadar, ca e () < es ().

5



(c) Daca ¢ are forma ¢ — x, cu 1, x € Form, stim ca

Var® (¢ — x) = Var~(¢) UVar*(x)
si
Var= (¢ — x) = Var™(¢¥) U Var(
n

X)-
Judecand aseménator punctului (b), se obtine cd ej (1) < ef () si ca ey (¥) <
el (v). Atunci obtinem:

el () = ef (¥ = X)
=ef (¥) = e (x)
<el (¥) = e (x) (din (S9.5).(1))
< ey () = €5 (x) (din (89.5).(ii))
=e5 (¥ = x)
= e3 ().



