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(S8.1) Pentru orice mulţime de formule Γ şi orice formule ϕ, ψ,

Γ ∪ {ψ} ` ϕ şi Γ ∪ {¬ψ} ` ϕ ⇒ Γ ` ϕ.

Demonstraţie: Avem

(1) Γ ` ψ → ϕ Teorema deducţiei pentru ipoteză
(2) Γ ` (ψ → ϕ)→ (¬ϕ→ ¬ψ) (S7.3) şi Propoziţia 1.39.(ii)
(3) Γ ` ¬ϕ→ ¬ψ (MP): (1), (2)
(4) Γ ` ¬ψ → ϕ Teorema deducţiei pentru ipoteză
(5) Γ ` (¬ψ → ϕ)→ (¬ϕ→ ¬¬ψ) (S7.3) şi Propoziţia 1.39.(ii)
(6) Γ ` ¬ϕ→ ¬¬ψ (MP): (4), (5)
(7) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬ψ Teorema deducţiei pentru (3)
(8) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬¬ψ Teorema deducţiei pentru (6)
(9) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬¬ψ → (¬ψ → ¬(ϕ→ ϕ)) (S7.2).(ii) şi Propoziţia 1.39.(ii)
(10) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬ψ → ¬(ϕ→ ϕ) (MP): (8), (9)
(11) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬(ϕ→ ϕ) (MP): (7), (10)
(12) Γ ` ϕ (11) şi (S7.1).

(S8.2) Să se arate, folosind substituţia, că formula

χ := (((v0 → ¬(v3 → v5))→ v6) ∧ (¬(v4 → v10)→ v2))→ ((v0 → ¬(v3 → v5))→ v6)

este tautologie.
Demonstraţie: Ştim că v0 ∧ v1 → v0 este tautologie. Aplicăm Propoziţia 1.19.(ii) pentru
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ϕ := (v0 ∧ v1)→ v0, v := v0 şi θ := (v0 → ¬(v3 → v5))→ v6 pentru a obţine că:

ψ := ϕv(θ) = (((v0 → ¬(v3 → v5))→ v6) ∧ v1 → ((v0 → ¬(v3 → v5))→ v6)

este tautologie. Aplicăm ı̂ncă o dată Propoziţia 1.19.(ii) pentru ϕ := ψ, v := v1 şi θ :=
¬(v4 → v10)→ v2) pentru a obţine că χ este tautologie.

(S8.3)

(i) Să se arate că mulţimea modelelor unei mulţimi satisfiabile şi finite de formule este
infinită.

(ii) Să se arate că există o mulţime infinită de formule care nu este echivalentă cu nicio
mulţime finită de formule.

Demonstraţie:

(i) Fie Γ o mulţime de formule ca ı̂n enunţ. Dat fiind că Γ este satisfiabilă, admite un
model şi fie acesta e. Pe de altă parte, dat fiind că Γ este finită, există un n ∈ N cu
proprietatea că

⋃
ϕ∈Γ V ar(ϕ) ⊆ {v0, v1, . . . , vn}.

Fie, atunci, pentru orice k ∈ N, câte o funcţie ek : V → {0, 1}, definită, pentru orice
x ∈ V , prin:

ek(x) :=


e(x), dacă x ∈ {v0, . . . , vn}
1, dacă x ∈ {vn+1, . . . , vn+k}
0, altfel.

Atunci, pentru k 6= l avem ek 6= el. Prin urmare, {ek | k ∈ N} este o mulţime
numărabilă. Pentru orice k ∈ N şi ϕ ∈ Γ, aplicând Propoziţia 1.9 pentru ϕ, e şi ek,
avem că e+

k (ϕ) = e+(ϕ) = 1, deci ek � ϕ.

Am obţinut astfel că {ek | k ∈ N} ⊆ Mod(Γ). Aşadar, Mod(Γ) este infinită. (Cu ce
mulţime este Mod(Γ) echipotentă?)

(ii) Considerăm Γ := V = {vn | n ∈ N}, o mulţime infinită de formule. Demonstrăm
că Γ nu este echivalentă cu nicio mulţime finită de formule. Observăm că o evaluare
e : V → {0, 1} este model al lui Γ ddacă e(vn) = 1 pentru orice n ∈ N ddacă e este
funcţia constantă 1. Prin urmare, Mod(Γ) are un singur element.

Fie acum ∆ o mulţime finită de formule. Avem două cazuri:

(a) ∆ nu este satisfiabilă. Atunci Mod(∆) = ∅.
(b) ∆ este satisfiabilă. Atunci aplicăm (i) pentru a conclude că Mod(∆) este infinită.
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În ambele cazuri, obţinem că Mod(∆) 6= Mod(Γ), deci Γ nu este echivalentă cu ∆.

Definiţia 1. Un graf (neorientat) este o pereche (X,E) unde X e o mulţime şi E
este o relaţie ireflexivă şi simetrică pe X. Spunem că un graf (X,E) este finit (respec-
tiv numărabil) dacă X este finită (respectiv numărabilă).

Definiţia 2. Fie (X,E) un graf şi k ∈ N. O k-colorare a lui (X,E) este o funcţie
c : X → {0, ..., k − 1} astfel ı̂ncât pentru orice x, y ∈ X cu (x, y) ∈ E avem c(x) 6= c(y).
Spunem că (X,E) este k-colorabil dacă există o k-colorare a lui (X,E).

Definiţia 3. Fie (X,E), (X ′, E ′) grafuri. Spunem că (X ′, E ′) este subgraf al lui (X,E)
dacă X ′ ⊆ X şi E ′ ⊆ E.

(S8.4) Fie (X,E) un graf numărabil şi k ∈ N. Arătaţi că dacă orice subgraf finit al lui
(X,E) este k-colorabil, avem că şi (X,E) este k-colorabil.
Demonstraţie: Considerăm X = {x0, x1, x2, ...}. Notăm, pentru orice i ∈ N şi j ∈
{0, ..., k − 1}, ai,j := vi·k+j (unde v0, v1, v2 etc. sunt variabilele din LP ). De remarcat
că asocierea este bijectivă, adică pentru orice n ∈ N există o unică pereche (i, j) ∈ N2 cu
vn = ai,j. (Intuitiv, ai,j va fi adevărat când vârful xi va fi colorat ı̂n culoarea j.)
Considerăm următoarele mulţimi de formule:

Γ1 := {ai,0 ∨ ... ∨ ai,k−1 | i ∈ N}
(intutiv, spune că fiecare vârf al grafului e colorat ı̂n cel puţin o culoare)

Γ2 := {ai,j1 → ¬ai,j2 | i ∈ N, 0 ≤ j1 < j2 < k}
(intutiv, spune că fiecare vârf al grafului e colorat ı̂n cel mult o culoare)

Γ3 := {ai,j → ¬ap,j | i, p ∈ N, (xi, xp) ∈ E, 0 ≤ j < k}
(intutiv, spune că două vârfuri adiacente sunt colorate prin culori diferite)

Γ := Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3.

Afirmaţie: Dacă Γ este satisfiabilă, atunci (X,E) este k-colorabil.

Demonstraţie: Fie e � Γ. Deoarece e � Γ1 ∪ Γ2, rezultă că pentru orice i ∈ N există un
unic Ji ∈ {0, ..., k − 1} a.̂ı. e(ai,Ji) = 1. Definim atunci

c : X → {0, ..., k − 1}, c(xi) = Ji.

Demonstrăm că c este o k-colorare a lui (X,E). Fie i, p ∈ N a.̂ı. (xi, xp) ∈ E. Trebuie să
arătăm că c(xi) 6= c(xp), adică, Ji 6= Jp. Presupunem prin reducere la absurd că Ji = Jp şi
notăm cu J valoarea comună. Atunci e(ai,J) = e(ap,J) = 1. Deoarece e � Γ3, avem că

1 = e(ai,J → ¬ap,J) = e(ai,J)→→→¬¬¬e(ap,J) = 1→→→¬¬¬1 = 1 −→ 0 = 0,
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o contradicţie. �.

Rămâne să arătăm că Γ este satisfiabilă. Din Teorema de compacitate, e suficient să demon-
străm că orice submulţime finită ∆ a lui Γ este satisfiabilă.
Fie o asemenea mulţime ∆. Definim

A :=
⋃
ϕ∈∆

{i ∈ N | există j ∈ {0, ..., k − 1} a.̂ı. ai,j ∈ V ar(ϕ)},

Y := {xi | i ∈ A}.

Deoarece ∆ este finită, se arată uşor că A este finită. Prin urmare, Y este o mulţime finită
de vârfuri ale grafului (X,E). Ca urmare, subgraful indus (Y,E ∩ (Y × Y )) este un subgraf
finit al lui (X,E), ce admite, din ipoteza problemei, o k-colorare - să o notăm cu hY .
Definim e : V → {0, 1} astfel: pentru orice i ∈ N şi j ∈ {0, ..., k − 1},

e(ai,j) :=

{
1, dacă i ∈ A şi hY (xi) = j;

0, altfel.

Rezultă că pentru orice i ∈ A există un unic Ji ∈ {0, ..., k − 1} a.̂ı. hY (xi) = Ji, deci
e(ai,Ji) = 1.
Demonstrăm că e este model al lui ∆. Fie ϕ ∈ ∆. Avem cazurile:

(i) ϕ ∈ Γ1, adică ϕ = ai,0 ∨ ... ∨ ai,k−1 pentru un i ∈ N. Atunci i ∈ A şi e(ai,Ji) = 1, adică
e � ai,Ji . Rezultă că e � ϕ.

(ii) ϕ ∈ Γ2, adică ϕ = ai,j1 → ¬ai,j2 pentru un i ∈ N şi 0 ≤ j1 < j2 < k. Atunci i ∈ A.
Avem cazurile:

(a) j1 6= Ji, deci e(ai,j1) = 0. Atunci e(ϕ) = e(ai,j1)→→→¬¬¬e(ai,j2) = 1, deci e � ϕ.

(b) j1 = Ji, deci e(ai,j1) = 1. Atunci e(ai,j2) = 0. Obţinem că e(ϕ) = 1→→→¬¬¬0 = 1.

(iii) ϕ ∈ Γ3, adică ϕ = ai,j → ¬ap,j, cu i, p ∈ N a.̂ı. (xi, xp) ∈ E, 0 ≤ j < k. Atunci i, p ∈
A, aşa că xi, xp ∈ Y şi, prin urmare, (xi, xp) este o muchie a grafului (Y,E ∩ (Y × Y )).
Deoarece hY este o k-colorare, avem că hY (xi) 6= hY (xp), adică Ji 6= Jp. Avem cazurile:

(a) j 6= Ji, deci e(ai,j) = 0. Atunci e(ϕ) = 1, deci e � ϕ.

(b) j = Ji, deci e(ai,j) = 1. Atunci j 6= Jp, deci e(ap,j) = 0. Obţinem că e(ϕ) = 1.
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