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(S8.1) Pentru orice multime de formule I' si orice formule ¢, 1),

Fru{yYtresilTu{—v}tFey = Tk

Demonstratie: Avem

(1) I Fy—op Teorema deductiei pentru ipoteza
(2) L F@—e) = (mp— 1) (S7.3) si Propozitia 1.39.(ii)

(3) ' Fop—= -y (MP): (1), (2)

(4) ' FY—=op Teorema deductiei pentru ipoteza
(5) ' F (=% —¢)— (m¢— ) (S7.3) si Propozitia 1.39.(ii)

(6) T g g (MP): (4), (5)

(7) TU{-p} F-0 Teorema deductiei pentru (3)

8) TU{~p} F- Teorema deductiei pentru (6)

9) TU{-¢} F-%—= (%= =(e—¢) (S7.2).(ii) si Propozitia 1.39.(ii)
(10) TU{=p} F ¥ —==(p— ) (MP): (8), (9)

(11) Tu{~¢} F-(p—9) (MP): (7). (10)

(12) ' Fo (11) si (S7.1).

(S8.2) Sa se arate, folosind substitutia, ca formula
X = (((vg = =(vs = v5)) = v6) A (=(vg = v10) = v2)) = ((vo = —(v3 = v5)) — vg)

este tautologie.
Demonstratie: Stim ca vy Av; — vy este tautologie. Aplicam Propozitia 1.19.(ii) pentru



v = (vg A1) = vg, v :=1g si 0 := (vg — —(v3 — v5)) — vg pentru a obtine ca:

V= u(0) = (((vo = —(v3 = v5)) = v6) Ay — ((vg = —(v3 = v5)) — vg)

este tautologie. Aplicam inca o data Propozitia 1.19.(ii) pentru ¢ = ¥, v 1= vy §i 0 =
—(vy — v19) — v2) pentru a obtine ca x este tautologie. O
(S8.3)

(i)

(i)

Sa se arate ca multimea modelelor unei multimi satisfiabile si finite de formule este
infinita.

Sa se arate ca exista o multime infinita de formule care nu este echivalenta cu nicio
multime finita de formule.

Demonstratie:

(i)

Fie I' o multime de formule ca in enunt. Dat fiind ca I' este satisfiabila, admite un
model si fie acesta e. Pe de alta parte, dat fiind ca I' este finita, exista un n € N cu
proprietatea ca | . Var(p) C {vo, v1, ..., vn}.

Fie, atunci, pentru orice k € N, cate o functie e, : V' — {0, 1}, definita, pentru orice
x €V, prin:

e(x), daca z € {vg,...,v,}
er(z) =<1, dacd € {vpi1, -+, Vnik}
0, altfel.

Atunci, pentru k # [ avem e, # e;. Prin urmare, {e¢; | k € N} este o multime

numarabila. Pentru orice £ € N gi ¢ € I, aplicand Propozitia 1.9 pentru ¢, e si e,

avem cd e; (o) = e (p) = 1, deci ey, F ¢.

Am obtinut astfel ca {e; | k € N} C Mod(T"). Asadar, Mod(T") este infinita. (Cu ce
multime este Mod(I") echipotenta?)

Consideram I' := V' = {v, | n € N}, o multime infinita de formule. Demonstram
ca [ nu este echivalenta cu nicio multime finita de formule. Observam ca o evaluare
e:V —{0,1} este model al lui I" ddaca e(v,) = 1 pentru orice n € N ddaca e este
functia constanta 1. Prin urmare, Mod(I") are un singur element.

Fie acum A o multime finita de formule. Avem doua cazuri:

(a) A nu este satisfiabild. Atunci Mod(A) = 0.
(b) A este satisfiabila. Atunci aplicam (i) pentru a conclude ca Mod(A) este infinita.
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In ambele cazuri, obtinem ci Mod(A) # Mod(T), deci I’ nu este echivalenti cu A.
O

Definitia 1. Un graf (neorientat) este o pereche (X, E) unde X e o multime si E
este o relatie ireflexiva gi simetrica pe X. Spunem ca un graf (X, E) este finit (respec-
tiv numarabil) daca X este finita (respectiv numdrabila).

Definitia 2. Fie (X, FE) un graf si k € N. O k-colorare a lui (X, FE) este o functie
c: X —H{0,....k — 1} astfel incat pentru orice x,y € X cu (x,y) € E avem c(x) # c(y).
Spunem ca (X, E) este k-colorabil daca existd o k-colorare a lui (X, E).

Definitia 3. Fie (X, E), (X', E') grafuri. Spunem ca (X', E') este subgraf al lui (X, F)
daca X' C X si B/ CE.

(S8.4) Fie (X, F) un graf numarabil gi & € N. Aratati ca daca orice subgraf finit al lui
(X, E) este k-colorabil, avem ca si (X, F) este k-colorabil.
Demonstratie: Consideram X = {zg,x1,%2,...}. Notam, pentru orice i € N gi j €

{0,...,k = 1}, a;j := viks; (unde vy, v1, vy etc. sunt variabilele din LP). De remarcat
ca asocierea este bijectivi, adici pentru orice n € N existd o unicd pereche (7,5) € N? cu
vn, = a; ;. (Intuitiv, a;; va fi adevarat cand varful z; va fi colorat in culoarea j.)
Consideram urmatoarele multimi de formule:

I' == {aioV..Va1|ieN}
(intutiv, spune ca fiecare varf al grafului e colorat in cel putin o culoare)
Iy = {aij, = —a;j, |1 € N,0 <7 <jo <k}
(intutiv, spune ca fiecare varf al grafului e colorat in cel mult o culoare)
Iy = {ai; = —ap; | i,peN,(x;,2,) € E,0<j <k}
(intutiv, spune ca doua varfuri adiacente sunt colorate prin culori diferite)
I .= Iulyurls.

Afirmatie: Daca I este satisfiabila, atunci (X, F) este k-colorabil.

Demonstratie: Fie ¢ F I'. Deoarece e F I'y U 'y, rezulta ca pentru orice i € N exista un
unic J; € {0,...,k — 1} a.. e(a; ;) = 1. Definim atunci

c: X =>H{0,...k—1}, c(z;) = J;.

Demonstram ca c este o k-colorare a lui (X, E). Fie ¢,p € N ai. (x;,z,) € E. Trebuie sa
aratam ca c(x;) # c(xp), adica, J; # J,. Presupunem prin reducere la absurd ca J; = J, si
notam cu J valoarea comuna. Atunci e(a; ;) = e(a, ) = 1. Deoarece e F I's, avem ca

1 =e(a;;— —a,y) =e(a;;) =+ ela,;)) =1—=-1=1—0=0,
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o contradictie. B

Ramane sa aratam ca I' este satisfiabila. Din Teorema de compacitate, e suficient sa demon-
stram ca orice submultime finita A a lui I' este satisfiabila.
Fie o asemenea multime A. Definim

A = U {i e N| exista j € {0,...,k — 1} al. a;; € Var(y)},
pEA

Deoarece A este finita, se arata usor ca A este finita. Prin urmare, Y este o multime finita
de varfuri ale grafului (X, £). Ca urmare, subgraful indus (Y, EN (Y xY)) este un subgraf
finit al lui (X, E), ce admite, din ipoteza problemei, o k-colorare - sa o notam cu hy-.
Definim e : V' — {0, 1} astfel: pentru orice : € Ngi j € {0,....k — 1},

e(ar) = 1, dacaie€ Asgihy(z;)=7;
700,  altfel.

Rezulta ca pentru orice i € A existd un unic J; € {0,...,k — 1} al hy(x;) = J;, deci
e(a; ) =1
Demonstram ca e este model al lui A. Fie ¢ € A. Avem cazurile:

(i) ¢ € I'1, adica ¢ = a;0 V ... V a; ,—1 pentru un ¢ € N. Atunci i € A si e(q; ;) = 1, adica
e F ajj,. Rezulta ca e F .

(ii) ¢ € I'y, adica ¢ = a;;, — —a; , pentru un ¢ € Ngi 0 < j; < jo < k. Atunci i € A.
Avem cazurile:
(a) j1 # Ji, deci e(a; j,) = 0. Atunci e(p) = e(a; j,) = —e(a;;,) = 1, deci e E ¢.
(b) 71 = J;, deci e(a;;,) = 1. Atunci e(a; j,) = 0. Obtinem ca e(¢) =1 — 0= 1.
(ili) ¢ €I's, adicd ¢ = a;; = —a,;, cui,p € N al. (z;,z,) € E£,0<j <k. Atunci i,p €
A, asa ca z;,x, € Y si, prin urmare, (z;,x,) este o muchie a grafului (Y, EN (Y xY)).
Deoarece hy este o k-colorare, avem ca hy (x;) # hy (z,), adica J; # J,. Avem cazurile:
(a) j # Ji, deci e(a; ;) = 0. Atunci e(p) = 1, deci e F ¢.
(b) j = J;, deci e(a; j) = 1. Atunci j # J,, deci e(a,,;) = 0. Obtinem ca e(p) = 1.



