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(S6.1) Sa se gaseasca toate modelele fiecareia din multimile de formule:
(i) I' ={v, = vp41 | n € N};

(i) T'=A{vo} U{vy = vpy1 |0 <n < T}

Demonstratie:

(i) Fiee:V — {0,1} si n € N. Atunci e F v, = v,41 ddaca et (v, = v,41) =1 ddaca
et (v,) = et (1) = 1 ddaca e(v,) — e(vpy1) = 1 ddaca e(v,) < e(v,y1). Prin
urmare,
eFT ddaca pentruorice n € N, e(v,,) < e(vpy1)
ddaca e(vg) <e(v1) <...<e(vy) <e(vpg1) < ...
ddaca (e(v) = 0 pentru orice v € V) sau (e(v) = 1 pentru orice v € V)
sau (exista k > 1 aJd. e(v;) = 0 pentru orice i < k §i e(v;) = 1 pentru orice i > k).
Definim ¢ : V' — {0,1}, €°(v) =0, ¢! : V — {0,1}, e*(v) = 1 si, pentru orice k > 1,
0 dacan <k
ep:V — 0, 1 ,  CplUp) =
F {01} #(vn) {1 dacan > k.

Atunci
Mod(T') = {ey, | k > 1} U {e" e'}.



(ii) Fiee:V — {0,1}. Atunci

eFD ddaca eFvyysiekF v, — v,11 pentruorice 0 <n <7
ddaca e(vg) =1sie(vg) <e(vy) <e(vy) <...<e(vr) < e(vs)
ddaca e(v,) = 1 pentru orice n € {0,1,...,8}.

Asadar,

Mod(T') ={e:V — {0,1} | e(v,) =1 pentru orice 0 < n < 8}.

(S6.2) Sa se arate ca

{’Uo, —vo VU1 V ’Ug} = (’03 — ?}2) V (_|U1 — 1)2)

Demonstratie: Fiee: V — {0,1} cu e F {vg, 7wy V v1 V v2}. Atunci et (vy) = 1, deci
e(vg) = 1gi et (—vg Vuy Vug) = 1. Agadar,
1 = =e(vg) Ve(v)Ve(vy) ==1Ve(v)Ve(va) =0V e(v)Ve(va) = e(vy) Ve(v).
Conform definitiei lui Vv, avem ca vy V vy = —w; — v9, deci
et (—vy = vy) = e (v1 Vug) = e(v1) Ve(vg) = 1.
Prin urmare,
et ((v3 = ve) V(v = ) =et(vg = vg) Ve (mv — ) =et(v3 > 1) V1=1,
adica e F (v3 — v9) V (01 — v9). O

(S6.3) Sa se demonstreze Propozitia 1.28 din curs.
Demonstratie:

(i) Fieeun model al lui I'. Cum I'E o siI'E o — ¢, avem e F ¢ si e F ¢ — 9. Atunci
et () =1si et (¢ = 1) = 1. Deoarece et (p — V) = et (p) > et () =1 — et (¢) =
et (1), rezulta ca et (¢) = 1, adica e F 1.

(ii) “= " Fie e un model al lui I'. Avem doua cazuri:

(a) e (p) =0. Atunci et (p — ) =0 = et (¢p) = 1, deci e F ¢ — 7).

(b) et (p) =1, deci e E ¢. Atunci e E TU{p}, si prin urmare, e & ¢, adica e* (1)) = 1.
Rezulta ca et (p > ) =1—=1=1,decie E p — .
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“ <7 Fie e un model al lui T' U {¢}. Atunci et (¢) = 1 si e F I', deci, din ipoteza,
et (¢ — 1) = 1. Obtinem atunci ca la (i) ca et (1)) = 1, adica e F 1.

(iii) ' E ¢ Ay <= pentru orice model e al lui I', avem e*(p A¢)) =1 <= pentru orice
model e al lui I'; avem e (p) = et (1)) = 1 <= pentru orice model e al lui T', avem
eFpsieFy <= T'Fpsil F.

O
Notatie
Pentru orice multime T' de formule si orice formula @, notam

I'Erin @ = exista o submultime finita A a lui I’ a.i. AF .

Propozitia S.1 I' Fy;y,, ¢ ddaca I' U {—¢} nu este finit satisfiabild.
Demonstratie: FExercitiu suplimentar. O]
(S6.4) Sa se demonstreze Propozitia 1.32 din curs.
Demonstratie: Fie I' o multime de formule. Trebuie sa demonstram ca urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:
(V1) Pentru orice I' C Form, I' este satisfiabila ddaca I" este finit satisfiabila.

(V2) Pentru orice I' C Form, I' este nesatisfiabila ddaca I" nu este finit satisfiabila.
(V3) Pentru orice I' U {p} C Form, ¢, I' E ¢ ddaca I' Fy;;, .
Echivalenta intre (V1) si (V2) este evidenta.

Demonstram ca (V2) = (V3):
I'E e ddaca I'U{—p} este nesatisfiabila (conform Propozitiei 1.30)
ddaca T U {—¢} nu este finit satisfiabila (conform (V2) pentru I' U {—¢})
ddaca T Fy;, ¢ (conform Propozitiei S.1).

Demonstram ca (V3) = (V2):
[ este nesatisfiabila ddaca I'F L (conform Propozitiei 1.29)
ddaca I FEy;, L (conform (V3) pentru I'si 1)
ddaca exista o submultime finita A alui I' ail. AF L
ddaca exista o submultime finita A a lui I' a.l. A este nesatisfiabila
(conform Propozitiei 1.29)
ddaca I' nu este finit satisfiabila.



