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(S5.1) Sa se gaseasca cate un model pentru fiecare din formulele:

(1) Vo — U9,

(11) Vo VAN Vs N —y.

Demonstratie:

(i) Fie functia e : V' — {0, 1}, definita, pentru orice z € V| prin:

0,
e(x) =<1,
0,

Atunci:

et (vo — v2) = et (vg) = et (vg) = e(vg) = e(vg) =0 1=1.

(ii) Fie functia e : V' — {0,1}, definita, pentru orice z € V| prin:

e(z) =

_ O = =

daca © = vy
daca © = vy
altfel.

daca xr = vy
daca xr = vs
daca = vy
altfel.
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Atunci:

e (vo Az A —wy) = et (vg) Aet(vg) A=et (vy)
= e(vg) A e(v3) A —e(vy)
=1A1A-0
=1A1A1
=1.

(S5.2) Sa se demonstreze ca, pentru orice formula ¢,

(i) ¢ este tautologie daca si numai daca —p este nesatisfiabila.

(ii) ¢ este nesatisfiabila daca gi numai daca —¢ este tautologie.

Demonstratie:
(i) Avem:

pentru orice e : V — {0,1}, et (p) =1
pentru orice e : V — {0,1}, =e™ () =0
pentru orice e : V — {0,1}, et (=p) =0

@ este tautologie

T(mp) =1

nu avem ca exista e : V. — {0,1}, e (—p) =1

pentru orice e : V — {0, 1}, nu avem ca e

nu avem ca — e satisfiabila

—p nu e satisfiabila

[ A

—p e nesatisfiabila.

(ii) Avem:

¢ este nesatisfiabila <= ¢ nu e satisfiabila

nu avem ca ¢ e satisfiabila

nu avem ca exista e : V. — {0,1}, e (¢) =1
pentru orice e : V — {0,1}, nu avem c&d et (p) =1
pentru orice e : V — {0,1}, e*(¢) =0

pentru orice e : V — {0,1}, =e™(p) =1

pentru orice e : V — {0,1}, et (=) =1

rreeeey

- este tautologie.



(S5.3) Sa se demonstreze ca, pentru orice formule ¢, 1,
(i) ¥ E ¢ daca gi numai daca F ¢ — .

(ii) ¥ ~ ¢ daca si numai daca F ¥ <> .

Demonstratie:
(i) Avem:
Y F @ <= orice model al lui ¢ este si model pentru ¢
<= pentru orice ¢ : V — {0,1}, dacd e (¢)) =1, atunci e®(p) =1
<= pentruorice e : V — {0,1}, e (¥) < et (p)
<= pentruorice e: V — {0,1},e"(¢) = e (p) =1
<= pentruorice e: V — {0,1},e" (¢ = p) =1
= Fy—op
(ii) Avem:
b > Mod(t) = Mod(p)
< Mod(v)) € Mod(p) st Mod(p) € Mod(v))
= YFesipFY
A Eyoosi Feooy
<= pentruoricee: V — {0,1},eT (¢ > ¥)=1sie" (¢ = p) =
<= pentruorice e: V — {0,1},e" (¢ 5 ) Aet (¢ = p) =1
<= pentruorice e : V — {0,1}, e ((¢ = V) A (¥ — p)) =
<= pentruorice e: V — {0,1},eT (¢ <> ¢) =1
— FyY <o

(S5.4) Confirmati sau infirmati:

(i) pentru orice , ¥ € Form, E ¢ A1 daca si numai daca F ¢ si F 9;
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(ii) pentru orice ¢, ¥ € Form, F ¢ V1 daca si numai daca F ¢ sau F 9.

Demonstratie:

(i) Este adevarat. Avem:

FoA1Y <= pentruorice e: V — {0,1},e"(p A1)

1
<= pentruorice e : V. — {0,1},et(p) Aet () =1

<= pentruorice e : V" — {0, 1}, e
<= pentruorice e : V— {0,1}, e

pentru orice e : V — {0,1}, et (¢

— FepsiFY.

(ii) Nu este adevarat! Daca luam e; : V. — {0,1}, e;(xz) = 1, pentru orice x € V|, si
es 1V —{0,1}, ea(x) = 0, pentru orice x € V, avem ca e; ¥ —wy §i es F vg, deci vy si

-y nu sunt tautologii, pe cand vy V =y este tautologie.

(S5.5) Arittati c& pentru orice ¢, 1, x € Form, avem:
(i) v F e =

(i) (=)A= X)Ep =X

(iii) ¢ = (¥ = x) ~ (e AY) = Xx;

(iv) @V (e Ah) ~ ¢;

(V) oA = x~ (0= x)V (¥ = X);
)

(Vi) FE—p = (= = (¥ < @)).

Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a,b € {0,1},

a—b=1 < a<b,

1—=a=a, a—=1=1
0—=>a=1, a—0="a
1Aa=a, OAa=0,
1Va=1, OVa=a.
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(i) Fiee:V — {0,1} cu e (¢) = 1. Vrem sa aratam ca et (¢ — ¢) = 1. Dar:
efp—=yv)=c(p) e’ (@) =c(p) > 1=1

(ii) Fiee: V = {0,1} cuet((¢ = ¥)A(¢¥ — x)) = 1. Vrem sa aratam ca e (p — x) = 1.

Avem ca

L=e"((e =)A= x)) = (e () = e (W) A(e"(¥) = e (X)),

de unde tragem concluzia ca et(p) = eT(¢¥) = 1 si e" () = ef(x) = 1. Prin
urmare, et (¢) < et (y) si et () < ef(x ) Obtinem atunci, din tranzitivitatea lui <,
ca et (p) < et(x). Asadar,

eflp=x)=e(p)=e(x)=1
(ili) Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie sa demonstram ca
et (¢ = (v — x) = 1 daca gi numai daca et (@AY — x) =1,

ceea ce este echivalent cu a arata ca et(p — (¥ = x)) = et (@AY — X).

Metoda 1: Ne folosim de urmatorul tabel:

e(p) ef(®) et ()| efW—=x) | eflp—= = x) | e (end) | efleAy = x)
1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 0

1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0 1

0 0 0 1 1 0 1

Metoda 2: Rationam direct. Observam ca

o= (W —=x) = et(p) = (e (W) = e (X)),
e (ehNh = x) = e(p)Aet(¥) = eT(x).

Avem cazurile:

(a) eT(p) =0. Atunci

etp) = (et (@) 2 et (x) = 0= (e"(¥) = e (X)) =1,
(@A) 2 et(x) = 0Ae™ () 2 e(x)=0—e"(x) =1



(b) et (¢) = 1. Atunci

1= (e*(¥) = e (x) = e"(¥) = " (x),
IANet () = et (X)Z et (1) = " (x).

e () = (e"(¥) = e"(x))
e () Aet(v) = et (x)

(iv) Fie e : V — {0,1} o evaluare arbitrard. Trebuie si demonstram c&
e (pV(pAp)) =e(p), decica e (p)V(e"(p)Ae (1)) =e"(¢).
Avem cazurile:
(2) e (¢) = 1. Atunci
@)V (et (p)Aet (@) =1V (IAe(¥) =1Ve'(¥) =1
(b) e*(p) = 0. Atunci
e @)V (e () Aet (1) =0V (0Aet () =0V 0 =0.
(v) Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrars. Trebuie s& demonstram ci
e(eAp = x)=e"((p = x) V(¥ —=X)),
deci c#
(e (@) Aet (1)) = e (x) = (e"(p) > e (X)) V (" (¥) = " (x))-
Avem cazurile:
(a) e () = e™ () = 1. Atunci

(e (@A) = e (x) = 1=e"(x)
(€™ (@) = e (X)) V (e"(¥) = " (X))

(b) e*(¢) = 0. Atunci

(eT (@) Aet (1) = e (x)
(e (@) = e () V (e () = e"(x))
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(c) et (x) = 0. Similar cu cazul precedent.
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(vi) Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrara.

et (mp = (7¢ = (Y © ) = e (p) = (2 () & (7 (¥) = e ().
Avem cazurile:
(a) e*(p) = 1. Atunci me* () = 0 si, prin urmare,
—et (@) = (me(¥) ¢ (eT(¥) 2 e (9)) = 0= (me (¥) & (e7(¥) = eT(p))) = L.
(b) et () = 0. Atunci

—et () = (e (V) e (e7 (1) = 7 (9)) = =0 = (me™ (¥) > (e7(

=—e" (1) ¢ me™ (V)



