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(S4.1) Sa se arate ca multimea Form a formulelor logicii propozitionale L P este numarabila.
Demonstratie: Avem ca Expr = (J, oy Sim™ = {A} U U, cn- Sim™. Deoarece Sim =
VU{=,—,(,)} s V este numarabild, obtinem, din (S3.4).(i), ca Sim este numarabila.
Conform (S3.1).(ii), Sim" este numarabila pentru orice n € N*. Aplicand (S3.4).(iii) si
(S3.4).(i), rezulta ca Expr este numarabila. Deoarece V' C Form C Expr, obtinem ca
Form este o submultime infinita a unei multimi numarabile. Aplicam (S3.3).(ii) pentru a
conchide ca Form este numarabila. O

(S4.2) Fie urmatoarele propozitii exprimate in limbaj natural:

(i) Merg in parc daca imi termin treaba si nu apare altceva.

(iii) Treci examenul la logica numai daca intelegi subiectul.
i

)
(ii) Este necesar sa nu ploua ca sa putem observa stelele.
)
(iv) Treci examenul la logica daca faci o prezentare de calitate.

Transpuneti-le in formule ale limbajului formal al logicii propozitionale.
Demonstratie:

(i) Fie ¢ = Merg In parc dacd imi termin treaba si nu apare altceva. Consideram
propozitiile atomice

p = Merg in parc. ¢ = Imi termin treaba. r = Apare altceva.

Atunci ¢ = (g A (—r)) — p.



(ii) Fie 1» = Este necesar sa nu ploua ca sa putem observa stelele. Consideram propozitiile
atomice

s = Ploua. t = Putem observa stelele.

Atunci ¢ =t — —s.

(iii) Fie x = Treci examenul la logica daca faci o prezentare de calitate. Consideram
propozitiile atomice

u = Treci examenul la logica. v = Faci o prezentare de calitate.

Atunci x = v — u.

(iv) Fie § = Treci examenul la logica numai daca intelegi subiectul. Consideram propozitiile
atomice

w = Treci examenul la logica. 2z = in‘gelegi subiectul.

Atunci 0 = w — 2.

]

(S4.3) Pentru orice formula ¢, numarul parantezelor deschise care apar in ¢ coincide cu
numarul parantezelor inchise care apar in .
Demonstratie: Notam cu /() numarul parantezelor deschise si cu r(p) numarul paran-

tezelor inchise care apar in . Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formula
¥,

¢ are proprietatea P daca si numai daca [(p) = r(p).

Demonstram ca orice formula ¢ are proprietatea P folosind Principiul inductiei pe formule.
Avem urmatoarele cazuri:

o v =v. Atunci I(v) = r(v) = 0.
o © = (—) si ¢ satisface P. Obtinem

o) =1) +1=r()+1=r(p).
o © = (1) — ) i 1, x satisfac P. Obtinem

W) =) +10) +1=7r() +r(x) + 1 =r(p).



(S4.4) Sa se dea o definitie recursiva a multimii variabilelor unei formule.
Demonstratie: Se observa ci Var : Form — 2V satisface urmétoarele conditii:

(RO) Var(v) = {v}
(R1)  Var(—y¢) = Var(y)
(R2) Var(e — 1) =Var(p)UV ().

Aplicam Principiul recursiei pe formule pentru A = 2" si pentru

Go:V = A, Go(v) = {v},
G.:A— A G.(I') =T,
GL:AxA— A G,(I,A)=TUA.

pentru a concluziona ca Var este unica functie care satisface (R0), (R1) si (R2).

(S4.5) Daca e: V — {0,1} este o evaluare, atunci pentru orice formule ¢, avem:
(i) e (Vi) =er(p) Ve (¥);
(i) eT(p A ) =ef (@) Aet(¢);

(iii) e™(p ¢ 1) = e (p) & e ().
Demonstratie:

(i)

e (pV ) = et (~p = 1) = et (—p) = 7 (1) = met () = e (1) E et () Vet ().

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1}, avem -~z =y =2a V y:

z Yyl |x—=ylzVy
1 1] 0 1 1
1 010 1 1
0 1] 1 1 1
0 0] 1 0 0




(i)

e (e AY) = et (~(p = )

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1}, avem —(z = —y) =z A y:

z y|lylr=oy|o(@—=y) [ TAyY
1 1] 0 0 1 1
1 0|1 1 0 0
0 1|0 1 0 0
001 1 0 0

(i)
e (o) =e (e =) AW =)
QoY) At — )
= (e (p) = e (V) A (e7 (V) = e™(p))

2 et (p) & et (1),

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0, 1}, avem (x = y)A(y = x) =z <> y:

T ylr=oyly—=z|(c=2yAly—a)|zey
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
01 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1

(S4.6) Sa se demonstreze, pentru orice xg, 1, 3, x4 din {0, 1}, ca:
(i) ((xo = 1) = x9) 2> 20 = 1;

(11) (ZL’3 — [E4) — ((ZL‘4 — IL‘l) — (lL’g — l'1>) =1.



Demonstratie:

((ZIZ’O — .I’l) — .To) — X

1

(i)
Xog T1|Tg—>T1
1 1
1 0
0 1
0 0

(ii) Notam f(xq, 3, 24) = (3 = x4) = ((

T1 T3 Tg4| T3 —r T4
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Ty = 1) = (13 = 71)).

(Z‘4 — 1‘1) — (Ig — (L’1>
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