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(S3.1) Aratati, pe rand, urmatoarele:

(i)
(i)

Produsul cartezian a doua multimi numarabile este numarabil.

Produsul cartezian al unui numar finit (> 2) de multimi numarabile este numarabil.

Demonstratie:

(i)

(i)

Fie A; i A5 doua multimi numarabile. Prin urmare, le putem enumera:

A = {al,Oa ar1,---5A1n, -, }7 Ay = {a2,07 ag1, .- a2n,- - -, }

Definim
f:NxN—= A x Ay,  f(m,n)=(a1m,a2,).

Se demonstreaza usor ca f este bijectie.
Demonstram prin inductie dupa n ca pentru orice n € N,n > 2 si pentru orice multimi
numarabile A, ..., A,, A1 X Ay... A, este numarabila.
n = 2: Aplicam (i).
n = n+ 1. Fie A;,..., Apy1 multimi numarabile si B = [[;_; A;. Atunci B este

numarabila, conform ipotezei de inductie, deci, conform (i), B x A, este numarabila.
Se observa imediat ca functia

n+1

i HAi — BXxApp1, f((ar, a2, an, ang1)) = (a1, a2, .. an), ang1)

i=1

.. . . 1 o v
este bijectie. Prin urmare, H?jl A; este numarabila.



]
Definitia 1. O familie de mulfimi (A;);c;r se numeste disjuncta daca pentru orice i,j € I

cui#j avem A;NA; = 0.

(S3.2) Fie (A;)ier o familie de multimi. Pentru orice i € I notam A := {i} x A;. Sa se
arate ca A, ~ A; pentru orice i € I gi ca (A});er este o familie disjuncta de multimi.
Demonstratie: Este evident ca, pentru orice ¢ € I, functia

fi : Az — A;, fz(a) = (z’,a)

este bijectie.

Presupunem prin reducere la absurd ca (A});c; nu este o familie disjuncta de multimi. Atunci
exista j,k € [ cu j # k ai AN A, #0, deci exista x € A} N Aj}. Deoarece v € A}, exista
a € Aj cu x = (j,a). Similar, deoarece x € A}, exista b € A, cu x = (k,b). Rezulta ca
(j,a) = (k,b), deci k = j, ceea ce contrazice presupunerea. O]

Definitia 2. Reuniunea disjuncta a unei familii de multimi (A;)icr se noteaza [[,; As

st se defineste astfel:
icl iel
(S3.3) Fie A, B multimi a.l. exista f: B — A injectiva. Aratati, pe rand, urméatoarele:
(i) Daca B este infinita, atunci gi A este infinita.

(ii) Daca B este infinita si A este numarabila, atunci B este numarabila. In particular,
orice submultime infinita a unei multimi numarabile este numarabila.

Demonstratie:

(i) Presupunem ca A este finita si fie n = |A|. Deoarece B este infinita, are o submultime
C cu n+ 1 elemente. Obtinem ca restrictia lui f la C' definita astfel

fe:C—= A, fiolz) = f(z)
este injectiva. Am obtinut o contradictie cu Principiul lui Dirichlet.

(ii) Demonstram prima data ca orice submultime infinita a lui N este numarabila.

Fie B C N infinita, deci nevida. Construim inductiv o enumerare a sa B = {bg, b1, bo, . ..},
unde pentru orice n avem b, < b,1 §i b, > n.
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Fie by cel mai mic element al ei. Clar, by > 0. Atunci, B fiind infinita, B\ {by} ramane
infinita i deci nevida. Punem b; ca fiind minimul acelei multimi. Clar, b; # by si cum
by este minimul lui B, avem ca by < b;. Rezulta si ca by > by > 0, deci by > 1.

Presupunem ca am fixat pe by, ...,b, (pentru un n > 1) si vrem sa il alegem pe b1,
Il punem ca fiind minimul lui B\ {bo, ..., b,} si deci b, 1 # b,. Dat fiind ca b,, fusese
ales ca minimul lui B\ {by,...,b,_1}, avem ca b, < b,y1 si deci b,y 1 > n+ 1.

Luam functia ¢ : N — B, g(n) = b,, pentru orice n € N. Functia fiind strict
crescatoare, este injectiva. Fie acum m € B. Atunci b,y; > m+1 > m. Cum
b1 este minimul lui B\ {bo, ..., by}, rezulta ca m € {bg, ..., b, }. Deci exista i € N,
i <mcum=b; = g(i).

Demonstram acum enuntul principal. Fie h: A — N o bijectie. Atunci B ~ g(B) ~
h(g(B)), deci h(g(B) e infinita gi este submultime a lui N, deci numarabila, din cele
anterioare. Rezulta ca si B este numarabila.

O
(S3.4) Aratati, pe rand, urmatoarele:
(i) Daca A este finita si B este numarabila, atunci AU B este numarabia.

(ii)) Daca I este o multime numarabila si (A4;);e; este o familie disjuncta de multimi
numarabile, atunci | J;.; A; este numarabila.

(iii) Daca I este o multime numarabila si (A;);cr este o familie de multimi numarabile,

atunci | J;.; A; este numarabila.

(iv) Q este numarabila.

Demonstratie:

(i) Daca A este finita, atunci are un numar natural de elemente n. Demonstram prin
inductie dupa acel n.

Dacid n =0, atunci A = () si AU B = B, numarabila.

Presupunem acum adevarata pentru un n si demonstram pentru n + 1. Putem deci
scrie A = {a} UA" unde |A'| =nsia ¢ A’. Atunci A’U B e numarabila, din ipoteza de
inductie — in particular, A’UB ~ N*. Scriem AUB = {a}UA’UB. Daca a € B, atunci
{a}UA"UB = A’U B, numarabila. Daca a ¢ B, atunci {a} UA'UB ~ {0} UN* = N.



(i)

(iii)

Oferim mai intai demonstratia pentru I = N.

Pentru orice n € N, A, este numarabila, deci A, = {@n0,@n1,@n2y- -\ ang,-- -}
Definim
f:NxN-— U A, f(ny,m) = apm.
neN
Se observa ugor ca f este bijectie. Pentru orice a € A exista un unic n, € N a.l.
a € A,, (deocarece (A,)nen este familie disjuncta), deci exista un unic m, € N a.l.
a = (an,,am, ). Inversa lui f se definegte astfel:

Fo A= NxN, fa) = (ne, ma).
neN

Deoarece N x N este numarabila, rezulta ca |,y A este numarabila.
Consideram acum cazul general, cand I este multime numarabila arbitrara si fie F' :
N — I o bijectie. Pentru orice i € I, fie A; = {a;0,ai1,0:2,...,a;,...} 0 enumerare
a lui A;. Definim functiile

f:NxN—=IxN, f(m,n)=(F(m),n)

g: I xN— UAi’ g(i,n) = a; p.
iel

Se observa ugor ca f si g sunt bijectii, deci N x N~ I x N ~ | J,.; 4;. Asadar, (J,.; 4
este numarabila.
Oferim mai intai demonstratia pentru I = N.

Fie Al = {n} x A,. Atunci, conform (S3.2), (A} )nen este o familie disjuncta de
multimi numarabile. Aplicam (ii) pentru a concluziona ca | J _y A’ este numarabila.

Definim
FJAa—= A, fla)=(n,a),

neN neN

neN

unde n, = min{n € N | a € A, }. Este evident ca f este bine definita si injectiva. De
asmenea, din (S3.3).(i), {J,cy An este infinita, deoarece Ay este infinita si incluziunea

jido— A jla)=a
neN

este injectie. In sfarsit, putem aplica (53.3).(ii) pentru a conchide ca |J, oy An este
numarabila.

Consideram acum cazul general, cand [ este o multime numarabila arbitrara si fie
F : N — [ o bijectie. Consideram familia (B,,),en definita, pentru orice n € N, prin:
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Atunci (J;e; Ai = U,en Br i deci U,ep Ai ~ Upen Bn ~ N

neN neN

(iv) Notam, pentru orice n € N, A4, := {-%5 | m € Z}. Aratam ca multimile ce compun
aceasta familie numarabila sunt gi ele numarabile. Luam pentru orice n € N, bijectia
fan 1 Z — A, definita, pentru orice m, prin f,(m) = - Observam acum ca Q este

reuniunea familiei, deci este si ea numarabila, aplicand (S3.4).(iii).

]



