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(S14.1) Pentru orice formule ¢, 9 si orice variabila z ¢ FV (y),

w Hdzp (1)

Va(p A ) H o AVay (2)
Jz(p Vp) B oV Iz (3)
V(e — ) Hp — Vay (4)
(Y = ) HVap — ¢ (5)

Demonstratie: Fie A o L-structuragie:V — A.

@ H Jzp:
AE Jrple] <= exista a € A al AF glesd <= AFE ¢le], deoarece © ¢ FV(p)
(aplicand Propozitia 2.25).

V(e A1) H o AVay:

AE (Vz(p A))le] <= pentru orice a € A, AFE (p A)[esq] <= pentru orice a € A,
AE plerea) st AE Yless] <= (aplicand Propozitia 2.25) pentru orice a € A, A F ¢le] si
AE Ylesq < AFE ple] si pentru orice a € A, AE Yle,,] < AFE ple] st AE Vayle]
< AE (p AVz))e].

Jx(p V) H eV Iz

AE Bx(pVy))le] < existaa € A al. AFE (pV))lers < exista a € A al.
A E plescq] sau A E leyq] <= (aplicand Propozitia 2.25) exista a € A ai. AFE g|e]
sau A F Ylera <= AF gle] sau existda a € A al AF ¢lesd <= AFE ple] sau
AE Jzle] <= AE (¢ V Ixp)[e].



V(e — ) Hp — Vai:

AE (Vx(e — ¢))[e] <= pentru orice a € A, AF (¢ = ¥)|erca] <= pentru orice a € A,
A plesq] sau AE Yley ] < (aplicand Propozitia 2.25) pentru orice a € A, A H ¢|e]
sau A F e < A H ¢[e] sau pentru orice a € A, A E e, ] < A ¢le] sau
AEVziyle] <= AE (¢ — Va)le].

Jz (v — @) H V2 — ¢
AFE Jz(p = ¢)le] <= existaa € A al AF (Y — ¢)lesca < existaa € A al
AE ey o] sau AFE pley o] <= (aplicand Propozitia 2.25) exista a € A a.i. A ¥ [eg ]
sau A F gle] <= AF Vayle] sau AF ple] <= AE Yz — ¢)[e].

[

(S14.2) Sa se axiomatizeze:
(i) clasa multimilor strict ordonate care au un element minimal;
(ii) clasa multimilor strict ordonate care au un element maximal;

(ili) clasa multimilor strict ordonate cu proprietatea ca orice element are un unic succesor.

Demonstratie: L: = (<)
(i) K = Mod(Th((IREFL),(TRANZ),(MINIMAL))), unde
(MINIMAL) :  3avy-(y<z)
(ii) K = Mod(Th((IREFL),(TRANZ),(MAXIMAL))), unde
(MAXIMAL) :  3a¥y—(z<y)
(iii) K= Mod(Th((IREFL),(TRANZ),(SUCC))), unde

(SUCC): Vady(z<y AVz(z<z — (z =y V y<z)))

(S14.3) Fie £ un limbaj de ordinul I. Sa se arate ca:
(i) pentru orice formule ¢, v i orice variabila z,
V(e = ) = (Ve — V)

este valida (A2);



(i)

(i)

pentru orice formula ¢ si orice variabila z cu x ¢ Var(yp),
@ — Vap
este valida (A3);

pentru orice variabila x si orice termen t cu x ¢ Var(t),
dx(x =1t)

este valida (A4).

Demonstratie: Fie A o L-structurda gsi e : V — A o evaluare.

(i)

(iii)

Presupunem ca A F (Vxz(¢ — ¢))[e]. Deci pentru orice a € A, vom avea ca are loc
AE (¢ = ¥)[ezcal (*). Vrem sa aratam ca A F (Vxyp — Va)le]. Presupunem prin
absurd ca nu e aga — atunci avem ca A F (Vzp)le] si A (Va))le]. Deci pentru orice
a€ A AE plesa) (**) siexista un b € A cu AF Ylesp] (***). Luand in (*) si (**)
a := b, obtinem ca AF (¢ — ¥)[ercs] i AF @lescs], ceea ce contrazice (***).

Presupunem ca A F ple]. Vrem sa aratam A F (Vzp)[e], i.e. ca pentru orice a € A,
AE ¢lezeq). Fiea € A. Clar FV(p) C Var(p). Cum z ¢ Var(p), ¢ FV(p). Avem
ca e si e, , difera cel mult pe “pozitia” x, deci restrictionate la F'V () ele devin egale.
Aplicand Propozitia 2.25, rezulta ca avem intr-adevar A F pleg ).

Trebuie aratat, folosind (S12.1).(iv), ca exista un b € A astfel incat A F (z = t)[eses),
i.e. ca exista un b € A astfel incat b = t*(e,p). Cum x ¢ Var(t), aplicand Propozitia
2.24, avem t*(e, ) = t4(e). Deci trebuie aritat doar ci existd un b € A astfel incat
b = t*(e). Dar acum e simplu, luam b := t4(e).

[]

(S14.4) Sa se axiomatizeze urmatoarele clase de grafuri:

(i)
(i)
(i)
(iv)

)

(v

grafurile infinite;

grafurile complete;

grafurile care au cel putin un drum de lungime 3;
grafurile care au cel putin un ciclu de lungime 3;

grafurile cu proprietatea ca orice varf are exact o muchie incidenta.



Demonstratie: Lg,or = (£). Teoria grafurilor este Th((IREFL), (SIM)).

(i) Adaug multimea de enunturi
[:={3="|n>2}.
Deci, Th((IREFL), (SIM),T).

(ii) Adaug enuntul '
p =Vavy(=(z =y) = E(z,y)).

Deci, Th((IREFL), (SIM), ).
(ili) Adaug enuntul
© = JvyFvyTuz vy ( /\ —(v; = v;) A E(v1,v3) A E(vg,v3) A E(v;»,,m)) :
1<i<j<d
Deci, Th((IREFL), (SIM), ).
(iv) Adaug enuntul
¢ = JvyFvyTus ( /\ —(v; = v;) A E(v1,v2) A E(vg,v3) A E(vs, vl)> .
1<i<j<3
Deci, Th((IREFL), (SIM), ).
(v) Adaug enuntul
© = VaIyE(z,y) ANVaVyVz(E(x,y) A E(z,2) = y = 2).

Deci, Th((IREFL), (SIM), ¢).



