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Notatie 1. Fie £ un limbaj de ordinul I. Pentru orice variabile x,y cu x # vy, orice L-
structura A, orice e : V — A si orice a,b € A, avem ca:

<€y<—b)x<—a = (6x<—a)y<—b .

In acest caz, notam valoarea lor comuna cu €y q 4. In acest caz, notam valoarea lor comuna
CU Cpeqy«p- Asadar,

e(v) dacav#x,y
Coayet:V > A ercayes() =1 a daca v =x
b daca v =1y.
(S13.1) Pentru orice formule ¢, 9 i orice variabile x,y cu x # y,
(i) =3z HVz-p;
(i) Ya(e A ) B Vzp AV,
(iii) JyVap F VeIye;
(iv) Va(e — ¢) E Vo — VYa.
Demonstratie: Fie Agie:V — A.
(i) AE (m3zp)[e] <= A (3xp)le] <= nu este adevarat ca exista a € A ai. AFE

©lezca] <= pentru orice a € A, avem A F ple,. 4] <= pentru orice a € A, avem
AE —plesad <= AE (Vzyp)[el.



(i)

(i)

AE (Vz(pA))le] < pentruorice a € A, avem AF (pAv)]era] <= pentru orice
a€ A avem AF ¢lepa] St AFE Y[eres <= (pentru oricea € A, avem A F go[em_a])
si (pentru orice a € A, avem A F ¢les,]) <= A E (Vap)le] si A E (Vay)le]
< AFE (Vzo AVap)lel.

Avem ca A F (JyVrp)le] <= exista b € A ad. pentru orice a € A avem A F
©l(eyep)wcal, i-e., folosind ipoteza ca x # y, AFE plescayes) ().

A E (Vz3yp)le] <= pentru orice a € A existda ¢ € A al AF @[(€rca)yed, €.,
folosind ipoteza ca x # y, A E ¢legcayee] (*%).

Stim (*) si vrem sa aratam (**). Fiea € A. Vrtem c€ A al AF ¢lescayee

Luam c sa fie b-ul din (*). Avem, asadar, ca A F ¢z < a,y < b, ceea ce ne trebuia.

Presupunem ca A E (Vx(¢ — 1))[e]. Atunci, pentru orice a € A, AFE (¢ = ¥)[eral,
deci pentru orice a € A, A ¥ ¢lesca| sau A E Plesq| (¥). Vrem sa aratam ca
AE (Vxp — Va)le]. Presupunem ca n-ar fi aga. Atunci, A E (Vzp)[e] si A H (Vay)[e]
(**). Din a doua conditie din (**), rezulta ca exista b € A cu A H ¢[e,.p]. Din (¥),
rezultd ca A F ¢les«sp). Dar din prima conditie din (**), ar rezulta cd A E ¢le,cy),
ceea ce este o contradictie.

[]

(S13.2) Fie z,y variabile cu  # y. Sa se dea exemple de limbaj de ordinul I, £, si de
formule ¢, ¢ ale lui £ astfel incat:

(i)
(i)

Vr(p V) F Yop V Vay;
Jzp A3z 7 Fx(e A);

(iii) VaIye F JyVze.

Demonstratie: Considerim L,, = (<, 4, x,5,0), Lg-structura N := (N, <, +,-,5,0) si

e: V — N o evaluare arbitrara (sa zicem, punem e(v) := 7 pentru orice v € V).

(i)

Fie 2:= S50, ¢ := 2<2 si  := ~(2<2). Atunci
N EVz(p V)l
Pe de alta parte,

(a) N E (Vzp)le] <= pentru orice n € N avem N E ¢le,.,] <= pentru orice
n € N, avem n < 2, ceea ce nu este adevarat (luand n := 3, de exemplu). Deci,

N7 (Vop)[e].



(b) N E (Vap)[e] <= pentru orice n € N avem N F [e,.,] <= pentru orice
n € N, avem n > 2, ceea ce nu este adevarat (luand n := 1, de exemplu). Deci,

N7 (Vay)le].

Prin urmare,

N E (Ve vV V)e].
(i) Fie 2 := 550, ¢ := £<2 si ¢ 1= =(<2). Avem:
(a) N E (Fzyp)le] < existan € N al N E plesen] < existan €N al n <2,

ceea ce nu este adevarat (luand n := 1, de exemplu). Deci, N E (Jzp)le].

(b) N E (Fzp)e] <= existan € N al N Eley,, < existain e N al n>2,
ceea ce nu este adevarat (ludnd n := 3, de exemplu). Deci, N' E (Fz¢))[e]. Prin
urmare,

N E (Fzp A Jz)[e].

Pe de alta parte, NV E Jz(p A ¢)[e] <= exista n € N ai N E (o A ¢)[escn]
<= existan € N al n <2sin > 2, ceea ce este fals. Prin urmare,

N7 Jz(p A)lel.

(iii) Fie ¢ := z<y. Atunci

NE (Vz3yp)le] <= pentru orice n € N, avem N E (3yp)[eren]
<= pentruorice n € Nexista m € N a.l. N F ¢[escnyem]
<= pentru orice n € N existam € N al n <m,

ceea ce este adevarat: se ia, de pilda, m :=n + 1. Asadar,
N E (VaTyp)le].

Pe de alta parte,

N E (TyvVezp)le] <= existameN al NE (Vep)leym)
<= exista m € N a.l. pentru orice n € N avem N E @[e,n yem)
<= existam € N a.i. pentru orice n € N avem n < m,

ceea ce este fals. Asadar,

N 7 (3y¥aep)le].



