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(S10.1) Sa se aduca urmatoarele formule la cele doua forme normale prin transformari
sintactice:

(i) ((vo — v1) Awvr) — vp;

(i) (v1 V —wy) — (—vg — v3).

Demonstratie:
(i) Avem:

((vg = v1) Avy) — vy ~ =((—ve Vur) Avy) Vg (inlocuirea implicatiei
~ =(=vp V y) V —wy V vy (de Morgan

~ (==wy A —wp) Vg Vg (de Morgan

— ~— ~— “~—

~ (vg A —v1) V =01 V v (reducerea dublei negatii

iar ultima formula este in FND. Mai departe, obtinem:

(vo A1) V =1 Vug ~ ((vo V 1) A (o1 V=) Vg (distributivitate)
~ (vo V =y Vug) A (v Vg V) (distributivitate)
~ (vo V —v1) A (1 V vp) (idempotenta)

iar ultima formula este in FNC. De asemenea, ultima formula este echivalenta si cu:
Vo \Y U1,

care este gi in FND, si in FNC.



(ii) Avem:

(v1 V —wy) — (mvg — v3) ~ =(v1 V —y) V (509 Vug)  (inlocuirea implicatiilor)

~ =(v1 V =) V oy Vovg (reducerea dublei negatii)
~ (mvp A ==wy) Vv V vy (de Morgan)
~ (mv1 Avg) Vug Vs (reducerea dublei negatii)

iar ultima formula este in FND. Mai departe, obtinem:

(mv1 Avg) Vg Vs ~ ((—v1 Vug) A(vgVog)) Vs (distributivitate)
~ (_\U1 vV V2 V ’03) N (U4 V V2 V 123) (distributivitate)

lar ultima formula este in FNC.

O

(S10.2) Sa se aduca formula ¢ = (vg — v1) — vz la cele doua forme normale trecandu-se
prin functia booleana asociata (i.e. metoda tabelului).
Demonstratie:  Alcituim tabelul de valori al functiei asociate F, : {0,1}* — {0,1},

precum si a functiei = o Fi,.

Ty T1 To | xo— X1 | Fu(xo, 11, 22) 1= (20 = 21) = 2 | " F (20, 1, 22)
1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 0
0O 1 O 1 0 1
0O 0 1 1 1 0
0O 0 O 1 0 1

Obtinem, agadar, uitandu-ne pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui F, si aplicand
rationamentul din demonstratiile Teoremelor 1.72 gi 1.74, ca o forma normala disjunctiva a
lui ¢ este:

(’UO A U1 A Ug) vV ('UQ N -1 A Ug) vV (’UQ A -1 A _|UQ) V (_\Uo VAN N UQ) V (_\Uo A —vp A ’Ug),

iar uitandu-ne pe liniile cu 0 de pe coloana valorilor lui F, si aplicand rationamentul din
demonstratiile Teoremelor 1.73 si 1.74, obtinem ca o forma normala conjunctiva a lui ¢ este:

(ﬁUQ V = V Ug) VAN (UQ V = V ’Ug) VAN (’U[) VoV Ug).
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Alternativ, ne putem uita pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui = o F,, = F., pentru a
obtine (ca mai sus) urmatoarea forma normala disjunctiva a lui —¢:

(UO N U1 A _|’U2) V (_|U0 N U1 VAN _|UQ) V (_|U0 A\ U1 A _|U2),

iar, pe urma, aplicand Propozitia 1.68.(ii), obtinem ca o forma normald conjunctiva a lui
-, si deci a lui ¢, este:

(ﬁUQ V U1 vV ’Ug) VAN (’UQ V U1 V Ug) VAN (’Ug V U1 V Ug).

(S10.3) Sa se testeze daca urmatoarele multimi de clauze sunt satisfiabile:
(1) {{_'UO7 U1, _'U3}7 {_'U27 _'Ul}v {/007 UQ}? {UO}a {U2}7 {/03}}7
(11> {{U()’Ul}?{_'UIJUQ}J{_'U07U27U3}}‘

Demonstratie:

(i) Presupunem ca am avea un model e al multimii de clauze. Atunci e(vy) = e(vy) =
e(v3) = 1. Cum e F {—wg, vy, w3}, avem ca e(vy) = 1. Dar atunci e i {—wvy, —v1}. Am
obtinut o contradictie. Ramane ca multimea de clauze din enunt este nesatisfiabila.

(ii) Fie evaluarea e :V — {0, 1} astfel incat e(vg) = 1, e(vy) = 0, si e(v;) = 1 pentru orice
1 > 2. Atunci e satisface fiecare clauza din multime, deci este model pentru multimea
de clauze. Asadar, multimea de clauze din enunt este satisfiabila.

]

(S10.4) Sa se demonstreze Propozitia 1.70.(i) din curs.
Demonstratie:  Fie o formula ¢. Notam Var(yp) = {z1,...,z,} astfel incat pentru orice

i # j avem x; # ;. Avem:

F ¢ < pentruoricee: V — {0,1}, e F ¢
& pentru orice e : V — {0,1}, et (p) =1
& pentru orice (e1,...,&,) € {0,1}" si
pentru orice e : V — {0, 1} astfel incat pentru orice 7, e(x;) = &;, avem e*(p) =1
& pentru orice (e1,...,,) € {0,1}" el _ (@) =1
& pentru orice (g1, ...,&,) € {0,1}", F (e1,...,6,) =1

& I, este constanta 1.



Apoi, avem ca o formula ¢ este nesatisfiabila ddaca F —¢ (Propozitia 1.11.(ii)). Mai departe:

F = < pentru orice e : V — {0,1},e F -
& pentru orice e : V — {0,1}, e (=p) = 1
& pentru orice e : V — {0, 1}, =et (p) =1
& pentru orice e : V — {0,1}, e (¢) =0
& pentru orice (1, ...,e,) € {0,1}" si
pentru orice e : V — {0, 1} astfel incat pentru orice i, e(x;) = &;, avem e (p) =0
& pentru orice (g1, ...,,) € {0,1}" el _ (¢) =0
& pentru orice (g1, ...,&,) € {0,1}", F (€1, ....&,) =0

& F, este constanta 0.

(S10.5) Fie n € N*. Notam cu Form,, multimea acelor ¢ € Form ce verifica faptul ca

Var(e) = {vo, ..., Un_1}-

Calculati numarul de elemente al multimii cat Form,,/~.
Demonstratie: Reamintim ca pentru orice formula ¢, notam cu [¢] clasa de echivalenta

a lui ¢, ce in cadrul nostru (multimea: Form,; relatia: ~, de echivalenta semantica) va fi
multimea:

{v) € Formy, | ~ ¢}

De asemenea, definim:
Bool,, := {f :{0,1}" — {0,1} | f functie}.

Avem ca {0,1}" are 2" elemente, si deci ca multimea Bool,, ce contine fiecare functie
booleans de n variabile, are 22" elemente.
Consideram funtia ¥,, : Form, /~ — Bool,,, definita, pentru orice ¢ € Form,,, prin:

o ([¢]) = F,.

Din Propozitia 1.70.(ii).(b), rezulta ca ¥,, este bine definita si injectiva, iar din Teorema 1.72
rezultd ca W, este surjectivda. Asadar, si Form,/~ are 22" elemente. O

(S10.6) Sa se demonstreze Propozitia 1.68.(ii) din curs.

Demonstratie:  Consideram ¢ = \/]"_; (/\f;l Lm-), unde fiecare L; ; este literal. Atunci:
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unde L ; este definit precum in curs.

(conform Propozitiei 1.21)

(conform Propozitiei 1.21)



