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(S1.1) Fie T o multime si A, B, X CTcu ANB=0si AU(B\ X)=BUX. Si se arate
ca X = A.

Demonstratie:  Presupunem prin absurd ca X # A. Atunci ori exista z € X \ A, ori
exista x € A\ X.

In primul caz, avem ci 2 € X C BUX = AU(B\ X). Cum 2 ¢ A, avemm z € B\ X, deci
x ¢ X, contradictie cu x € X \ A.

In cel de-al doilea caz, avem ci z € AC AU(B\ X)=BUX, deci z € Bsauz € X. Cum
x € A\ X, rezulta x € B. Atunci x apartine gi lui A, i lui B. Dar A si B sunt disjuncte,
contradictie. O

(S1.2) Fie A = {a,b,c,d} si R = {(a,b), (a, ), (¢,d), (a,a), (b,a)} orelatie binara pe A. Care
este compunerea R o R? Care este inversa R~ a lui R? Care dintre relatiile R, R™!, Ro R
este functie?

Demonstratie: Obtinem

RoR = {(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(b,a),(b,b),(b,c)},
R = {(a,a),(a,b),(b,a),(c,a),(dc)}.
Niciuna dintre relatiile R, R~!, R o R nu este functie, deoarece
(i) (a,b) € Rsi (a,c) € R;
(ii) (a,a) € R7'si (a,b) € R
(iii) (a,a) € Ro R i (a,b) € Ro R.



(S1.3) Dati exemplu de familie de submultimi ale lui R indexata, pe rand, dupa:
(i) N%

(ii) Z;

(iii) {2,3,4}.

Determinati reuniunea si intersectia fiecarei familii date ca exemplu.
Demonstratie:

(i) (a) A, = {n} pentru orice n € N*. Atunci (J,,cn An = N*, (o= An = 0.
(b) By = {0}, By = N*, B3 = Q si B,, = R pentru orice n > 5. Atunci |J,cy. Bn = R,

Mnene B = 0.
(¢) E, = (—=%,1) pentru orice n € N*. Atunci [, En = (—1,1), Npen- En = {0}
(d) A, = {1} pentru orice n € N*. Atunci (J, oy An = (Npene An = {1}
(e) A, ={1,2,...,n} pentru orice n € N*. Atunci | J,,cppe An = N*, e+ An = {1}
(ii) Cy = (—00,0),Cy = {0}, C_,, = {3} pentru orice n > 0, C;,, = {7} pentru orice n > 3.
Atunci Unez (—oo, 0] U {3} U{7}, Nyer Cn = 0.

(ifi) Dy = {0}, Dy = {2}, Dy = {3}. Atunci U, cz54 Do = {0,2.3}, Nycposgy D = 0.
O

(S1.4) Daca (A;)ier este o familie de submultimi ale unei multimi X, aratati urmatoarele
(legile lui De Morgan):

(1) CxUier Ai = Nier Ox Ai
(11) CXﬂieI Az = Uie[ CXAz

Demonstratie:

(i) Fie z € X. Atunci v € CxU,.;4i <= 2 ¢ U,c; Ai <= nu este adevarat ca

v € J,c; Ai <= nu este adevarat ca (existai € I ali x € A;) <=

pentru orice i € I, x ¢ A; <= pentru orice i € I, x € CxA; <= v €(),c; CxA;.

(ii) Fie z € X. Atunci x € Cx(,e; 4 < v ¢ ();c;4i <= nu este adevarat ca
r € (;er Ai <= nu este adevarat ca (pentru orice i € I, v € A;) <= exista i € [
al v ¢ A <= existaicl al ze€CxA; <= v, CxA.
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(S1.5)

(i)
(i)

Demonstrati ca orice intervale deschise (a,b), (¢, d) ale lui R sunt echipotente.

Demonstrati ca (0, 1), (0, 1],[0,1),[0, 1] si R sunt echipotente.

Demonstratie:

(i)

Fie functia

d—c

Filab) = ed), flo) =5

(x — a) + ¢ pentru orice = € (a,b).

Dacaa<x <b avemcal<zr—a<b—asi0< ﬁ(ﬂc—a) < d — c¢. Adaugand c,
rezultd ca functia noastra este bine definita, i.e. valoarea data de noi pentru f(x) se
afla intr-adevar in (¢, d). Definim functia

b—a
d—rc

Se observa usgor ca f si g sunt inverse una celeilalte. Prin urmare, (a,b) si (¢, d) sunt
echipotente.

g: (Cv d) — ((I, b)> g($) =

(x — ¢) + a pentru orice x € (¢, d).

Stim ca tan : (=7, %) — R este bijectiva, iar din punctul anterior avem ca (—7%, 7) este
echipotent cu (0, 1).

O solutie directa este: se ia functia f : (0,1) — R, definita, pentru orice x € (0, 1),

prin:
2—-1 daci0<az<i
fo={ 27t oo

% — 2, altminteri
—x

ce are inversa f~!': R — (0, 1), definit, pentru orice y € R, prin:
1

_ = daca y <0
fl(y)z{lm1 U

— Ty altminteri.

Prin urmare, (0,1) si R sunt echipotente.

Se ia apoi functia h : | = (0,1), definita, pentru orice x € (0, 1], prin:

% daca exista n € N* al. x = %
x, altminteri.



Inversa sa ™! : (0,1) — (0, 1] este definita, pentru orice y € (0,1), prin:

1

n

1 ~ . ~ * ~
_ —— daca existan € N* al y=
hHy) = {” !

y, altminteri

Prin urmare, (0, 1] i (0, 1) sunt echipotente.

Consideram apoi functia j : [0,1] — (0,1), definita, pentru orice = € [0, 1], prin:

, dacax =0

= N

N ¢ N |
j(x) = > dacd existan € N al z =

r, altminteri.
Inversa sa j~': (0,1) — [0,1] este definitd, pentru orice y € (0, 1), prin:

ﬁ, daca exista n € N\ {0,1,2} al y= %

i Hy) =< 0, daciy =1

y,  altminteri
Prin urmare, (0,1) si [0, 1] sunt echipotente.

In sfarsit, se observd usor c& functia F : (0,1] — [0,1), F(z) = 1 — x este bijectivi
(inversa lui F' fiind tot F). Prin urmare, (0, 1] si [0, 1) sunt echipotente.
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