Forma normald conjunctivd / disjunctivd

< , . v dacal=veV
Daca L este literal, atunci L€ := .
v dacd L = —w.

Propozitia 1.68

(i) Fie ¢ o formuld in FNC, p = A7, (\/Jk’:1 L,-J). Atunci

o~ Vi (/\J 1 L,i,) o formul3d in FND.
(ii) Fie ¢ o formuld in FND, ¢ = \/I_; </\Jk::1 LiJ)- Atunci
i~ Ay (\/J 1 L,CJ> o formul3 in FNC.

Dem.:
(i) Aplicand Propozitia 1.21, obtinem

Y = ﬂ/\, 1( )N\/;’zl_‘(\/j'q1L',j>

~ VI (/\f;pu )~ Vi (AL L),
(ii) Exercitiu.



Functia asociatd unei formule

dtati cd F vy — (va = (v A v)).

vi | » — (V2 — (V1 A Vg))
0|0 1
0|1 1
110 1
111 1
Acest tabel defineste o functie F : {0,1}2 — {0,1}
€1 | &2 | F(e1,22)
00 1
0|1 1
110 1
111 1




Functia asociata unei formule

ormuld si Var(p) = {x1,...,xn}.

Fie (e1,- n) € {0,1}". Definim e, ., : Var(p) — {0,1}"
astfel:

€, (X)) =¢€;i pentruorice i€ {1,...,n}.
Definim e, _ () € {0,1} astfel:

el () i=et(y),

unde e : V — {0, 1} este orice evaluare care extinde e, ., adicg,
e(xj) = ez,,...e,(xi) = €; pentru orice i € {1,...,n}.
Conform Propozitiei 1.9, definitia nu este ambigua.

Definitia 1.69
Functia asociatd lui ¢ este F, : {0,1}" — {0, 1}, definita astfel:
Fo(e1,...,en) = e . (@) pentru orice (e1,...,e,) € {0,1}".

Asadar, F, este functia definitd de tabela de adevar pentru (.



Functia asociatd unei formule

Propozitia 1.70

(i) Fie ¢ o formula. Atunci

(a) E ¢ ddacd F, este functia constant3 1.
(b) ¢ este nesatisfiabild ddacd F, este functia constanta 0.

(ii) Fie ¢, doud formule. Atunci
(a) ¢ F1 ddaca F, < Fy.
(b) ¢ ~1 ddaci F, = F,.

(iii) Exista formule diferite ¢, ai. F, = Fy.

Dem.: Exercitiu.



Caracterizarea functiilor booleene

Definitia 1.71

O functie boolean3 este o functie F : {0,1}" — {0,1}, unde n > 1.
Spunem c3 n este numarul variabilelor lui F.

Exemplu: Pentru orice formuld ¢, F, este functie Booleand cu n
variabile, unde n = |Var(y)|.

Teorema 1.72

Fien>1si H:{0,1}" — {0,1} o functie booleand arbitrara.
Atunci exista o formuld ¢ in FND al H = F,.

Dem.: Dacd H(e1,...,en) = 0 pentru orice (e1,...,e,) € {0,1}",

n—1

ludm ¢ = \/(v,- A =v;). Avem cd Var(p) = {vo,..., vao_1},

i=0
asadar, F,:{0,1}" — {0,1}. Cum v; A —v; este nesatisfiabild
pentru orice i, rezultd c3 ¢ este de asemenea nesatisfiabil3. Deci,
F, este de asemenea functia constanta 0.



Caracterizarea functiilor booleene

, multimea

1) = {(e1,...,en) € {0,117 | H(ey,...,en) = 1}

este nevida.
Consideram formula

= \/ /\ vi A -V
0

(cr,en)eT \ei=1  g=

Deoarece Var(yp) = {vi,...,Vp}, avem ca F, : {0,1}" — {0,1}.

Demonstram c& pentru orice (d1,...,d,) € {0,1}", avem c3
Fu(01,...,00) =1 <= H(b1,...,0,) =1,

de unde va rezulta imediat ca H = F.



Caracterizarea functiilor booleene

Fie e :
Atunci
et(p) =1

Prin urmare, F(61,..

e v 1t

{0,1} a.. e(v;) =d; pentru orice i € {1,...,n}.

Vierener (Aei=18(vi) A Nei=ome(vi)) = 1
ViereneT (Nei=10i A Ne;=0m0i) =1

exists (e1,....c0) € T af \m10i =1

si Ae;=0mdi =1

exista (e1,...,ep) € T al. d;=¢;
pentru orice i € {1,...,n}
((51,...,(5,,)6 T
H(d1,...,0p) = 1.

L0 =1 = ¢ s(p)=1

<= e'(p) =1 pentruorice e: V — {0,1} ai e(v;)=d;
pentru orice i € {1,...,n} <= H(d1,...,6,) =1. n



Caracterizarea functiilor booleene

Teorema 1.73

Fien>1si H:{0,1}" — {0,1} o functie booleand arbitrara.
Atunci existd o formuld ¢ in FNC ali. H = Fy.

Dem.: Dacd H(ey,...,e,) = 1 pentru orice (e1,...,&,) € {0,1}",

atunci luam
n—1

P = /\ (V,' V —'V,').
i=0
Altcumva, multimea

Fi=H7(0)={(e1,...,n) € {0,1}" | H(en,...,en) = 0}
este nevida.
Consideram formula ¢ := /\ \/ v V \/ Vi
;=0

(e1,-yn)EF \&i=1
Se demonstreazd ca H = Fy, (exercitiu!). .



Caracterizarea functiilor Booleene

Exempl
€1 | €2 | &3 | H(er,e2,€3)
0] 0] O 0
0011 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0] O 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

H:{0,1}3 — {0,1} descriss prin tabelul:

Di=viVwnVwy
Dy, =viVwnV-w
G =-viAwv A~
D3:V1\/_\V2\/_\V3
G =wv AN wnA-w
C3:V1/\_\V2/\V3
G=wvAwnA-v
G=vAwnAwn

(p:C1VC2VC3VC4VC5Tn FND a.i. H:FS(J
Y =Di ANDyAND3in FNC ali. H=Fy.



Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Teorema 1.74

Orice formuld ¢ este echivalent3 cu o formuld ¢ VP in FND si cu
o formuld V¢ in FNC.

Dem.:
Fie Var(¢) = {x1,...,xn} si F, :{0,1}" — {0,1} functia
booleana asociatd. Aplicand Teorema 1.72 cu H := F_, obtinem o

formul3 NP in FND af. F, = F mo. Asadar, conform
Propozitiei 1.70.(ii), ¢ ~ P,

Similar, aplicand Teorema 1.73 cu H := F,, obtinem o formuld
©fNCin FNC af. Fy = F rc. Prin urmare, ¢ ~ A O
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

pentru a aduce o formuld la FNC/FND:
uiesc implicatiile si echivalentele, folosind:

~ VY s pep ~ (tp V) A (Y V).

Pasul 1. Se
© —
Pasul 2. Se inlocuiesc dublele negatii, folosind ==t ~ 1), si se aplica
regulile De Morgan pentru a Tnlocui
(V) cumpAh si (e AY) cump Vb

Pasul 3. Pentru FNC, se aplica distributivitatea lui V fata de A, pentru
a Tnlocui

eV AX)cu(eVYP)A(pVXx) st (WAX)Veocu (PVe)A(xVe).

Pentru FND, se aplica distributivitatea lui A fata de V, pentru
a Tnlocui

eA[WPVX)cu(@AP)V(eAX) st (PVX)Apcu (PAE)V(XAp).
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Exemplu
Consideram formula ¢ := (—vp = —v2) = (vo = ).
Avem »

¢ ~ (v —w)V(w—wv) Pasull
~ (v V-wn) V(v — v) Pasull
~ (== V)V (-vwVwn) Pasull

~ (v V-w)V(-vwVwn) Pasul 2
~ (v A= w) V(v Vwv)  Pasul 2
~ (v Aw)V-vwVwn Pasul 2.

Putem lua NP := (=g A va) V =1 V va.
Pentru a obtine FNC, continuam cu Pasul 3:
o ~ ("wAw)V(-wVwn)
~ (—|V0\/—\V0\/V2)/\(V2\/—\V0\/Vg).

Putem lua oNC = (=vg V =vg V v2) A (v2 V =vg V v2). Se observ,

folosind idempotenta, c§ ©™NC ~ —vy V va. 12



Clauze

Definitia 1.75
O clauza este o multime finit3 de literali:
C={Ly,...,Ly}, unde Ly, ..., L, sunt literali.

Dacd n = 0, obtinem clauza vid3 [J := (.
O clauza nevida este considerata implicit o disjunctie.

Definitia 1.76

Fie C o clauzd si e : V — {0,1}. Spunem c3 e este model al lui C
sau c3 e satisface C si scriem eF C daca existda L € C al eF L.

Definitia 1.77
O clauza C se numeste
(i) satisfiabild dacd are un model.
(ii) valid3 dacd orice evaluare e : V — {0, 1} este model al lui C.
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Clauze

Definitia 1.78
O clauzad C este triviala daca existad un literal L al. L,L° € C.

Propozitia 1.79
(i) Orice clauzd nevid3 este satisfiabila.
(i) Clauza vid3 O este nesatisfiabila.
(i) O clauzd este validd ddacd este triviala.
Dem.: Exercitiu.
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Clauze

., Cm} este o multime de clauze.

Daci m btinem multimea vid3 de clauze (.

S este considerata implicit ca o formula in FNC: conjunctie de
disjunctii ale literalilor din fiecare clauza.

Definitia 1.80

Fie e: V — {0,1}. Spunem c3 e este model al lui § sau c3 e

satisface S si scriem e E S dacd e F C; pentru orice j € {1,..., m}.

Definitia 1.81
S se numeste
(i) satisfiabild dacd are un model.

(ii) valida dacd orice evaluare e : V' — {0,1} este model al lui S.
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Clauze

Propozitia 1.82

» Dacd S contine clauza vid3 [, atunci S nu este satisfiabil3.

> () este valid3.
Dem.: Exercitiu.
Exemplu
S = {{Vl, —|V3}, {—‘V3, V3}, {Vz, Vl}, {V2, vy, V3}} este satisfiabila.
Dem.: Consideram e: V — {0,1} a.l e(v1) = e(w) = 1. Atunci
eES. Ol
Exemplu
S = {{~vi,w},{-v3, w2}, {vi},{v3}} nu este satisfiabil3.
Dem.: Presupunem c3a S are un model e. Atunci
e(vi) = e(v3) = 1 si, deoarece e F {—v3, v}, trebuie s avem
e(v2) = 0. Rezultd c3 e(v2) = e(—v1) =0, deci e nu satisface
{=vi1, v2}. Am obtinut o contradictie. O]
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