
Forma normală conjunctivă / disjunctivă

Notaţie: Dacă L este literal, atunci Lc :=

{
¬v dacă L = v ∈ V

v dacă L = ¬v .

Propoziţia 1.68

(i) Fie ϕ o formulă ı̂n FNC, ϕ =
∧n

i=1

(∨ki
j=1 Li ,j

)
. Atunci

¬ϕ ∼
∨n

i=1

(∧ki
j=1 L

c
i ,j

)
, o formulă ı̂n FND.

(ii) Fie ϕ o formulă ı̂n FND, ϕ =
∨n

i=1

(∧ki
j=1 Li ,j

)
. Atunci

¬ϕ ∼
∧n

i=1

(∨ki
j=1 L

c
i ,j

)
, o formulă ı̂n FNC.

Dem.:

(i) Aplicând Propoziţia 1.21, obţinem

¬ϕ = ¬
∧n

i=1

(∨ki
j=1 Li ,j

)
∼
∨n

i=1 ¬
(∨ki

j=1 Li ,j

)
∼

∨n
i=1

(∧ki
j=1 ¬Li ,j

)
∼
∨n

i=1

(∧ki
j=1 L

c
i ,j

)
.

(ii) Exerciţiu.
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Funcţia asociată unei formule

Exemplu: Arătaţi că � v1 → (v2 → (v1 ∧ v2)).

v1 v2 v1 → (v2 → (v1 ∧ v2))

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Acest tabel defineşte o funcţie F : {0, 1}2 → {0, 1}

ε1 ε2 F (ε1, ε2)

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1
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Funcţia asociată unei formule

Fie ϕ o formulă şi Var(ϕ) = {x1, . . . , xn}.
Fie (ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n. Definim eε1,...,εn : Var(ϕ)→ {0, 1}n
astfel:

eε1,...,εn(xi ) = εi pentru orice i ∈ {1, . . . , n}.

Definim e+ε1,...,εn(ϕ) ∈ {0, 1} astfel:

e+ε1,...,εn(ϕ) := e+(ϕ),

unde e : V → {0, 1} este orice evaluare care extinde eε1,...,εn , adică,
e(xi ) = eε1,...,εn(xi ) = εi pentru orice i ∈ {1, . . . , n}.
Conform Propoziţiei 1.9, definiţia nu este ambiguă.

Definiţia 1.69

Funcţia asociată lui ϕ este Fϕ : {0, 1}n → {0, 1}, definită astfel:

Fϕ(ε1, . . . , εn) = e+ε1,...,εn(ϕ) pentru orice (ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n.

Aşadar, Fϕ este funcţia definită de tabela de adevăr pentru ϕ.
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Funcţia asociată unei formule

Propoziţia 1.70

(i) Fie ϕ o formulă. Atunci

(a) � ϕ ddacă Fϕ este funcţia constantă 1.
(b) ϕ este nesatisfiabilă ddacă Fϕ este funcţia constantă 0.

(ii) Fie ϕ,ψ două formule. Atunci

(a) ϕ � ψ ddacă Fϕ ≤ Fψ.
(b) ϕ ∼ ψ ddacă Fϕ = Fψ.

(iii) Există formule diferite ϕ,ψ a.̂ı. Fϕ = Fψ.

Dem.: Exerciţiu.
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Caracterizarea funcţiilor booleene

Definiţia 1.71

O funcţie booleană este o funcţie F : {0, 1}n → {0, 1}, unde n ≥ 1.
Spunem că n este numărul variabilelor lui F .

Exemplu: Pentru orice formulă ϕ, Fϕ este funcţie Booleană cu n
variabile, unde n = |Var(ϕ)|.

Teorema 1.72

Fie n ≥ 1 şi H : {0, 1}n → {0, 1} o funcţie booleană arbitrară.
Atunci există o formulă ϕ ı̂n FND a.̂ı. H = Fϕ.

Dem.: Dacă H(ε1, . . . , εn) = 0 pentru orice (ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n,

luăm ϕ :=
n−1∨
i=0

(vi ∧ ¬vi ). Avem că Var(ϕ) = {v0, . . . , vn−1},

aşadar, Fϕ : {0, 1}n → {0, 1}. Cum vi ∧ ¬vi este nesatisfiabilă
pentru orice i , rezultă că ϕ este de asemenea nesatisfiabilă. Deci,
Fϕ este de asemenea funcţia constantă 0.
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Caracterizarea funcţiilor booleene

Altcumva, mulţimea

T := H−1(1) = {(ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n | H(ε1, . . . , εn) = 1}

este nevidă.
Considerăm formula

ϕ :=
∨

(ε1,...,εn)∈T

∧
εi=1

vi ∧
∧
εi=0

¬vi

 .

Deoarece Var(ϕ) = {v1, . . . , vn}, avem că Fϕ : {0, 1}n → {0, 1}.

Demonstrăm că pentru orice (δ1, . . . , δn) ∈ {0, 1}n, avem că

Fϕ(δ1, . . . , δn) = 1 ⇐⇒ H(δ1, . . . , δn) = 1,

de unde va rezulta imediat că H = Fϕ.
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Caracterizarea funcţiilor booleene

Fie e : V → {0, 1} a.̂ı. e(vi ) = δi pentru orice i ∈ {1, . . . , n}.
Atunci
e+(ϕ) = 1 ⇐⇒

∨∨∨
(ε1,...,εn)∈T (

∧∧∧
εi=1e(vi )∧∧∧

∧∧∧
εi=0¬¬¬e(vi )) = 1

⇐⇒
∨∨∨

(ε1,...,εn)∈T (
∧∧∧
εi=1δi ∧∧∧

∧∧∧
εi=0¬¬¬δi ) = 1

⇐⇒ există (ε1, . . . , εn) ∈ T a.̂ı.
∧∧∧

εi=1δi = 1

şi
∧∧∧
εi=0¬¬¬δi = 1

⇐⇒ există (ε1, . . . , εn) ∈ T a.̂ı. δi = εi
pentru orice i ∈ {1, . . . , n}

⇐⇒ (δ1, . . . , δn) ∈ T
⇐⇒ H(δ1, . . . , δn) = 1.

Prin urmare, Fϕ(δ1, . . . , δn) = 1 ⇐⇒ e+δ1,...,δn(ϕ) = 1

⇐⇒ e+(ϕ) = 1 pentru orice e : V → {0, 1} a.̂ı. e(vi ) = δi
pentru orice i ∈ {1, . . . , n} ⇐⇒ H(δ1, . . . , δn) = 1.
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Caracterizarea funcţiilor booleene

Teorema 1.73

Fie n ≥ 1 şi H : {0, 1}n → {0, 1} o funcţie booleană arbitrară.
Atunci există o formulă ψ ı̂n FNC a.̂ı. H = Fψ.

Dem.: Dacă H(ε1, . . . , εn) = 1 pentru orice (ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n,
atunci luăm

ψ :=
n−1∧
i=0

(vi ∨ ¬vi ).

Altcumva, mulţimea

F := H−1(0) = {(ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n | H(ε1, . . . , εn) = 0}
este nevidă.

Considerăm formula ψ :=
∧

(ε1,...,εn)∈F

∨
εi=1

¬vi ∨
∨
εi=0

vi

.

Se demonstrează că H = Fψ (exerciţiu!).
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Caracterizarea funcţiilor Booleene

Exemplu: Fie H : {0, 1}3 → {0, 1} descrisă prin tabelul:

ε1 ε2 ε3 H(ε1, ε2, ε3)
0 0 0 0 D1 = v1 ∨ v2 ∨ v3
0 0 1 0 D2 = v1 ∨ v2 ∨ ¬v3
0 1 0 1 C1 = ¬v1 ∧ v2 ∧ ¬v3
0 1 1 0 D3 = v1 ∨ ¬v2 ∨ ¬v3
1 0 0 1 C2 = v1 ∧ ¬v2 ∧ ¬v3
1 0 1 1 C3 = v1 ∧ ¬v2 ∧ v3
1 1 0 1 C4 = v1 ∧ v2 ∧ ¬v3
1 1 1 1 C5 = v1 ∧ v2 ∧ v3

ϕ = C1 ∨ C2 ∨ C3 ∨ C4 ∨ C5 ı̂n FND a.̂ı. H = Fϕ.

ψ = D1 ∧ D2 ∧ D3 ı̂n FNC a.̂ı. H = Fψ.
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Forma normală conjunctivă / disjunctivă

Teorema 1.74

Orice formulă ϕ este echivalentă cu o formulă ϕFND ı̂n FND şi cu
o formulă ϕFNC ı̂n FNC.

Dem.:
Fie Var(ϕ) = {x1, . . . , xn} şi Fϕ : {0, 1}n → {0, 1} funcţia
booleană asociată. Aplicând Teorema 1.72 cu H := Fϕ, obţinem o
formulă ϕFND ı̂n FND a.̂ı. Fϕ = FϕFND . Aşadar, conform

Propoziţiei 1.70.(ii), ϕ ∼ ϕFND .

Similar, aplicând Teorema 1.73 cu H := Fϕ, obţinem o formulă
ϕFNC ı̂n FNC a.̂ı. Fϕ = FϕFNC . Prin urmare, ϕ ∼ ϕFNC .
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Forma normală conjunctivă / disjunctivă

Algoritm pentru a aduce o formulă la FNC/FND:

Pasul 1. Se ı̂nlocuiesc implicaţiile şi echivalenţele, folosind:

ϕ→ ψ ∼ ¬ϕ ∨ ψ şi ϕ↔ ψ ∼ (¬ϕ ∨ ψ) ∧ (¬ψ ∨ ϕ).

Pasul 2. Se ı̂nlocuiesc dublele negaţii, folosind ¬¬ψ ∼ ψ, şi se aplică
regulile De Morgan pentru a ı̂nlocui

¬(ϕ ∨ ψ) cu ¬ϕ ∧ ¬ψ şi ¬(ϕ ∧ ψ) cu ¬ϕ ∨ ¬ψ.

Pasul 3. Pentru FNC, se aplică distributivitatea lui ∨ faţa de ∧, pentru
a ı̂nlocui

ϕ ∨ (ψ ∧ χ) cu (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ) şi (ψ ∧ χ) ∨ ϕ cu (ψ ∨ ϕ) ∧ (χ ∨ ϕ).

Pentru FND, se aplică distributivitatea lui ∧ faţa de ∨, pentru
a ı̂nlocui

ϕ ∧ (ψ ∨ χ) cu (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) şi (ψ ∨ χ) ∧ ϕ cu (ψ ∧ ϕ) ∨ (χ ∧ ϕ).
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Forma normală conjunctivă / disjunctivă

Exemplu

Considerăm formula ϕ := (¬v0 → ¬v2)→ (v0 → v2).

Avem
ϕ ∼ ¬(¬v0 → ¬v2) ∨ (v0 → v2) Pasul 1
∼ ¬(¬¬v0 ∨ ¬v2) ∨ (v0 → v2) Pasul 1
∼ ¬(¬¬v0 ∨ ¬v2) ∨ (¬v0 ∨ v2) Pasul 1
∼ ¬(v0 ∨ ¬v2) ∨ (¬v0 ∨ v2) Pasul 2
∼ (¬v0 ∧ ¬¬v2) ∨ (¬v0 ∨ v2) Pasul 2
∼ (¬v0 ∧ v2) ∨ ¬v0 ∨ v2 Pasul 2.

Putem lua ϕFND := (¬v0 ∧ v2) ∨ ¬v0 ∨ v2.

Pentru a obţine FNC, continuăm cu Pasul 3:

ϕ ∼ (¬v0 ∧ v2) ∨ (¬v0 ∨ v2)
∼ (¬v0 ∨ ¬v0 ∨ v2) ∧ (v2 ∨ ¬v0 ∨ v2).

Putem lua ϕFNC := (¬v0 ∨¬v0 ∨ v2)∧ (v2 ∨¬v0 ∨ v2). Se observă,
folosind idempotenţa, că ϕFNC ∼ ¬v0 ∨ v2. 12



Clauze

Definiţia 1.75

O clauză este o mulţime finită de literali:

C = {L1, . . . , Ln}, unde L1, . . ., Ln sunt literali.

Dacă n = 0, obţinem clauza vidă � := ∅.

O clauză nevidă este considerată implicit o disjuncţie.

Definiţia 1.76

Fie C o clauză şi e : V → {0, 1}. Spunem că e este model al lui C
sau că e satisface C şi scriem e � C dacă există L ∈ C a.̂ı. e � L.

Definiţia 1.77

O clauză C se numeşte

(i) satisfiabilă dacă are un model.

(ii) validă dacă orice evaluare e : V → {0, 1} este model al lui C .
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Clauze

Definiţia 1.78

O clauză C este trivială dacă există un literal L a.̂ı. L, Lc ∈ C .

Propoziţia 1.79

(i) Orice clauză nevidă este satisfiabilă.

(ii) Clauza vidă � este nesatisfiabilă.

(iii) O clauză este validă ddacă este trivială.

Dem.: Exerciţiu.
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Clauze

S = {C1, . . . ,Cm} este o mulţime de clauze.
Dacă m = 0, obţinem mulţimea vidă de clauze ∅.

S este considerată implicit ca o formulă ı̂n FNC: conjuncţie de
disjuncţii ale literalilor din fiecare clauză.

Definiţia 1.80

Fie e : V → {0, 1}. Spunem că e este model al lui S sau că e
satisface S şi scriem e � S dacă e � Ci pentru orice i ∈ {1, . . . ,m}.

Definiţia 1.81

S se numeşte

(i) satisfiabilă dacă are un model.

(ii) validă dacă orice evaluare e : V → {0, 1} este model al lui S.
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Clauze

Propoziţia 1.82

I Dacă S conţine clauza vidă �, atunci S nu este satisfiabilă.

I ∅ este validă.
Dem.: Exerciţiu.

Exemplu

S = {{v1,¬v3}, {¬v3, v3}, {v2, v1}, {v2,¬v1, v3}} este satisfiabilă.

Dem.: Considerăm e : V → {0, 1} a.̂ı. e(v1) = e(v2) = 1. Atunci
e � S.

Exemplu

S = {{¬v1, v2}, {¬v3,¬v2}, {v1}, {v3}} nu este satisfiabilă.

Dem.: Presupunem că S are un model e. Atunci
e(v1) = e(v3) = 1 şi, deoarece e � {¬v3,¬v2}, trebuie să avem
e(v2) = 0. Rezultă că e(v2) = e(¬v1) = 0, deci e nu satisface
{¬v1, v2}. Am obţinut o contradicţie.
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