Teorema de completitudine Teorema de completitudine

1. Presupunem c3 (*) este adevaratd pentru k si fie
1}. Trebuie sd ardtdam ca {x{,...,x5_, 1} F ¢.
aluarea € := e, —e(x, 4)- Asadar, €'(v) = e(v)
pentru orice v # x,_k Si

Teorema 1.53 (Teorema de completitudine) eV

Pentru orice formula ¢, Considera

F¢ ddaca F .

0 dacd e(x,—k) =1
/ . n
Dem.: "=" Se aplicd Teorema de corectitudine 1.51 pentru I = {). e (Xn—k) = {1 dacd e(x,_x) =0
n<:n F|e SO lo) tautologie $| Var(gp) = {X]_’ e ,Xn}. DemOhStrém .

ol o / . . -
prin inductie dupa k urmatoarea proprietate: Rezultd cd xf = x£ pentru orice i € {0,...,n— k — 1} si
(*)  pentru orice k < n, pentru orice e : V — {0, 1}, o —Xp_k  dacd x& |, = xy_k

e e Xn_k —
Xt Xkt E e n—k Xn—k dacd x7_, = ~Xp_k.

P k = & ak . . . :
entru i, () we gH — ¢ Din (*) pentru e si €, obtinem

k=0. Fiee: V — {0,1}. Deoarece ¢ este tautologie, et (p) = 1. . e Lo s Ixe e -

Aplicand Propozitia 1.52, obtinem c3 L L A L R S B a2

1c3 i R e e o
Var(p)® = {xE, ..., x5} F . Aplicdm acum Propozitia 1.50 Ucu Fi={xf,...,x_,_4} s
Y := Xp—k pentru a conclude cd {x{,...,x°_, ;} F .

Consecinta utild Notatii

Propozitia 1.54

Fie T U{¢, ¥} C Form. Presupunem c3 ¢ ~ 1. Atunci

Fie ' o multime de formule si ¢ o formula.
Ny = [k

Notatii
Dem.: Observam ca .
o~ = EFoopsiEy oo /¢ & ¢ nueste [-teoremd
(conform Propozitiei 1.13) 7 @ nu este teorem.a o - .
= FooipsiFy—op 7y & @ nueste consecm?;a semantica a lui [
(conform Teoremei de completitudine). 7 ¢ 1> ¢ nu este tautologie.

"=" Presupunem ca [ - ¢. Deoarece - ¢ — 1, rezulta din
Propozitia 1.39.(ii) ca I = ¢ — 9. Aplicam acum (MP) pentru a
obtine ca I - 1.

"<=" Similar. O



Multimi consistente Multimi consistente

Propozitia 1.56

Definitia 1.55 ] _ .
) i (i) O este consistents.
Fie ' o multime de formule. . _ ] .
(if) Multimea teoremelor este consistenta.

» [ este consistentd daca exista o formula ¢ astfel incat I' I/ .

> [ este inconsistenta daca nu este consistenta, adica, I - ¢ Dem.:
pentru orice formuld . (i) Daca = L, atunci, conform Teoremei de corectitudine 1.51, ar
rezulta cd F L, o contradictie. Asadar ¥ L, deci () este
Observatie consistent3.
Fie I', A multimi de formule af. ' C A. (ii) Aplicand Propozitia 1.39.(iv) pentru ' = (), obtinem c3
» Daci A este consistents, atunci si I' este consistents. Thm = Thm(Thm), adica, pentru orice ¢,
» Daca I este inconsistenta, atunci si A este inconsistenta. ¢ ddacd Thmt- o.
Din (i) rezultd cd Thm este consistentd. m
Multimi consistente Multimi consistente
Propozitia 1.57 Propozitia 1.58
Pentru o multime de formule I sunt echivalente: Fie ' o multime de formule si ¢ o formula.
(i) T este inconsistenta. (i) TE o <= TU{-p} este inconsistents.
(ii) Pentru orice formuld ¢, T+ si [+ —). (if) TH =g <= T U{p} este inconsistenta.
(iii) Existd o formuld ¢ af. THsil . Dem.:
(iv) T+ L. (i) Avem
Dem.: (i) = (i) = (iii) si (i) = (iv) sunt evidente. MU {—p} este inconsistents <= TU{-p}tF L
(iif) = (i) Fie ¢ o formuld. Conform (4) din Propozitia 1.49, P. 1.57.(iv)
= (= o). = Towos
Aplicand (iii) si de doua ori modus ponens, rezultd ca I' F . Teorema de Deductie
— Ity

(iv) = (iii). Presupunem ca ' = L. Avem cd 1 = —T. Deoarece
T este tautologie, aplicam Teorema de completitudine pentru a - — 1 ~ psi P.1.54.
conclude ca - T, decisi = T. O (ii) Similar. ]



Multimi consistente

Propozitia 1.59
Fie ' = {®1,...,©n} 0 multime finitd de formule.

(i) Pentru orice formuld ¢, T+ ddacdF o1 A... Ay > ¢
ddaca {1 A ... App} E .
(ii) T este consistentd ddacd {¢1 A ... A @p} este consistenta.

Dem.: Exercitiu.

Consecinta a Teoremei de completitudine

Teorema 1.62

Pentru orice formula ¢,
{¢} este consistentd <= {¢} este satisfiabila.

Dem.: Avem
{¢} este inconsistentd <— F —p
conform Propozitiei 1.58.(ii)
= F-p

conform Teoremei de completitudine

<= {¢} este nesatisfiabila
conform Propozitiei 1.30.(ii).

Asadar, {¢} este consistentd <= {¢} este satisfiabila. O

Multimi consistente

Propozitia 1.60
Fie ' o multime de formule. I este inconsistenta ddaca I are o
submultime finita inconsistenta.

Dem.: "<" este evidenta.

"=" Presupunem ca [ este inconsistenta. Atunci, conform
Propozitiei 1.57.(iv), ' = L. Aplicand Propozitia 1.44, obtinem o
submultime finitd ¥ = {¢1,...,pptaluil ail X+ L. Prin
urmare, ¥ este inconsistenta.

Un rezultat echivalent:

Propozitia 1.61

Fie ' o multime de formule. I este consistentd ddaca orice
submultime finita a lui [ este consistenta.

Teorema de completitudine tare

Teorema 1.63 (Teorema de completitudine tare - versiunea 1)
Pentru orice multime de formule T,
" este consistenta <= [ este satisfiabila.

Dem.: "<" Presupunem c3 [ este satisfiabila, deci are un model
e:V — {0,1}. Presupunem c3 I nu este consistentd. Atunci

' L si, aplicand Teorema de corectitudine 1.51, rezulta ca

e L. Ca urmare, e E L, ceea ce este o contradictie.

"=" Presupunem ca [ este consistenta. Demonstram ca [ este
finit satisfiabila si aplicam apoi Teorema de compacitate 1.34
pentru a conclude ca I este satisfiabila.

Fie X = {¢1,...,¢n} o submultime finitd a lui . Atunci X este
consistentd, conform Propozitiei 1.61. Din Propozitia 1.59.(ii),
rezultd ca {¢1 A ... A} este consistentd. Aplicand acum
Teorema 1.62, obtinem cd {¢1 A ... A @,} este satisfiabild.
Deoarece, conform Propozitiei 1.31.(i), X ~ {¢1 A ... A pp}, avem
ca X este satisfiabila. O
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Teorema de completitudine tare

Teorema 1.64 (Teorema de completitudine tare - versiunea 2)

Pentru orice multime de formule I" si orice formula ¢,

N <= TFp.

Dem.:
N-¢ <= T U{~p} este inconsistentd
conform Propozitiei 1.58.(i)
<= [ U{—p} este nesatisfiabila
conform Teoremei de completitudine tare - versiunea 1
— [Fyp
conform Propozitiei 1.30.(i). O
Observatie

Am demonstrat Teorema de completitudine tare - versiunea 2
folosind Teorema de completitudine tare - versiunea 1. Se poate

arata c3 cele doud versiuni sunt echivalente (exercitiu).
i3

Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Definitia 1.67

O formuld ¢ este in forma normald conjunctiva (FNC) daca ¢ este

o conjunctie de disjunctii de literali.
n ki

Asadar, ¢ este in FNC ddaci ¢ = /\ | \/ L |, unde fiecare L;
i=1 \j=1

este literal.

Exemple:

(voVVvi)A(v3V vs)A(—vae V —vis V —vsg) este Tn FNC

(v Avi) V vag V (va A =vp A vp) este in FND

vi A v A vy este atat in FND cat si in FNC

=19 V Voo V Vg este atat in FND cat si in FNC

(vi Vw) A ((va Avs)V (va A vs)) nu este nici Tn FND, nici in

FNC

\4

vV V. VvV VY
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Definitia 1.65
Un literal este o
» variabild (in care caz spunem c3 este literal pozitiv) sau

» negatia unei variabile (in care caz spunem c3 este literal
negativ).

Exemple: vy, vo, vig literali pozitivi; —vg, =vigo literali negativi

Definitia 1.66
O formul3 ¢ este in form3 normal3 disjunctivd (FND) dacd ¢ este
o disjunctie de conjunctii de literali.
n k,'
Asadar, ¢ este in FND ddaca ¢ = \/ /\ Lij |, unde fiecare L; ;
i=1 \j=1
este literal.
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