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Propozitia 1.45

Pentru orice formula ¢, F ¢ — .
Dem.: W

1) Fle=(p=v)=9) == (v=¢) = (v—=9)
(A2) (cu @, ¥ :=p — ¢, x =) si Propozitia 1.37.(i)
@) Fe=(p—=9)—=v)
(A1) (cu ¢, ¢ := ¢ — ¢) si Propozitia 1.37.(i)
B) Fle=(p—=v)=(p—=v)
(1), (2) si Propozitia 1.37.(iii). Scriem de obicei (MP): (1), (2)
4) Fe=(p—=v)
(A1) (cu ¢, ¥ := ) si Propozitia 1.37.(i)
(5) Fe—¢
(MP): (3), (4) O



Teorema deductiei

Teorema deductiei 1.46
Fie I C Form si p,v € Form. Atunci

Fu{e} kv ddacd T+ ¢ — 1.

Dem.: "<" Presupunem ca [ - ¢ — 1.

1) TFe—=v ipoteza
(2) TU{¢}Fe—1 Propozitia 1.39.(i)
3) Tu{ptke Propozitia 1.37.(ii)

(4) Tu{ptke (MP):(2), (3).



Teorema deductiei

Y={yYeForm|lF -y}

Trebuie s3 demonstram c¢d Thm(I' U {¢}) C X. O facem prin
inductie dupa ' U {(p}-teoreme.
o Fie ¢ 0 axioma sau o formuld din I'. Atunci

(1) Tk Propozitia 1.37.(i), (ii)
(2) TEY—(p—1) (Al)si Propozitia 1.37.(i)
B) Thy—v (MP): (1), (2)-

Asadar ¢ € ¥.

e Fie ¢» = . Atunci ¢ — Y = ¢ — @ este teorem3d, conform
Propozitiei 1.45, deci [ - ¢ — . Asadar ¢ € X.



Teorema deductiei

e Demons acum ca X este Tnchisa la modus ponens.
Presupunem ca ¢, v — x € X si trebuie sa ardtdm ca y € X.

Atunci
(1) The—=9 ipoteza inductie
(2) TFe—= (¥ —x) ipoteza inductie
B) ThEe—=W—=x)—=>{(e—=v)—=>(p—x) (A2)siP. 1.37.(i)
4) T —=9)=(p—x) (MP): (2), (3).
(5) TFy—x (MP): (1), (4).

Asadar x € X. O



Cateva consecinte

eductiei este unul din cele mai utile instrumente pentru

a arata formuld e teorema.
Propozitia 1.47

Pentru orice formule ¢, 9, x,

F (e =) = (v = x) = (¢ = X)) (1)
Dem.: Folosind teorema deductiei observam ca

Fle—=v) = (v = x) = (¢ = X))
i}
{e—=9vIFE@ = x) = (¢ —=x)
i}
{so—w,w—ﬁx}ﬂo—w

{o=v,¢% = x. e} Fx



Cateva consecinte

In acest reformulat ceea ce aveam de demonstrat. A
demonstra teorema initiala este echivalent cu a demonstra

{e=v,v—=x0}Fx

(1) {¢e—=v,¥v—=x,0tEe Propozitia 1.37.(ii)
2) {¢—=v, ¥ = x,¢} ¢ —1 Propozitia 1.37.(ii)
(3) {e=vb—=x0tbHv (MP): (1), (2)
(4) {¢—= v, — x,¢}F9— x Propozitia 1.37.(ii)
() {e—=v—=x, 0t x (MP): (3), (4).



Cateva consecinte

Propozitia 1.48

Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢, 1, x,

FrM~p—=9ysifrFyy—-x = eEp—x. (2)
Dem.:
(1) The—=9 ipoteza
2 TE(e=v)=((¥—=x)—=(p—x) P. 147siP.1.39.(i)
B) TF®W—=x)—(r—x) (MP): (1), (2)
(4) THEY—x ipotez3

5) TFe—x (MP): (3), (4). O



Cateva consecinte

Propozitia 1.49
Pentru orice formule ¢, 1,

.} F oo
Eop = (Y= )
L %
Foo— g
{, =} B (v —9).
Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.50

Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢, ¥,

FrU{YtkFesifrlU{-¢trFe = TFep

Dem.: Exercitiu.
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SINTAXA si SEMANTICA



Corectitudine

Teorema de corectitudine (Soundness Theorem) 1.51

Orice -teorema este consecintd semantic3 a lui I, adic3,
N = TFg

pentru orice ¢ € Form si [ C Form.

Dem.: Fie

Y:={pe€Form|TE p}.
Trebuie s§ demonstrdm cd Thm(I') C X. O facem prin inductie
dupa l-teoreme.

» Axiomele sunt in X (exercitiu).

» Conform Propozitiei 1.27.(ii), I C X.

» Demonstram acum c3 X este inchis3 la modus ponens.
Presupunem ca o, ¢ € ¥, adica, FT'F psil F p — 1.
Conform Propozitiei 1.28.(i), obtinem ca I & ¢, adic3,

P € L.
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Sintaxa si semanticd

Notatii

Pentru orice variabild v € V si orice evaluare e : V — {0, 1},

. {v dacd e(v) =

1
vV =
-v dacd e(v) =0.

Asadar, et (ve) = 1.
Pentru orice multime W = {xi,...,xx} de variabile, notam

We={ve|veW}={x{,x3,...,x¢ }
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Sintaxa si semanticd

Propozitia 1.52
Fie e: V — {0,1} o evaluare. Pentru orice formuld ¢,
(i) Daci e™(p) = 1, atunci Var(p)® + .
(ii) Dacs et (p) =0, atunci Var(p)® - —.
Dem.: Prin inductie dupa formule. Avem urmatoarele cazuri:
» = v. Atunci Var(p)® = {v&} si et (v) = e(v).
Dacd e(v) =1, atunci v€ = v, deci, {v¢} F v.
Dacd e(v) = 0, atunci v€ = =, deci, {v} F —v.
» ¢ = —). Atunci Var(p) = Var(v), deci Var(p)® = Var(y)e.
Dacs et (¢) = 1, atunci et (1)) = 0, deci, conform ipotezei de
inductie pentru ¢, Var(y)€ F =, adica, Var()€F .

Dac3 e™(¢) = 0, atunci et (1)) = 1, deci, conform ipotezei de
inductie pentru ¢, Var(y)¢ F ¢, adicd, Var(p)€ F 4.

Deoarece F ¢ — == ((6) din Propozitia 1.49), putem aplica
(MP) pentru a obtine Var(y)¢ F ==t = —p. "



Sintaxa si semanticd

» ¢ =1 — x. Atunci Var(yp) = Var(y) U Var(x), deci
Var(v)€, Var(x)¢ C Var(p)©.

Dacs e (¢ — x) =0, atunci et (¢)) =1 si eT(x) = 0. Avem
Var(y)e + ipoteza de inductie pentru 1

Var(x)® F —x ipoteza de inductie pentru

Var(p)e F {¢, —x} Var()€, Var(x)¢ C Var(p)® si P.1.39.(i)
{,~x} F (v = x) (7) din Propozitia 1.49
Var(p)¢ F —(v» — x) Propozitia 1.39.(iv).
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Sintaxa si semanticd

, obtinem
Var(y)¢ == ipoteza de inductie pentru v
Var(P)eF - — (v — x) (4) din P. 1.49 si P.1.39.(ii)
Var()* F & = (MP)
Var(p)* H v — x Var(¢)¢ C Var(p)® si P.1.39.(i).
Tn al doilea caz, obtinem
Var(x)¢ F x ipoteza de inductie pentru x
Var(x)*F x — (¥ — x) (A1) si Propozitia 1.37.(i)
Var(x)° F & — (MP)
Var(p)¢ F v — x Var(x)¢ C Var(p)¢ si P.1.39.(i). O

Demonstratia propozitiei anterioare ne da o constructie efectiva a
unei demonstratii a lui ¢ sau —p din premizele Var(yp)c.
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