Proprietati

rezultate colecteaza diverse proprietati utile.

Observatie
» Y F ¢ ddacd {¢} F ¢ ddacd {¢} F {¢}.
>~ ddacd {} ~ {¢}.

Propozitia 1.25

(i) Mod(P) = {0,1}V, adics orice evaluare e : V — {0,1} este
model al multimii vide. Tn particular, multimea vida este
satisfiabila.

(ii) Cn(() este multimea tuturor tautologiilor, adicd ¢ este
tautologie ddacd 0 F .

Dem.: Exercitiu usor.

Proprietati

Propozitia 1.28
Fie T U {p, ¥} C Form.

(i) DacaT E @ si T E p — 1, atunci I E 4.
(i) TU{p} EY ddacd T F ¢ — 1.

(i) TE oAy ddack TE ¢ si T E b,
Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.29

Fie I' o multime de formule. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) T este nesatisfiabil3.
(ii) T F ¢ pentru orice formuld .
(iii) T E ¢ pentru orice formuld nesatisfiabild .
(iv) TE L.
Dem.: Exercitiu usor.

Proprietati

Propozitia 1.26
Fie I', A multimi de formule a.i. I C A.

(i) Mod(A) C Mod(I'), adicd, pentru orice evaluare

e:V —{0,1}, eF A implicd e T.

(if) Cn(T') C Cn(A), adicd, pentru orice , [ F ¢ implicd A F .
(iii) Dacad A este satisfiabild, atunci I' este satisfiabila.

(iv) Dacd I este nesatisfiabild, atunci A este nesatisfiabild.
Dem.: Exercitiu usor.
Propozitia 1.27
Fie I o multime de formule.

(i) Daca T este satisfiabild, atunci I' este finit satisfiabila.
(if) T C Cn(T), adica ¢ € T implicd T E .

(i) T ~ Cn(T).

Dem.: Exercitiu usor.

Proprietati

Propozitia 1.30
Fie I o multime de formule.

(i) TE ¢ ddacd I U{—p} este nesatisfiabila.
(if) T E —¢ ddacd ' U{¢} este nesatisfiabila.

(iii) Dacd T este satisfiabild, atunci cel putin una dintre I U {} si
U {—¢} este satisfiabila.
Dem.:

(i) Avem c3 I / ¢ <= existd o evaluare e : V — {0,1} a..
eFTlsiet(p) =0 < existd o evaluare e : V — {0,1} ai.
eFETlsiet(mp) =1 < exist3 o evaluare e : V — {0,1}
al. eFTU{~¢} <= TU{-p} este satisfiabila.

(ii) Similar.

(iii) Fie e un model al lui I'. Dac3 e*(¢) = 1, atunci e este model
al lui TU{¢p}. Dacd et (p) =0, deci e™(—p) = 1, atunci e
este model al lui ' U {—¢}. O
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Proprietati

Propozitia 1.31

Fie ' = {®1,...,9n} 0 multime finitd de formule.

(i) T {1 A Ao},

(i) TEY ddacd E o1 A... App — 1.

(iii) T este nesatisfiabild ddacd —p1 V —po V...V —p, este
tautologie.

(iv) Dacd A = {¢1,...,¢} este o altd multime finit3 de formule,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) T ~A.
(b) CLA o ANQy ~ LA A Y.
Dem.: Exercitiu.

Teorema de compacitate

Lema 1.33
Fie I' finit satisfiabil3. Atunci exist3 un sir (¢,) in {0,1} care
satisface, pentru orice n € N:

P, Orice submultime finitda A a lui I' are un model e : V — {0, 1}

care satisface e(v;) = ¢; pentru orice i € {0,1,...n}.
Dem.: Definim sirul (g,,) prin inductie dupd n € N.
n = 0. Avem urmdtoarele cazuri:
(1p) Pentru orice submultime finitd A a lui I, existd un model e al
lui A ai. e(vg) = 0. Definim ¢ := 0.
(20) Existd o submultime finitd Ag a lui [ a.i. pentru orice model
e al lui Ag, avem e(vp) = 1. Definim £¢ := 1.
Demonstrim c Py este satisficut3. in cazul (1p) este evident. S5
consideram cazul (2g). Fie A o submultime finitd a lui I'. Atunci
A U Ay este o submultime finita a lui I'. Deoarece I este finit
satisfiabila, A U Ag are un model e. Rezultd ca e F A si, din
faptul cd e E Ag, obtinem c3 e(v) = 1 = &p.

Teorema de compacitate

Teorema de compacitate - versiunea 1

Pentru orice multime I de formule, I este satisfiabila ddaca ' este
finit satisfiabila.

Teorema de compacitate - versiunea 2

Pentru orice multime [ de formule, I este nesatisfiabild ddaca
nu este finit satisfiabil3.

Teorema de compacitate - versiunea 3

Pentru orice multime I de formule si pentru orice formula ¢, I F ¢
ddaca existd o submultime finitd A aluil al AF ¢.

Propozitia 1.32

Cele trei versiuni sunt echivalente.

Dem.: Exercitiu.

Teorema de compacitate

Pasu inductie. Fie n € N. Presupunem c3 am definit g, ..., ¢,

al P, satisficuta. Avem urm3atoarele cazuri:
(1,41) Pentru®rice submultime finitd A a lui I, exista un model e al
lui A al.
e(v;) = ¢; pentru orice i € {0,1,...,n} si e(vy+1) = 0.

Definim ¢,1 := 0.

(2541) Existd o submultime finitd A,41 a lui [ a.i. pentru orice

model e al lui A,y1, avem

e(vj) = e pentru orice i € {0,1,...,n} implicd e(v,11) = 1.

Definim 1 := 1.
Demonstram c3 P41 este satisfacuta. In cazul (1p41) este
evident. S3 consideram cazul (2,41). Fie A o submultime finitd a
lui . Atunci A U A, 41 este o submultime finitd a lui I. Prin
urmare, conform P, exista un model e al lui AU A1 al
e(vj) = € pentru orice i € {0,1,...n}. Din (2,41), obtinem si
e(v,,+1):1:5,,+1. L]



Teorema de compacitate

Teorema 1.34 ( Teorema de compacitate)

Pentru orice multime I de formule, I este satisfiabila ddaca I' este

finit satisfiabila.
Dem.: "=" Evident.
"<" Presupunem c3 [ este finit satisfiabild. Definim

gV {01}, &(vy) = en,

unde (ep,) este sirul construit in lema precedentd. Demonstram c3

€ este model al lui . Fie ¢ € I arbitrara si fie k € N all.

Var(yp) C {w, v1,...,vk}. Deoarece {¢} C T este o submultime

finita a lui ', putem aplica Proprietatea Py pentru a obtine un
model e al lui ¢ a.f. e(v;) = ¢; pentru orice i € {0,1,...k}.
Atunci €(v) = e(v) pentru orice variabild v € Var(p). Aplicind
Propozitia 1.9, rezultd cd et (¢) = e™(p) =1, deci € F .

Prin urmare, € este model al lui I', deci I este satisfiabila.

Sistemul deductiv

Folo un sistem deductiv de tip Hilbert pentru LP.

Axiomele logice

Multimea Axm a axiomelor lui LP consta din toate formulele de
forma:

(A1) o = (¥ — )

(A2) (¢ = (¥ = x)) = ((¢ = ¥) = (¢ = X))
(A3) (= — =) = (¢ — 1),

unde ¢, 1 si x sunt formule.

Regula de deductie

Pentru orice formule @, 1,
din ¢ si ¢ — © se inferd ¢ (modus ponens sau (MP)):

©, =P
—

O
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[ -teoreme

ime de formule. Definitia [-teoremelor este un nou

exemplu de@®finitie inductiva.

Definitia 1.35

[-teoremele sunt formulele lui LP definite astfel:

(T0) Orice axiomd este I-teorema.

(T1) Orice formuld din I' este -teorema.

(T2) Dacd ¢ si ¢ — 1 sunt [-teoreme, atunci ¢ este [-teorema.

(T3) Numai formulele obtinute aplicand regulile (T0), (T1), (T2)
sunt [-teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I.
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[ -teoreme
Notatii
Thm(T') := multimea I'-teoremelor Thm = Thm(()
M=o & @ este [-teorem3 Fo & 0k

MN=A &= [ ¢ pentru orice p € A.

Definitia 1.36
O formuld ¢ se numeste teorema a lui LP dacad F ¢.

Reformuland conditiile (T0), (T1), (T2) folosind notatia I,
obtinem
Propozitia 1.37
(i) dacd ¢ este axiomd, atunci I - ¢;
(ii) dacd p €T, atunci ' - ¢;
(iii) daca T = si [+ ¢ — 1, atunci [ - .

[ -teoreme

-teoremelor d3 nastere la metoda de demonstratie prin

inducti a [-teoreme.

Versiunea 1
Fie P o proprietate a formulelor. Demonstram ca orice I'-teorema
satisface P astfel:

(i) demonstram c3 orice axiomd are proprietatea P;

(ii) demonstrdm c3 orice formuld din ' are proprietatea P;

(i) demonstram c3 dacd ¢ si ¢ — 1 au proprietatea P, atunci ¢

are proprietatea P.

Versiunea 2

Fie ¥ o multime de formule. Demonstrdam ca Thm(I') C X astfel:
(i) demonstram c3 orice axiomd este in X;

(ii) demonstrdm c3 orice formul3 din I este in ¥;

(i) demonstram c3 dacd ¢ € L si ¢ — 1 € ¥, atunci ¢ € ¥.
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[ -teoreme

O definitie afternativa a I-teoremelor:
Definitia 1.38

Multimea Thm(I") este intersectia tuturor multimilor de formule ¥
care satisfac urmdtoarele proprietati:

(i) Axm C L;
(i) T CX%;
(iii) X este inchisd la modus ponens:
dacd ¢, — 9 € X, atunci ¢ € L.
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[ -teoreme

Propozitia 1.39
Fie ', A multimi de formule
(i) Dacd ' C A, atunci Thm(I') € Thm(A), adicd, pentru orice
formula ¢,
[ F o implics A+ .
(i) Thm C Thm(T), adica, pentru orice formuld ¢,
@ implica I = .
(iii) Dacd I = A, atunci Thm(A) € Thm(T), adicd, pentru orice
formula ¢,
At o implici T F .
(iv) Thm(Thm(I')) = Thm(T'), adicd, pentru orice formuld ¢,
Thm(I) ¢ ddacd I+ .

Dem.: Exercitiu usor.
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[-demonstratii

Definitia 1.40

O l'-demonstratie (demonstratie din ipotezele ') este o secventd
de formule 61, ..., 0, ai. pentru fiecare i € {1,...,n}, una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

(i) 6; este axiomd;
(ii) 0;erl;
(iii) existd k,j < i al. Ok =0; — 0.

O (-demonstratie se va numi simplu demonstratie.

Lema 1.41

Daca 6., ..., 0, este o [-demonstratie, atunci
[+ 6; pentruorice i € {1,...,n}.

Dem.: Exercitiu.
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Proprietati sintactice

Propozitia 1.44
Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢, I - ¢ ddaca
existd o submulfime finitd X a luil al X F ¢.

Dem.: "<" Fie L C T, X finitd a.i. ¥ F ¢. Aplicand Propozitia
1.39.(i) obtinem ca I' F ¢.

"=" Presupunem c3 I - ¢. Conform Propozitiei 1.43, ¢ are o
-demonstratie 01, ..., 6, = ¢. Fie

> = Fﬂ{&l,...,en}.

Atunci X este finita, X C [ si 0, ..., 0, = p este 0
> -demonstratie a lui ¢, deci X F . O
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[-demonstratii

Definitia 1.42

Fie ¢ o formula. O -demonstratie a lui ¢ sau demonstratie a lui ¢
din ipotezele [ este o [-demonstratie 61, ..., 0, al 6, =¢. In
acest caz, n se numeste lungimea -demonstratiei.

Propozitia 1.43

Fie ' o multime de formule si ¢ o formula. Atunci I - ¢ ddaca
exista o [-demonstratie a lui ¢.

Dem.: Exercitiu suplimentar.
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