
Proprietăţi

Următoarele rezultate colectează diverse proprietăţi utile.

Observaţie

I ψ � ϕ ddacă {ψ} � ϕ ddacă {ψ} � {ϕ}.
I ψ ∼ ϕ ddacă {ψ} ∼ {ϕ}.

Propoziţia 1.25

(i) Mod(∅) = {0, 1}V , adică orice evaluare e : V → {0, 1} este
model al mulţimii vide. În particular, mulţimea vidă este
satisfiabilă.

(ii) Cn(∅) este mulţimea tuturor tautologiilor, adică ϕ este
tautologie ddacă ∅ � ϕ.

Dem.: Exerciţiu uşor.
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Propoziţia 1.26

Fie Γ,∆ mulţimi de formule a.̂ı. Γ ⊆ ∆.

(i) Mod(∆) ⊆ Mod(Γ), adică, pentru orice evaluare
e : V → {0, 1}, e � ∆ implică e � Γ.

(ii) Cn(Γ) ⊆ Cn(∆), adică, pentru orice ϕ, Γ � ϕ implică ∆ � ϕ.

(iii) Dacă ∆ este satisfiabilă, atunci Γ este satisfiabilă.

(iv) Dacă Γ este nesatisfiabilă, atunci ∆ este nesatisfiabilă.

Dem.: Exerciţiu uşor.

Propoziţia 1.27

Fie Γ o mulţime de formule.

(i) Dacă Γ este satisfiabilă, atunci Γ este finit satisfiabilă.

(ii) Γ ⊆ Cn(Γ), adică ϕ ∈ Γ implică Γ � ϕ.

(iii) Γ ∼ Cn(Γ).

Dem.: Exerciţiu uşor. 2
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Propoziţia 1.28

Fie Γ ∪ {ϕ,ψ} ⊆ Form.

(i) Dacă Γ � ϕ şi Γ � ϕ→ ψ, atunci Γ � ψ.

(ii) Γ ∪ {ϕ} � ψ ddacă Γ � ϕ→ ψ.

(iii) Γ � ϕ ∧ ψ ddacă Γ � ϕ şi Γ � ψ.

Dem.: Exerciţiu.

Propoziţia 1.29

Fie Γ o mulţime de formule. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) Γ este nesatisfiabilă.

(ii) Γ � ϕ pentru orice formulă ϕ.

(iii) Γ � ϕ pentru orice formulă nesatisfiabilă ϕ.

(iv) Γ � ⊥.

Dem.: Exerciţiu uşor.
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Propoziţia 1.30

Fie Γ o mulţime de formule.

(i) Γ � ϕ ddacă Γ ∪ {¬ϕ} este nesatisfiabilă.

(ii) Γ � ¬ϕ ddacă Γ ∪ {ϕ} este nesatisfiabilă.

(iii) Dacă Γ este satisfiabilă, atunci cel puţin una dintre Γ ∪ {ϕ} şi
Γ ∪ {¬ϕ} este satisfiabilă.

Dem.:

(i) Avem că Γ 6� ϕ ⇐⇒ există o evaluare e : V → {0, 1} a.̂ı.
e � Γ şi e+(ϕ) = 0 ⇐⇒ există o evaluare e : V → {0, 1} a.̂ı.
e � Γ şi e+(¬ϕ) = 1 ⇐⇒ există o evaluare e : V → {0, 1}
a.̂ı. e � Γ ∪ {¬ϕ} ⇐⇒ Γ ∪ {¬ϕ} este satisfiabilă.

(ii) Similar.
(iii) Fie e un model al lui Γ. Dacă e+(ϕ) = 1, atunci e este model

al lui Γ ∪ {ϕ}. Dacă e+(ϕ) = 0, deci e+(¬ϕ) = 1, atunci e
este model al lui Γ ∪ {¬ϕ}. 4
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Propoziţia 1.31

Fie Γ = {ϕ1, . . . , ϕn} o mulţime finită de formule.

(i) Γ ∼ {ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn}.
(ii) Γ � ψ ddacă � ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn → ψ.

(iii) Γ este nesatisfiabilă ddacă ¬ϕ1 ∨ ¬ϕ2 ∨ . . . ∨ ¬ϕn este
tautologie.

(iv) Dacă ∆ = {ψ1, . . . , ψk} este o altă mulţime finită de formule,
atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) Γ ∼ ∆.
(b) ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn ∼ ψ1 ∧ . . . ∧ ψk .

Dem.: Exerciţiu.
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Teorema de compacitate - versiunea 1

Pentru orice mulţime Γ de formule, Γ este satisfiabilă ddacă Γ este
finit satisfiabilă.

Teorema de compacitate - versiunea 2

Pentru orice mulţime Γ de formule, Γ este nesatisfiabilă ddacă Γ
nu este finit satisfiabilă.

Teorema de compacitate - versiunea 3

Pentru orice mulţime Γ de formule şi pentru orice formulă ϕ, Γ � ϕ
ddacă există o submulţime finită ∆ a lui Γ a.̂ı. ∆ � ϕ.

Propoziţia 1.32

Cele trei versiuni sunt echivalente.

Dem.: Exerciţiu.
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Lema 1.33

Fie Γ finit satisfiabilă. Atunci există un şir (εn) ı̂n {0, 1} care
satisface, pentru orice n ∈ N:

Pn Orice submulţime finită ∆ a lui Γ are un model e : V → {0, 1}
care satisface e(vi ) = εi pentru orice i ∈ {0, 1, . . . n}.

Dem.: Definim şirul (εn) prin inducţie după n ∈ N.
n = 0. Avem următoarele cazuri:

(10) Pentru orice submulţime finită ∆ a lui Γ, există un model e al
lui ∆ a.̂ı. e(v0) = 0. Definim ε0 := 0.

(20) Există o submulţime finită ∆0 a lui Γ a.̂ı. pentru orice model
e al lui ∆0, avem e(v0) = 1. Definim ε0 := 1.

Demonstrăm că P0 este satisfăcută. În cazul (10) este evident. Să
considerăm cazul (20). Fie ∆ o submulţime finită a lui Γ. Atunci
∆ ∪∆0 este o submulţime finită a lui Γ. Deoarece Γ este finit
satisfiabilă, ∆ ∪∆0 are un model e. Rezultă că e � ∆ şi, din
faptul că e � ∆0, obţinem că e(v0) = 1 = ε0. 7
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Pasul de inducţie. Fie n ∈ N. Presupunem că am definit ε0, . . . , εn
a.̂ı. Pn este satisfăcută. Avem următoarele cazuri:

(1n+1) Pentru orice submulţime finită ∆ a lui Γ, există un model e al
lui ∆ a.̂ı.

e(vi ) = εi pentru orice i ∈ {0, 1, . . . , n} şi e(vn+1) = 0.

Definim εn+1 := 0.
(2n+1) Există o submulţime finită ∆n+1 a lui Γ a.̂ı. pentru orice

model e al lui ∆n+1, avem

e(vi ) = εi pentru orice i ∈ {0, 1, . . . , n} implică e(vn+1) = 1.

Definim εn+1 := 1.

Demonstrăm că Pn+1 este satisfăcută. În cazul (1n+1) este
evident. Să considerăm cazul (2n+1). Fie ∆ o submulţime finită a
lui Γ. Atunci ∆ ∪∆n+1 este o submulţime finită a lui Γ. Prin
urmare, conform Pn, există un model e al lui ∆ ∪∆n+1 a.̂ı.
e(vi ) = εi pentru orice i ∈ {0, 1, . . . n}. Din (2n+1), obţinem şi
e(vn+1) = 1 = εn+1.
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Teorema 1.34 ( Teorema de compacitate)

Pentru orice mulţime Γ de formule, Γ este satisfiabilă ddacă Γ este
finit satisfiabilă.
Dem.: ”⇒” Evident.
”⇐” Presupunem că Γ este finit satisfiabilă. Definim

e : V → {0, 1}, e(vn) = εn,

unde (εn) este şirul construit ı̂n lema precedentă. Demonstrăm că
e este model al lui Γ. Fie ϕ ∈ Γ arbitrară şi fie k ∈ N a.̂ı.
Var(ϕ) ⊆ {v0, v1, . . . , vk}. Deoarece {ϕ} ⊆ Γ este o submulţime
finită a lui Γ, putem aplica Proprietatea Pk pentru a obţine un
model e al lui ϕ a.̂ı. e(vi ) = εi pentru orice i ∈ {0, 1, . . . k}.
Atunci e(v) = e(v) pentru orice variabilă v ∈ Var(ϕ). Aplicănd
Propoziţia 1.9, rezultă că e+(ϕ) = e+(ϕ) = 1, deci e � ϕ.
Prin urmare, e este model al lui Γ, deci Γ este satisfiabilă.
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Sistemul deductiv

Folosim un sistem deductiv de tip Hilbert pentru LP.

Axiomele logice

Mulţimea Axm a axiomelor lui LP constă din toate formulele de
forma:

(A1) ϕ→ (ψ → ϕ)

(A2) (ϕ→ (ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ))

(A3) (¬ψ → ¬ϕ)→ (ϕ→ ψ),

unde ϕ, ψ şi χ sunt formule.

Regula de deducţie

Pentru orice formule ϕ,ψ,

din ϕ şi ϕ→ ψ se inferă ψ (modus ponens sau (MP)):

ϕ, ϕ→ ψ

ψ
.
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Γ-teoreme

Fie Γ o mulţime de formule. Definiţia Γ-teoremelor este un nou
exemplu de definiţie inductivă.

Definiţia 1.35

Γ-teoremele sunt formulele lui LP definite astfel:

(T0) Orice axiomă este Γ-teoremă.

(T1) Orice formulă din Γ este Γ-teoremă.

(T2) Dacă ϕ şi ϕ→ ψ sunt Γ-teoreme, atunci ψ este Γ-teoremă.

(T3) Numai formulele obţinute aplicând regulile (T0), (T1), (T2)
sunt Γ-teoreme.

Dacă ϕ este Γ-teoremă, atunci spunem şi că ϕ este dedusă din
ipotezele Γ.
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Γ-teoreme

Notaţii

Thm(Γ) := mulţimea Γ-teoremelor Thm := Thm(∅)
Γ ` ϕ :⇔ ϕ este Γ-teoremă ` ϕ :⇔ ∅ ` ϕ
Γ ` ∆ :⇔ Γ ` ϕ pentru orice ϕ ∈ ∆.

Definiţia 1.36

O formulă ϕ se numeşte teoremă a lui LP dacă ` ϕ.

Reformulând condiţiile (T0), (T1), (T2) folosind notaţia `,
obţinem

Propoziţia 1.37

(i) dacă ϕ este axiomă, atunci Γ ` ϕ;

(ii) dacă ϕ ∈ Γ, atunci Γ ` ϕ;

(iii) dacă Γ ` ϕ şi Γ ` ϕ→ ψ, atunci Γ ` ψ.
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O definiţie alternativă a Γ-teoremelor:

Definiţia 1.38

Mulţimea Thm(Γ) este intersecţia tuturor mulţimilor de formule Σ
care satisfac următoarele proprietăţi:

(i) Axm ⊆ Σ;

(ii) Γ ⊆ Σ;

(iii) Σ este ı̂nchisă la modus ponens:

dacă ϕ,ϕ→ ψ ∈ Σ, atunci ψ ∈ Σ.
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Γ-teoreme

Definiţia Γ-teoremelor dă naştere la metoda de demonstraţie prin
inducţie după Γ-teoreme.

Versiunea 1

Fie P o proprietate a formulelor. Demonstrăm că orice Γ-teoremă
satisface P astfel:

(i) demonstrăm că orice axiomă are proprietatea P;

(ii) demonstrăm că orice formulă din Γ are proprietatea P;

(iii) demonstrăm că dacă ϕ şi ϕ→ ψ au proprietatea P, atunci ψ
are proprietatea P.

Versiunea 2

Fie Σ o mulţime de formule. Demonstrăm că Thm(Γ) ⊆ Σ astfel:

(i) demonstrăm că orice axiomă este ı̂n Σ;

(ii) demonstrăm că orice formulă din Γ este ı̂n Σ;

(iii) demonstrăm că dacă ϕ ∈ Σ şi ϕ→ ψ ∈ Σ, atunci ψ ∈ Σ.
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Propoziţia 1.39

Fie Γ,∆ mulţimi de formule

(i) Dacǎ Γ ⊆ ∆, atunci Thm(Γ) ⊆ Thm(∆), adică, pentru orice
formulă ϕ,

Γ ` ϕ implică ∆ ` ϕ.

(ii) Thm ⊆ Thm(Γ), adică, pentru orice formulă ϕ,

` ϕ implică Γ ` ϕ.

(iii) Dacǎ Γ ` ∆, atunci Thm(∆) ⊆ Thm(Γ), adică, pentru orice
formulă ϕ,

∆ ` ϕ implică Γ ` ϕ.

(iv) Thm(Thm(Γ)) = Thm(Γ), adică, pentru orice formulă ϕ,

Thm(Γ) ` ϕ ddacă Γ ` ϕ.

Dem.: Exerciţiu uşor.
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Γ-demonstraţii

Definiţia 1.40

O Γ-demonstraţie (demonstraţie din ipotezele Γ) este o secvenţă
de formule θ1, . . ., θn a.̂ı. pentru fiecare i ∈ {1, . . . , n}, una din
următoarele condiţii este satisfăcută:

(i) θi este axiomǎ;

(ii) θi ∈ Γ;

(iii) existǎ k, j < i a.̂ı. θk = θj → θi .

O ∅-demonstraţie se va numi simplu demonstraţie.

Lema 1.41

Dacă θ1, . . ., θn este o Γ-demonstraţie, atunci

Γ ` θi pentru orice i ∈ {1, . . . , n}.

Dem.: Exerciţiu.
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Definiţia 1.42

Fie ϕ o formulă. O Γ-demonstraţie a lui ϕ sau demonstraţie a lui ϕ
din ipotezele Γ este o Γ-demonstraţie θ1, . . ., θn a.̂ı. θn = ϕ. În
acest caz, n se numeşte lungimea Γ-demonstraţiei.

Propoziţia 1.43

Fie Γ o mulţime de formule şi ϕ o formulă. Atunci Γ ` ϕ ddacă
există o Γ-demonstraţie a lui ϕ.

Dem.: Exerciţiu suplimentar.
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Proprietăţi sintactice

Propoziţia 1.44

Pentru orice mulţime de formule Γ şi orice formulă ϕ, Γ ` ϕ ddacă
existǎ o submulţime finitǎ Σ a lui Γ a.̂ı. Σ ` ϕ.

Dem.: ”⇐” Fie Σ ⊆ Γ, Σ finită a.̂ı. Σ ` ϕ. Aplicând Propoziţia
1.39.(i) obţinem că Γ ` ϕ.
”⇒” Presupunem că Γ ` ϕ. Conform Propoziţiei 1.43, ϕ are o
Γ-demonstraţie θ1, . . ., θn = ϕ. Fie

Σ := Γ ∩ {θ1, . . . , θn}.

Atunci Σ este finită, Σ ⊆ Γ şi θ1, . . ., θn = ϕ este o
Σ-demonstraţie a lui ϕ, deci Σ ` ϕ.
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