Modele. Satisfiabilitate. Tautologii

Fie ormula.

Definitia 1.10

» O evaluare e : V — {0,1} este model al lui ¢ dac3
et(¢) = 1. Notatie: e F .
> o este satisfiabild dacd admite un model.

» Dac3d ¢ nu este satisfiabila, spunem si c3 ¢ este nesatisfiabil3
sau contradictorie.

> ( este tautologie dac3 orice evaluare este model al lui ¢.
Notatie: F .
Notatie: Mulfimea tuturor modelelor lui ¢ se noteazd Mod(yp).

Propozitia 1.11
(i) ¢ este tautologie ddacd —¢ este nesatisfiabil3.

(ii) @ este nesatisfiabild ddacd —¢ este tautologie.
Dem.: Exercitiu.



Modele. Satisfiabilitate. Tautologii

Propozitie
Exista o multime numarabild de formule ¢ a.i. atdt ¢ cat si —p
sunt satisfiabile.

Dem.: Demonstram c3 multimea V = {¢, := v, | n € N} C Form
satisface conditia din enunt. Fie n € N. Consideram interpretarile
e1,e : V — {0,1} definite astfel

1 daca i=n 0 dacd i=n
el(vi) = . .., o elv)= : <., "
arbitrar  dacd i #n arbitrar dacd i # n

Atunci
e (vn) = & (va) = e1(va) = 1,
deci e1 F ¢,. Pe de alt3 parte,
&5 (~on) = & (-va) = mef (vn) = mea(vy) = =0 = 1,

deci e F —pp,. O



Metoda tabelului

ormuld arbitrard si Var(p) = {x1,x2,...,xk}. Pentru
ree: V — {0,1}, e™(p) depinde doar de

e(x1), ..y ), conform Propozitiei 1.9.

Asadar, e*(¢) depinde doar de restrictia lui e la {x1,x2, ..., Xk }:
e {x, . oxd = {01}, €(x) = e(x)

Sunt 2k de astfel de functii posibile e}, e} ..., €5, Asociem

fiecareia o linie intr-un tabel:

X1 X2 Xk ... subformule ale lui ¢ ... | ¢
ei(a) ele) ... e(x) eii(w)
Sia)  ela) . el &) (1)
eék (x1) eék(XQ) S eék(xk) S e£k+(‘:0)

1+

Pentru orice i, e/" () se defineste similar cu Teorema 1.8.

¢ este tautologie ddaci e/ (p) = 1 pentru orice i € {1,...,2K}.



Metoda tabelului

Exemplu:
Fie
po=vi = (va = (v1 A v)).

Vrem s3 demonstram ca F .

Var(p) = {vi, va}.

Vi v2‘v1/\v2‘v2—>(v1/\v2)‘g0
0 O 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1



Tautologii

Definitia 1.12
Fie ¢, doud formule. Spunem c3
> ( este consecinta semantica a lui ¥ daca
Mod(v)) C Mod(y). Notatie: ¥ F .
» ¢ si ¢ sunt (logic) echivalente dacd Mod(v)) = Mod(y).
Notatie: p ~ 1.
Observatie

Relatia ~ este o relatie de echivalenta pe multimea Form a
formulelor lui LP.

Propozitia 1.13
Fie ¢, formule. Atunci
(i) Y E ¢ ddacd E¢ — .
(i) ¥ ~ ¢ ddacd (¢ F ¢ si o F ) ddacd F ¢ < .
Dem.: Exercitiu.



Tautologii, consecinte semantice si echivalente

Propozitia 1.14
Pentru orice formule ¢, v, x,

tertul exclus
modus ponens
afirmarea concluziei
contradictia

dubla negatie
contrapozitia
negarea premizei
modus tollens

tranzitivitatea implicatiei

FeV-op
pN(p—=Y)FEY
YEe =Y
F =(p A=)

P~ g
=P~ )= g
o FE o=
YA (p = Y) F g
(=)A= x)Fe—x

N N S

AN AN AN AN AN AN AN /S /S
0 N O O
— N N N N N N N N

O



Tautologii, consecinte semantice si echivalente

legilEM de Morgan eV~ () A(=9)  (10)
Ay ~=((=p) v (=) (11)

exportarea si importarea e=>W—=x)~eAp—=x  (12)
idempotenta o~OANp~pEVE (13)
slibirea  FoAyp o Fooeovy (14)
comutativitatea @AY ~ P A eV~ Ve (15)
asociativitatea AW AX)~(eANY)Ax (16)
eV(@Vx)~(eVvy)v x  (17)

absorbtia eV(pAY)~p (18)

e A (Vi) ~ o (19)

distributivitatea @ A (¥ V x) ~ (e A1) V(e A Xx) (20)
eV (I Ax)~ (e VY)A(pVx) (21)



Tautologii, consecinte semantice si echivalente

A (e = x)
V(e = x)

p=UvAXx~ (=t
p=>YVx~ (gt
A= x~(p—=>X)V (¥ —X)
VY = x~(p—=x)A W= X)
=W —=x)~Y—=>(p—=x)~(p—=9) = (p—X)
e~ =~ (o= ) A (e — )
O =~ Vih~a(pAp)
VY~V (mp AY) ~ (p =) =2
por(Wex)~ (o) ex

Fle =)V (ne =)
Fle—=9)V(e— )

Fop = (¢ < (Y — )
Fle—=v) = (g = x) = ¥) =)

Dem.: Exercitiu.



Exemplu de demonstratie

am (1): E ¢V —g.

Fie e: {0,1} o evaluare arbitrard. Trebuie s3 argtam ca
et (¢ V)= 1. Observdm c3 et (p V —p) = et (p) Vet (p).
Putem demonstra c3 et (¢) V —et(¢) = 1 in doud moduri.

l. Folosim tabelele de adevar.
et (@) [ et (p) | e () Vet (p)
0 1 1
1 0 1

Il. Rationam direct.

Avem doua cazuri:
» et (p) = 1. Atunci me™*(¢) = 0 si, prin urmare,
et (p) Vet (p) =1.
» et (p) =0. Atunci me"(¢) = 1 si, prin urmare,
et (o) Vet (p) =1.



Substitutia

Definitia 1.15
Pentru orice formule ¢, x, X/, definim
©y(x') = expresia obtinutd din ¢ prin Tnlocuirea tuturor
aparitiilor lui x cu /.
©y(x’) se numeste substitutia lui x cu x’ in ¢. Spunem si c3
©y(X') este o instantd de substitutie a lui ¢.

/

> oo(X) =X
» Dac3 x nu este subformuld a lui ¢, atunci ¢, (x') = ¢.
Exemple:
Fie o = (vi = w) = (1 = w2).
»x=vi—=w),X=wu  oX)=w— v
> x=v1, X =0 o (X) = (0mve = ve) = (move = v)
»x=vi—=w X =wuVv. ¢X)=WVv)— (vaVv)



Substitutia

Propozitia 1.16

Pentru orice formule ¢, x, X', ¢y (X’) este de asemenea formul3.

Dem.: Demonstram prin inductie dupa formula ¢. Avem
urmatoarele cazuri:
» o =v e V. Atunci

() = X dacay=v
X v daca xy # v.

Prin urmare, v, (x’) este formuls.
> o =) si Py (X’) este formuld. Dacd x nu apare in ¢, atunci
oy (X') = ¢, deci este formuld. Dacd x este subformuld a lui
, atunci avem doud cazuri:
(i) x = ¢. Rezultd cd p,(x’) = x’ este formula.
(i) x este subformuld a lui ¥. Atunci ¢, (x") = 1y (x') este de

asemenea formul3.
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Substitutia

— 0 si Py (X'), Oy (X’) sunt formule. Dacd x nu apare
nci oy (X') = . Dacd x este subformuld a lui ¢,
em douad cazuri:

/

(i) x = . Rezultd cd v, (x") = x'.
(i) x este subformuld a lui ¥ sau 6 (e posibil sa apard atit in ¢
ct si in 6). Atunci

ox (X)) = U (X) = 0 (X")

este de asemenea formula.
Propozitia 1.17
Pentru orice formule ¢, x, X/,

x~x implicd ¢~y (X)

Dem.: Exercitiu.
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Propozitia
tautologie.

7 poate fi aplicatd pentru a ardta c3 o formul3 este

Exemplu:

S3 se demonstreze ca, pentru orice formule ¢, 1, formula
0 = (—p V1)V (e — 1) este tautologie.

Dem.: Conform (28), ¢ V¢ ~ ¢ — 1. Aplicdm Propozitia 1.17
cux =-pVisix =¢ — 1) pentru a obtine c3

0~ (p— )V (e —1p). Pedealtd parte, (¢ — )V =(p — )
este tautologie, din (1). Prin urmare, € este tautologie. O
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Substitutia

Fie e: {0,1} o evaluare si v € V o variabila.

Notatie
Pentru orice a € {0, 1}, definim evaluarea e,. ,: V — {0,1} prin

ey a(x) = {e(x) daca x # v

a daca x = v.

Propozitia 1.18

Fie 6 o formul3 si a := e'(6). Atunci pentru orice formul3 ¢,

(evea) () = €T (pu(0)).

Dem.: Exercitiu suplimentar.
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Substitutia

Propozitia 1.19
Pentru orice formule o, 1, @ si orice variabild v € V,

(i) ¢~ implicd ¢, (0) ~ 1y (0).
(i7) Dacd ¢ este tautologie atunci si ¢, (6) este tautologie.

(iii) Daca ¢ este nesatisfiabild, atunci si ¢, () este nesatisfiabila.

Dem.: Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrard si a := et (6).

Aplicand Propozitia 1.18, rezultd c3 e* (¢, (0)) = (evea)t () si

e (¥v(0)) = (eve-a) " (¥)

(i) Deoarece o ~ 1), avem c3 (eyc2)T(¢) = (evea)T (). Dedi,
e (v (8)) = " (¥u(9)).

(ii) Deoarece ¢ este tautologie, avem c3 (e, )" () = 1. Deci,
et (p(0)) = 1.

(iii) Deoarece ¢ este nesatisfiabild, avem c3 (e, .)" () = 0.
Deci, et (p,(0)) = 0.
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j este convenabil s3 avem o tautologie canonica si o
formula nesaisfiabild canonica.

Observatie

Vo — Vp este tautologie si =(vo — vp) este nesatisfiabild.
Dem.: Exercitiu.

Notatii

Notdm vp — vo cu T si o numim adevarul. Notdm —(vp — vp) cu

L si o numim falsul.

>  este tautologie ddaca p ~ T.

> ( este nesatisfiabila ddaca ¢ ~ L.
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Conjunctii si disjunctii finite

Notatii

Scriem ¢ A1p A x n loc de (o A1) A x. Similar, scriem ¢ V1)V x
in loc de (p V) V x.

Fie v1,92,...,¢, formule. Pentru n > 3, notam

1A A= (1 AP2) AP3) Ao Apn_1) A @n
o1V... Ve =((..(e1 V) Ve3)V...Vou_1)Ven.

n
> o1 A...A @, se maiscrie si \7_; @i sau /\ ©Vj.
i=1

n
> o1V ...V @, se maiscrie si \/]_; @i sau \/ ©j.
i=1
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Conjunctii si disjunctii finite

Propozitia 1.20
Pentru orice evaluare e : V — {0, 1},
» e (p1 A... App) =1 ddacd et (p;) =1 pentru orice
ie{l,...,n}.
» et (p1V...V,) =1 ddaci et (p;) =1 pentru un
ie{l,...,n}.
Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.21

“(p1V...Ven) ~ —p1A...A\pp
“(p1 Ao ANpn) ~ —p1 V...V o,

Dem.: Exercitiu.



Multimi de formule

Fie ultime de formule.
Definitia 1.22

» O evaluare e : V — {0,1} este model al lui ' dac este model
al fiecdrei formule din ' (adic3 e F v pentru orice vy € I').
Notatie: e E T.

» [ este satisfiabild dac3 are un model.

» [ este finit satisfiabila daca orice submultime finita a sa este
satisfiabila.

» Dac3d I nu este satisfiabild, spunem si ca I este nesatisfiabil3
sau contradictorie.

Notatii: Multimea tuturor modelelor lui ' se noteazd Mod(I").
Notdm Mod(p1, ..., ¢n) In loc de Mod({p1,...,¢n}).

> Mod() = ), r Mod().
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Multimi de formule

ultimi de formule.

Definitia 1.23
O formuld ¢ este consecinta semantica a lui I dac3
Mod(T') € Mod(p). Notatie: T E .

Notdm cu Cn(I') multimea consecintelor semantice ale lui I'.
Asadar,
Cn(lN) ={p € Form | T E ¢}.

Definitia 1.24

» A este consecintd semanticd a lui ' dacd Mod(I') C Mod(A).
Notatie: T F A.

» Isi A sunt (logic) echivalente dacd Mod(I') = Mod(A).
Notatie: [ ~ A.
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