Principiul inductiei pe formule

Propozitia 1.2 (Principiul inductiei pe formule)
Fie P o proprietate. Presupunem ca:
(0) Orice variabild are proprietatea P.

(1) Pentru orice formuld ¢, dacd ¢ are proprietatea P, atunci si
(—) are proprietatea P.

(2) Pentru orice formule ¢, v, dacd ¢ si ¢ au proprietatea P,
atunci (¢ — 1) are proprietatea P.

Atunci orice formuld ¢ are proprietatea P.

Dem.: Pentru orice formuld ¢, notdm cu ¢(p) numarul
conectorilor logici care apar in ¢. Pentru orice n € N definim
proprietatea Q(n) astfel:

Q(n) e adevarata ddaca orice formuld ¢ cu c(p) < n are
proprietatea P.

Demonstram prin inductie cd Q(n) este adevarata pentru orice n € N.
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Principiul inductiei pe formule

. Q(0) este adevaratd, deoarece pentru orice formuld

0 <= c(p)=0 <= ¢ =v, cuv e Vsi conform
ipotezei v are proprietatea P.

Ipoteza de inductie. Fie n € N. Presupunem cd Q(k) este
adevarata pentru orice k < n.

Pasul de inductie. Demonstram c3 Q(n + 1) este adevarata. Fie
o formuld cu c(p) < n+ 1. Avem trei cazuri:

» ¢ =v € V. Atunci ¢ are proprietatea P, conform (0).

» © = (—)), unde 1 este formuld. Atunci c(v)) = c(¢) —1 < n,
deci, conform ipotezei de inductie, v are proprietatea P.
Aplicind ipoteza (1), rezultd c3 ¢ are proprietatea P.

» © = (1 — x), unde ¥, x sunt formule. Atunci c(), c(x) <
c(¢) — 1 < n, deci, conform ipotezei de inductie, ¢ si ¢ au
proprietatea P. Rezultd din (2) c3 ¢ are proprietatea P.

Asadar, Q(n) este adevdrat3d pentru orice n € N. Deoarece pentru
orice formuld existd N € N a.l. c(p) < N, rezultd cd orice formuld
(p are proprietatea P.



Principiul inductiei pe formule

Propozitia 1.3 (Principiul inductiei pe formule - variantd
alternativa)

Fie I' o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
» VCT;
» [ este inchisd la —, adicd ¢ € T implicd (—p) €T;
» [ este inchisd la —, adicd ¢, ¢ €T implicd (¢ — ) €T.
Atunci I = Form.

Dem.: Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formuld ¢,
© are proprietatea P ddacd p € T.

Conform definitiei lui I', rezultd c3 sunt satisfacute ipotezele (0),

(1), (2) din Principiul inductiei pe formule (Propozitia 1.6), deci il

putem aplica pentru a obtine ca orice formula are proprietatea P,

deci orice formuld ¢ este in I'. Asadar, [ = Form. Ol



Formule

Conectorii derivati V (se citeste sau), A (se citeste si), <> (se
citeste daca si numai dacd) sunt introdusi prin abrevierile:

(eve) = ((mv) =)

(eny) = (¢ —=(=¢)))
(e ) = ((¢=Y)A (Y —9)).
Conventii

» In practica, renuntam la parantezele exterioare, le punem
numai atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem —p, p — 1,
dar scriem (¢ — ¥) — x.

» Pentru a mai reduce din folosirea parantezelor, presupunem c3
e — are precedenta mai mare decat ceilalti conectori;

e A,V au precedentd mai mare decat —, <.

Prin urmare, formula (((¢ = (¥ V x)) A ((—¢) <> (¥ V x))) va fi
scrisd (¢ = YV x) A (7 < YV x).



Principiul recursiei pe formule

Propozitia 1.4 (Principiul recursiei pe formule)

Fie A o multime si functiile
Go:V—-A G :A—-A G,:AxA—A
Atunci existd o unica functie
F:Form— A

care satisface urm3toarele proprietati:

(RO) F(v) = Go(v) pentru orice variabild v € V.

(R1) F(—p) = G.(F(y)) pentru orice formul3 ¢.

(R2) F(p — v) = GL(F(¢), F(¢)) pentru orice formule ¢, 1.

Dem.: Exercitiu suplimentar.



Principiul recursiei pe formule

Principiul recursiei pe formule se foloseste pentru a da definitii

recursive ale diverselor functii asociate formulelor.
. 2
Exemplu:

Fie ¢ : Form — N definita astfel: pentru orice formula ¢,
c(p) este num3rul conectorilor logici care apar in .

O definitie recursiva a lui ¢ este urmatoarea:

c(v) = 0 pentru orice variabild v
c(-p) = c(p)+1 pentru orice formuld ¢
c(p—=v) = c(p)+c(¥)+1 pentru orice formule @, .

Inacest caz, A=N, Gy : V — A, Go(v) =0,
G- :N—=N, G-(n)=n+1,
G, :NxN—=N, G (mn)=m+n+1



Principiul recursiei pe formule

Notatie:

Pentru orice formuld ¢, notdm cu Var(y) multimea variabilelor
care apar n .

Observatie
Multimea Var(p) poate fi definitd si recursiv.

Dem.: Exercitiu.



Principiul recursiei pe formule

Propozitia 1.5 (Principiul recursiei pe formule - varianta 2)
Fie A o multime si functiile Gy : V — A,

G.:Ax Form — A, G, :AxAXx Form x Form — A.
Atunci exista o unica functie
F:Form— A

care satisface urm3 toarele proprietati:

(RO) F(v) = Go(v) pentru orice variabild v € V.

(R1) F(—p) = G.(F(g), ) pentru orice formuld ¢.

(R2) F(p — ¢) = GL(F(p), F(¥), ¢,1) pentru orice formule ¢, 1.

Dem.: Exercitiu suplimentar.



Subformule

Definitia 1.6
Fie ¢ o formul3d a lui LP. O subformul3 a lui ¢ este orice formuld

1) care apare in .
Notatie: Multimea subformulelor lui ¢ se noteazd SubForm(y).

Exemplu:
Fie ¢ = ((vi = v2) — (—v1)). Atunci

SubForm(yp) = {v1, va, (v1 = v2), (—wv1), p}.



Subformule

Definitie alternativa
Multimea SubForm(y) poate fi definitd si recursiv:
SubForm(v) = {v}
SubForm(—yp) = SubForm(p) U {—¢}
SubForm(¢ — 1) = SubForm(yp) U SubForm(¢)) U {¢ — 1}.

In acest caz,

SubForm : Form — 2Fom deci A = 2Form

Go:V — A, Go(v) = {v},
G- : AX Form — A, G.(I ) =T U {—¢},
G, : Ax Ax Form x Form — A, G, (I, A, 0,9) =TUAU{p — 1}



SEMANTICA LP
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Tabele de adevar

Valori de adevar

Folosim urmatoarele notatii pentru cele doua valori de adevar:

1 pentru adevarat si 0 pentru fals. Prin urmare, multimea valorilor
de adevar este {0,1}.

Definim urm3toarele operatii pe {0, 1} folosind tabelele de adevar.

p|-p
-:{0,1} — {0,1}, 01
110
Se observa cd - p=1<«<= p=0.
plag|p—gq
001
—:{0,1} x {0,1} — {0,1}, 0|11
1{0/0
111

Seobservaca p—+qg=1<=p<gq.

12



Tabele de adevar

Operatiile V : {0,1} x {0,1} — {0,1}, A:{0,1} x {0,1} — {0,1}
si+: {0,1} x {0,1} — {0, 1} se definesc astfel:

Observatie

Vg ANg

= = O oOlv
= O =k OlQu
= = = OoOIg
—= O = OlQ
—= O O oOlv
= O O T

Pentru orice p,q € {0,1}, pVg=-p—q, pAg=-(p—q)
siperg=(p—=>q) A(g—p).

Dem.: Exercitiu.
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Evaluari

Definitia 1.7
O evaluare (sau interpretare) este o functie e : V — {0, 1}.

Teorema 1.8
Pentru orice evaluare e : V — {0, 1} existd o unicd functie

et : Form — {0,1}

care verificd urmatoarele proprietati:

» eT(v) = e(v) pentru orice orice v € V.

» et (—yp) =—et(p) pentru orice p € Form,

» et (p — 1) =eT(p) > et(v)) pentru orice ¢, 1 € Form.
Dem.: Aplicim Principiul Recursiei pe formule (Propozitia 1.4) cu
A=1{0,1}, Go=e, G.:{0,1} — {0,1}, G_(p) =—psi
G, :{0,1} x{0,1} — {0,1}, G(p,q)=p— q. O
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.9

Dacd e : V — {0,1} este o evaluare, atunci pentru orice formule

©, Y,

ef(pVe)=e"(p) Ve (¥),
ef(pny) =ef(p)Ae’ (),
ef(p o v)=e(p) o e’ (V).

Dem.: Exercitiu.
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.9

Pentru orice formuld ¢ si orice evaludri e;,e; : V — {0,1},

(*) e(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p) = ef(cp) = e;r(ga).

Dem.: Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formula ¢,

@ are proprietatea P ddaca pentru orice evaluari
e1, eV — {0,1}, ¢ satisface (*).

Demonstram c3 orice formul3d ¢ are proprietatea P folosind
Principiul inductiei pe formule. Avem urmatoarele cazuri:

» o =v. Atunci e (v) = e1(v) = ex(v) = &5 (v).
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.9

Pentru orice formulad ¢ si orice evaludri e;, e : V — {0,1},
(*)  e(v) = ex(v) pentru orice v € Var(¢) = e] (¢) = & (¢).

Dem.: (continuare)

» ¢ = () si ¢ satisface P. Fie e1, e, : V — {0,1} al.
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p). Deoarece
Var(p) = Var(v), rezultd c3 e;(v) = ex(v) pentru orice
v € Var(y). Asadar, aplicand P pentru 1), obtinem c3
e () = &5 (¥). Rezultd c3

& (¢) = el (¥) = —e; (V) = &5 (),
deci ¢ satisface P.
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.9

Pentru orice formuld ¢ si orice evaludri e, e : V — {0, 1},
(*)  ei(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p) = e () = & ().

Dem.: (continuare)
» o = (1 = x) si ¥, x satisfac P. Fie e1, e, : V — {0,1} al.
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p). Deoarece
Var(v)) C Var(p) si Var(x) C Var(p), rezults c3
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(t) N Var(x). Asadar
apllcand P pentru ¢ si , obtinem ci e/ (¢¥) = &5 (¥) si
e/ (x) = 5 (x). Rezults c§

e (p) = (1) = &/ (X) = & (¥) = & (x) = & (),

deci ¢ satisface P. O]
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