Cardinale

» O multime se numeste finita dacd are un numar finit de
elemente. O multime care nu este finitd se numeste infinita.

» Numdrul elementelor unei multimi finite A se noteaza | A | si
se mai numeste si cardinalul lui A.

Numerele cardinale sau cardinalele sunt o generalizare a numerelor
naturale, ele fiind folosite pentru a masura dimensiunea unei
multimi; au fost introduse de Cantor.

Exista o definitie riguroasa in teoria multimilor a cardinalului unei
multimi, datoratd lui von Neumann. Pentru orice multime A,
cardinalul lui A, notat | A |, este tot o multime. Colectia tuturor
cardinalelor nu este multime, ci clasa.

Cardinale

Definim urmatoarea relatie pe clasa tuturor cardinalelor: pentru
orice doud multimi A, B,

| A|<| B| <= existd f : A— B functie injectiva.

Teorema Cantor-Schroder-Bernstein

Daca exista doua functii injective f : A— Bsi g: B — A, atunci
A si B sunt echipotente. Altfel scris, dacd | A |[<| B | si

| B|<|AJ, atunci | A|=| B|.

Proprietati
» < este o relatie de ordine total3.

v

Ng este cel mai mic cardinal transfinit.

v

Orice cardinal are un unic succesor, adica pentru orice cardinal
k existd un unic cardinal k¥ al. kK < kT si nu exist3
cardinale v al kK <v < k.

v

Succesorul lui Ng se noteazd Nj.

Cardinale

» | A|=| B | ddacd A si B sunt echipotente.

» Cardinalul unei multimi finite este numarul sdu de elemente.
Cardinalele transfinite sunt cardinalele multimilor infinite.

» | N | se noteazd Ny (se citeste alef zero).

» | R | se noteazd ¢ si se mai numeste si puterea continuumului.

» O multime A este numarabild ddaca | A |= Ro.

> | 2N £ Ry,

» |2V =

Ipoteza continuumului (CH)

Ipoteza continuumului (Continuum Hypothesis (CH))

Nu existd nicio multime S af. Ny <| S |< ¢.

0

2No — Ny,

» avansata de Cantor in 1878.

» prima problema din lista lui Hilbert de 23 probleme prezentate
n 1900.

» Godel (1940) a demonstrat cd (CH) este consistenta cu ZFC.

» Cohen (1963) a demonstrat ca negatia lui (CH) este

consistentd cu ZFC. Prin urmare, (CH) este independentd de
ZFC.



Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet (sau Principiul cutiei; in englezd
Pigeonhole principle)

Dacd A si B sunt multimi finite nevide a.i. |A| > |BJ, atunci nu
exista nicio functie injectiva de la A la B.

Dem.: Demonstram prin inductie dupa cardinalul lui B.

Pasul initial. Presupunem c3 |B| =1, deci B = {b} si |A| > 1.
Daca f : A — B, atunci exista cel putin doua elemente distincte
a1, a2 € A. Rezultd c3 f(a1) = f(a2) = b, deci f nu este injectiva.
Ipoteza de inductie. Fie n > 1. Presupunem ca nu exista functii
injective de la A la B, daca |A| > |B| si |B| < n.

Pasul de inductie.

Fie A, B ai |A|>|B|=n+1sif:A— B. Alegem b € B.
Avem doua cazuri:

e | f71(b) |> 2. Atunci f nu este injectiv, deoarece dou3
elemente ale lui A au aceeasi imagine prin f, si anume b.

Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet

Dac3d A si B sunt multimi finite nevide a.i. |A| > |BJ, atunci nu
exista nicio functie injectivd de la A la B.

Consecinta

Daca avem un numar N de cutii si un numar N + 1 de obiecte,
atunci cel putin Tntr-o cutie vor fi doud obiecte.

Dem.: Notam cu A multimea obiectelor si cu B multimea cutiilor.
Definim f : A — B astfel: pentru orice obiect x € A, f(x) este
cutia n care este pus x. Deoarece |A| = N+1> N = |B|, f nu

este injectivd, deci existd x,y € A distincte a.f. f(x)=f(y). [

Consecinta reformulata

Daca N + 1 obiecte sunt colorate cu N culori, atunci exista doua
obiecte monocromatice (colorate cu aceeasi culoare).

Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet

Dacd A si B sunt multimi finite nevide a.i. |A| > |B
exista nicio functie injectiva de la A la B.

, atunci nu

Dem.: (continuare)
e | f71(b) |< 1. Definim

g A\f7(b) = B\ {b}, g(a)=f(a).

Atunci | B\ {b} |=|B|-1=n>1si

| A\ f71(b) |>| A|—1>| B | —1=| B\ {b}|. Prin urmare,
putem aplica ipoteza de inductie pentru a concluziona ca g nu este
injectivd. Prin urmare, exist3 aj, ap distincte Tn A\ f~1(b) a..
g(a1) = g(a2), deci f(a1) = f(a2). Asadar, f nu este injectiva. [

Principiul lui Dirichlet

Definitie
Fie r € N* si X o multime. O r-colorare a lui X este o functie
c: X —{1,2,...,r}. Pentru x € X, c(x) este culoarea lui x. O

submultime A C X se numeste monocromatica daca toate
elementele din A au aceeasi culoare.

Consecinta

Pentru orice N-colorare a unei multimi X cu N + 1 elemente,
existd x,y € X ali. multimea {x,y} este monocromatica.

® enunt tipic pentru teoria Ramsey.



Teoria Ramsey

Teoria Ramsey este o ramura a combinatoricii, a carei tema
principal3d este:

" Complete disorder is impossible.”  (T.S. Motzkin)

O structura mare, oricat de haotica ar fi, contine substructuri cu
regularitati.
Problema' tipica

O anumitd structurd este coloratd cu un numdr finit de culori. Ce
tip de substructurd este monocromatica?

sau echivalent:

O anumita structurd este partitionatd intr-un numdr finit de
submultimi. Ce tip de substructurd ramane intactd in cel putin una
din submultimi?

LOGICA PROPOZITIONALA

Teoria Ramsey

Teorema van der Waerden (1927)
Fie r € N*. Pentru orice r-colorare a lui N si pentru orice k € N*

exista progresii aritmetice monocromatice de lungime k.

Notatie: Fie Y o multime si k € N*. Notdm cu [Y]¥ multimea
submultimilor lui Y cu k elemente: [Y]* = {AC Y | |A| = k.

Teorema Ramsey (1928)

Fie Y o multime infinita si k,r € N*. Pentru orice r-colorare a lui
[Y]¥, existd o submultime infinitd B a lui Y a.f [B]* este
monocromatica.

Consecinta: Principiul cutiei - varianta infinitd (Infinite
Pigeonhole Principle)

Fie Y o multime infinita si r € N*. Pentru orice r-colorare a lui Y,
exista o submultime infinit3 monocromaticad B a lui Y.
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Logica propozitionala - informal

logicii propozitionale este bazat pe propozitii sau enunturi
despre care se poate argumenta n principiu ca sunt
false.

declara
adevarate

Propozitii declarative
» Suma numerelor 2 si 4 este 6.
» Mihai Eminescu a fost un scriitor roman.
» Maria a reactionat violent la acuzatiile lui lon.

» Orice numar natural par > 2 este suma a doud numere prime.
(Conjectura lui Goldbach).

Andrei este destept.

v

v

Martienilor le place pizza.

Propozitii care nu sunt declarative
» Poti sa mi dai, te rog, painea?

» Pleacal 12



Logica propozitionala - informal

Consideram anumite propozitii ca find atomice si le notam

p,q,r,...sau pi, p2,p3;- ...
Exemple: p=Numarul 2 este par. g=Maine ploud. r=Sunt obosit.

Pornind de la propozitiile atomice, putem crea propozitii complexe
(notate ¢, ¥, x, ---) folosind conectorii logici — (negatia), —
(implicatia), Vv (disjunctia), A (conjunctia), <+ (echivalenta).

Exemple:
—p = Numarul 2 nu este par.
pVqg = Numarul 2 este par sau maine ploua.
pAqg = Numarul 2 este par si maine ploua.
p—q = Dacd numarul 2 este par, atunci miine ploua.
p<>q = Numarul 2 este par dacd si numai daca méine ploua.

Putem aplica repetat conectorii pentru a obtine propozitii si mai
complexe. Pentru a elimina ambiguitatile, folosim parantezele (, ).

Exemplu: ¢ = (pAq) = ((=r) Vv q)

Logica propozitionala - informal

Exemplu:
Fie propozitia:
p=Daca trenul intarzie si nu sunt taxiuri la gara, atunci lon
intarzie la Tntalnire.

Consideram propozitiile atomice

p = Trenul intarzie.
qg = Sunt taxiuri la gara.
r = lon intarzie la Intalnire.

Atunci ¢ = (p A (—q)) — r.

Presupunem c3 ¢, p sunt adevarate si r este falsd (deci —r este
adevdratd). Ce putem spune despre g7 g este adevarata.

Logica propozitionala - informal

Exemplu:

Fie propozitia:

p=Azi este marti, deci avem curs de logica.
Consideram propozitiile atomice

p=Azi este marti. q=Avem curs de logica.
Atunci ¢ = p — q. Cine este —p?

- = p A (—q)=Azi este marti si nu avem curs de logica.
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Logica propozitionala LP - Limbajul

Definitia 1.1
Limbajul logicii propozitionale LP este format din:
» o multime numarabild V = {v, | n € N} de variabile;
» conectori logici: — (se citeste non), — (se citeste implica)

» paranteze: (, ).

e Multimea Sim a simbolurilor lui LP este

Sim:=VU{-,—,(,)}

o Notam variabilele cu v, u, w, vp, vi, vo,...
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Logica propozitionala LP - Limbajul

Definitia 1.2

Multimea Expr a expresiilor lui LP este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui LP.

» Expresia vid3 se noteaza .

» Lungimea unei expresii 6 este numarul simbolurilor din 6.
Sim"™ este multimea sirurilor de simboluri ale lui LP de
lungime n.

> Prin conventie, Sim® = {A}. Atunci Expr = {J,cy Sim".

Exemple:

(v, vim = (v2), “viva, (v = v2) = (—w1)), (=(vi = w)).

Formule

Defin ormulelor este un exemplu de definitie inductiva.

Definitia 1.4
Formulele lui LP sunt expresiile lui LP definite astfel:
(FO) Orice variabild propozitional3 este formula.
(F1) Dacd ¢ este formuld, atunci () este formuls.
(F2) Daca ¢ si 9 sunt formule, atunci (¢ — 1) este formula.
(F3) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (F0), (F1), (F2)
sunt formule.
Notatii: Multimea formulelor se noteaza Form. Notam formulele
cu @, X, ...
» Orice formul3 se obtine aplicand regulile (F0), (F1), (F2) de

un numar finit de ori.
» Form C Expr. Formulele sunt expresiile " bine formate”.

19

Logica propozitionala LP - Limbajul

Definitia 1.3
Fie 0 = 0pf1 . ..0k_1 o expresie a lui LP, unde 6; € Sim pentru
orice i € {0,1,...,k—1}.
» Dacd 0 </ <j < k—1, atunci expresia 0, ...0; se numeste
(i,j)-subexpresia lui 6;
» Spunem c3 o expresie v apare in # daca existad
0<i<j<k—1 al 1 este (i,j)-subexpresia lui 6.
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Formule

Exemple:
» vi— — (v2), =viv2 nu sunt formule .

» (i = v2) = (—wn1)), (=(v1 = v2)) sunt formule.

Citire unicd (Unique readability)

Daca ¢ este o formuld, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» o =v,unde v € V;
» © = (=), unde 9 este formuli;
» ¢ = (1 = Xx), unde 9, x sunt formule.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.

Propozitia 1.5

Multimea Form a formulelor lui LP este numarabila.

Dem.: Exercitiu. .



