Buna ordonare si inductie

Principiul bunei ordonari

Orice submultime nevida a lui N are un cel mai mic element.

Principiul inductiei
Fie S C N astfel Tncat:
(i) 0 Ssi
(ii) pentru orice n € N, dacd n € S, atuncin+1€ S.
Atunci § = N.

Observatie
Principul bunei ordonari si principiul inductiei sunt echivalente.



Principiul inductiei (forma tare)

Principiul inductiei (forma tare)
Fie S C N astfel Tncat:
(i) 0 Ssi
(ii) pentru orice n € N, dacd {0,1,...,n} C S, atuncin+1€ S.
Atunci § = N.

Dem.: Aplicam Principiul inductiei pentru
S"={neN|{0,...,n} C S}

Obtinem S’ = N. Rezult3 c3, pentru orice n € N, {0,...,n} C S,
deci n € S§. Prin urmare, S = N. O



Principiul inductiei

Principiul inductiei
» Pasul initial. Verificam c3 P(0) = 1.
» Ipoteza de inductie. Presupunem c3 P(n) =1, unde n € N.

» Pasul de inductie. Demonstram cd P(n+1) = 1.

Concluzie: P(n) =1 pentru orice n € N.

Principiul inductiei (forma tare)
» Pasul initial. Verificdm c3 P(0) = 1.

» Ipoteza de inductie. Presupunem c3 P(k) =1 pentru orice
k < n, unde n € N.

» Pasul de inductie. Demonstram cd P(n+1) = 1.

Concluzie: P(n) =1 pentru orice n € N.



Principiul diagonalizarii

Principiul diagonalizarii
Fie R o relatie binard pe o multime A si D C A definita astfel:

D={xeA|(x,x)¢ R}
Pentru orice a € A, definim
R,={xe€ A|(a,x) € R}.

Atunci D este diferit de fiecare R,.

Dem.: Presupunem c3 existd a € A astfel incat D = R,. Sunt
posibile doua cazuri:
» a€ D. Rezultd c3 (a,a) ¢ R, deci a ¢ R, = D. Contradictie.
» a¢ D. Rezultd c3 (a,a) € R, deci a € R, = D. Contradictie.
Prin urmare, D # R, pentru orice a € A. O



Argumentul diagonal al lui Cantor

Teorema Cantor

Nu exist3 o bijectie intre N si multimea 2" a partilor lui N, deci N
si 2N nu sunt echipotente.

Dem.: Presupunem c3 existd o bijectie f : N — 2N, Prin urmare,
2N poate fi enumerats ca 2V = {S, S1,...,Sn, ..., }, unde

Si = f(i) pentru orice i € N. Considerdm relatia binara R C N x N
definita astfel:

R=A{0.0)1jef()} ={0J)|JeSi}
si aplicam Principiul diagonalizarii. Astfel,
D = {neN|(nn)¢R}={neN|n¢S,},
R = {jeN|(i,j))eR}={jeN|jeS5}=S5, ielN
Deoarece D C N si f este bijectie, existd k € N al. D =5, = Ry.

Pe de alta parte, conform Principiului diagonalizarii, D # R;
pentru orice i € N. Am obtinut o contradictie. []



Multimi numarabile

Definitie
O multime A este numarabild dac3 este echipotentd cu N .
O multime finitd sau numarabild se numeste cel mult numarabila.

Corolar

2N nu este multime num3rabil3.

Propozitie
(i) Orice submultime infinitd a lui N este num3&rabil3.

(ii) Reuniunea unei familii cel mult numarabile de multimi
numarabile este multime numarabila.

(i) Z si Q sunt numarabile.
(iv) Produsul cartezian al unei familii cel mult numarabile de
multimi num3arabile este multime numarabila.

Dem.: Exercitiu.



Relatii binare

ultime nevida si R C A x A o relatie binard pe A.

Notatie®®8griem xRy in loc de (x, y) € R si =(xRy) in loc de

(x,y) &
Definitie

> R este reflexivd dacd xRx pentru orice x € A.

v

R este ireflexivd dacd —(xRx) pentru orice x € A.
» R este simetrica daca pentru orice x,y € A,

xRy implica yRx.

v

R este antisimetricd daca pentru orice x,y € A,

xRy si yRx implicd x = y.

v

R este tranzitiva daca pentru orice x,y,z € A,

xRy si yRz implica xRz.

v

R este totald daca pentru orice x,y € A,

xRy sau yRx.



Relatii de echivalenta

Definitie
Fie A o multime nevida si R C A x A o relatie binara pe A. R se

numeste relatie de echivalenta daca este reflexiva, simetrica si
tranzitiva.

Exemple
» Fie n € N*. Definim relatia =(mod n) C Z x Z astfel:
=(mod n) = {(x,y) € Z | n divide (x — y)}.
Relatia =(mod n) se numeste congruenta modulo n. Folosim
notatia x = y(mod n) pentru (x,y) € =(mod n).
» Fie f : A— B o functie. Definim relatia ker f C A x A astfel:
kerf = {(a1,a2) € Ax A | f(a1) =f(a2)}.
ker f se numeste si nucleul lui f.

Notatii: Vom nota relatiile de echivalentd cu ~. Scriem x ~ y
dacd (x,y) €~ si x % y dacd (x,y) ¢~.



Relatii de echivalenta

Fie multime nevid3 si ~ C A x A o relatie de echivalenta.
Definitie
Pentru orice x € A, clasa de echivalentd [x] a lui x este definitd
astfel: [x] ={y € A|x~y}.
Propozitie
> A= Usealx]-
» [x] = [y] ddacad x ~ y.
» [x]N[y] =0 ddac3 x ;¢ y ddacd [x] # [y].
Dem.: Exercitiu.
Definitie
Multimea tuturor claselor de echivalentad distincte ale elementelor

lui A se numest multimea cat a lui A prin ~ si se noteazd A/~.
Aplicatia m: A — A/~, 7(x) = [x] se numeste funciia cat.



Relatii de echivalenta

Fie ultime nevida si ~C A x A o relatie de echivalenta.
Definitie

Un sistem de reprezentanti pentru ~ este o submultime X C A care
satisface: pentru orice a € A exista un unic x € X a.l. a~ x.

Propozitie

Fie X un sistem de reprezentanti pentru ~. Atunci A = [J,cx[X] si
A/~={[x] | x € X}.

Dem.: Exercitiu.

Exemplu

Consideram congruenta modulo 2, =(mod 2):
[0]={2n|neZ}=2Z [ ={2n+1|n€Z} =27 +1;

[2n] = [0] si [2n + 1] = [1] pentru orice n € Z; multimea cat este
Zy = {[0],[1]}. Sisteme de reprezentanti: X = {0,1}, X = {2,5},
X = {999,20}.
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Partitii

Fie ultime nevida.
Definitie
O partitie a lui A este o familie (A;);c; de submultimi nevide ale lui
A care verifica proprietatile:
A= Aisi AinAj =0 pentru orice i # j.

Partitia (Aj)ies se numeste finita daca / este finit3.

Propozitie
Exista o bijectie intre multimea relatiilor de echivalentd pe A si
multimea partitiilor lui A:
> (Aj)ic/ partitie a lui A — relatia de echivalentad pe A definita
prin: x ~y < existd i € [ al x,y €A,
» ~ relatie de echivalentd pe A — partitia ([x])xex, unde
X C A este un sistem de reprezentanti pentru ~.

Dem.: Exercitiu.
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Relatii de ordine

Definitie
Fie A o multime nevida. O relatie binard R pe A este relatie de

» ordine partiald dac3 este reflexiva, antisimetric3 si tranzitiva.

» ordine stricta daca este ireflexiva si tranzitiva.

» ordine totald daca este antisimetrica, tranzitiva si totala.
Notatii: Vom nota relatiile de ordine partiala si totala cu <, iar
relatiile de ordine stricta cu <.

Definitie
Dacd < este o relatie de ordine partiald (totald) pe A, spunem c3
(A, <) este multime partial (total) ordonata.
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Multimi partial ordonate

Fie (A, <) o'multime partial ordonata.
Proprietatii

» Orice relatie de ordine total3 este reflexiva. Prin urmare, orice
multime total ordonatd este multime partial ordonata.

> Relatia < definitd prin x <y <= x <y six # y este
relatie de ordine stricta.

» Dacid ) #S C A, atunci (S, <) este multime partial ordonata.

Dem.: Exercitiu.
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Multimi partial ordonate

Fie (A multime partial ordonat3 si () # S C A.

=
Definitie
Un element e € S se numeste
» element minimal al lui S dacd pentruoriceac€ S, a<e =
a=ge
» element maximal al lui S daca pentruoricea€ S, a> e =
a=ge
» cel mai mic element (sau minim) al lui S dacd e < a pentru
orice a € S;
» cel mai mare element (sau maxim) al lui S dacd e > a pentru
orice a € S.
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Multimi partial ordonate

Proprietati
» Atat minimul, cat si maximul lui S sunt unice (dac3 existd).

» Orice minim (maxim) este element minimal (maximal).
Reciproca nu este adevarata.

» S poate avea mai multe elemente maximale sau minimale.

Dem.: Exercitiu.
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Multimi partial ordonate

Fie ) o multime partial ordonatd si ) # S C A.
Definitie
Un element e € A se numeste
» majorant al lui S dacd e > a pentru orice a € S;
» minorant al lui S dacd e < a pentru orice a € S;

» supremumul lui S, notat sup S, dac3 e este cel mai mic
majorant al lui S;

» infimumul lui S, notat inf S, dac3 e este cel mai mare
minorant al lui S.

Proprietati
» Atdt multimea majorantilor, cat si multimea minorantilor lui S
poate fi vida.

» Atat supremumul, cit si infimumul lui S sunt unice (daca
existd).
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Multimi bine/inductiv ordonate

Fie ) o multime partial ordonata.

Definitie

Spunem c3 (A, <) este multime bine ordonatd dac3 orice
submultime nevida a lui A are minim. In acest caz, < se numeste
relatie de buna ordonare pe A.

Exemple

(N, <) este bine ordonatd, dar (Z, <) nu este bine ordonat3.

Observatie

Orice multime bine ordonata este total ordonata.

Dem.: Exercitiu.

Definitie

(A, <) se numeste inductiv ordonatd dacd orice submultime total
ordonata a sa admite un majorant.
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Axioma alegerii

Axioma alegerii (in engleza Axiom of Choice) (AC)

Daca (Aj)ics este o familie de multimi nevide, atunci existd o

multime C care contine un singur element din fiecare multime (A;).

Reformulari
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente cu Axioma alegerii:

» Dac3d (Aj)jcs este o familie de multimi nevide, atunci existd o

functie fc care asociazd la fiecare i € | un element fc(i) € A;.

» Dacd (Aj)ic este o familie de multimi nevide, atunci [
este nevid.

/El

» formulatd de Zermelo (1904)

» a provocat discutii aprinse datorita caracterului sau
neconstructiv: nu exista nicio reguld pentru a construi
multimea C sau functia alegere fc.
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Axioma alegerii

1940) a demonstrat c3 axioma alegerii este consistent3d

» Cohen (1963) a demonstrat cd negatia axiomei alegerii este
consistentd cu ZF. Prin urmare, axioma alegerii este
independentad de ZF. Cohen a primit Tn 1966 Medalia Fields.

Teorema
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente cu Axioma alegerii:

» Lema lui Zorn Orice multime inductiv ordonata are un
element maximal.

» Principiul Bunei Ordonari: Orice multime nevidd X poate fi
bine ordonatd (adicd, pentru orice X exista o relatie binard <
pe X al. (X, <) este multime bine ordonatd).
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