[ -teoreme

ime de formule ale lui L.

Definitia 2.40
Multimea Thmg(I') a -teoremelor lui £ este intersectia tuturor
multimilor de formule ¥ care satisfac urmatoarele proprietati:
(i) Axmg C X
(i) T CX;
(iii) X este inchis3 la regulile de deductie, adicd
(a) dacd p € Zsi ¢ — ) € X, atunci ¢ € X;
(b) dacid ¢ € ¥, atunci Vxp € X.

Dacd ¢ € Thmg(I'), atunci spunem si c3 ¢ este dedusa din
ipotezele T.



[ -teoreme

Notatii
2@ = ¢ este [-teoremd
Thmﬁ = Thm£(®)
}_E o) = @ |—£ 2
M=z A := Tk, pentru orice p € A.

Definitia 2.41

O formuld ¢ se numeste teorem3d (logica) a lui £ dacd F. ¢.

Conventie

Cénd L este clar din context, scriem Axm, Thm, Thm(T'), T - ¢,
F o, etc..



[ -teoreme

Reformula
-, obtinem

onditiile din definitia '-teoremelor folosind notatia

Propozitia 2.42
Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢, 1), au loc
urmatoarele proprietati:
(i) daca @ este axiom3, atunci I' F ¢;
(ii) dacd ¢ €T, atunci I F ¢;
(iii) daca T+ @ si [+ @ — 1), atunci [+ 4);
(iv) daca '+ ¢, atunci ' - Vxo.



[ -teoreme

oremelor d3 nastere la metoda de demonstratie prin
inductie dupa -teoreme. Demonstram ca orice [-teorema are o
proprietate P astfel:

(i) demonstrdm c3 orice axiomd are proprietatea P;
(ii) demonstram c3 orice formuld din ' are proprietatea P;
(iii) demonstrdm c3 dac3 ¢ si ¢ — @ au proprietatea P, atunci ¢
are proprietatea P;
(iv) demonstram ca dacd ¢ are proprietatea P, atunci Vxyp are
proprietatea P.



[-demonstratii

Definitia 2.43

O -demonstratie (demonstratie din ipotezele I') este o secventd
de formule 61, ..., 6, ai. pentru fiecare i € {1,...,n}, una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

(i) O; este axiom§;

(ii) 0; eT;
(iii) existd k,j < i al O, =6; — 0;;
(iv) existd j < isix €V al 60; =Vxb;.

O (-demonstratie se va numi simplu demonstratie.



[-demonstratii

Definitia 2.44

Fie ¢ o formuld. O -demonstratie a lui ¢ sau demonstratie a lui
din ipotezele [ este o [-demonstratie 61, ..., 6, ai 6, = . In
acest caz, n se numeste lungimea [-demonstratiei.

Propozitia 2.45

Fie ' o multime de formule si ¢ o formuld. Atunci ' - ¢ ddaca
exista o -demonstratie a lui ¢.



Multimi consistente

Definitia 2.46

O multime I de formule se numeste consistentd dac3 existd o
formula ¢ astfel ncat I' t/ .

[ se numeste inconsistenta dac3d nu este consistenta, i.e. [ F ¢
pentru orice formul3d .

Propozitia 2.47

Pentru orice multime ' de formule, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este inconsistents;
(ii) pentru orice formuld ¢, '+ si [+ =,
(iii) existd o formuld ¢ af THYsilF .



Teorema de completitudine

Teorema de completitudine - prima versiune

Pentru orice formula ¢,
Fe <<= Fo

» Teorema de completitudine a fost demonstratd de Godel n

1929 in teza sa de doctorat.
» Henkin a dat Tn 1949 o demonstratie simplificata.

Teorema de completitudine tare - prima versiune

Orice multime consistentd de enunturi [ este satisfiabila.

Teorema de completitudine tare - a doua versiune

Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢,

N-¢ <<= TFEeo.



Teorii

Nota entru orice mulfime de enunturi [, notam

Mod(T') := clasa modelelor lui T
Notdm Mod(1, ..., ¢n) In loc de Mod({¢1,...,¢n}).

Lema 2.48

Pentru orice multimi de enunturi I'; A si orice enunt 1,
(i) TEY <= Mod(I') C Mod(v).

(i) T C A = Mod(A) C Mod(T).

(iii) T este satisfiabild <= Mod(I) # 0.

Definitia 2.49

O multime de enunturi I' se numeste completd daca pentru orice
enunt 1,

MEYsau I E =9



Teorii

Definitia 2.50
O L-teorie este o multime T de enunturi ale lui £ care este inchis3
la consecinta semantic3, adica:

pentru orice enunt o, TFp = e T.

Observatie: O L-teorie T este completa <= pentru orice enunt
p,avemcd ¢ € T sau ~p € T.
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Teorii

Definitia 2.51
Pentru orice multime de enunturi I, teoria generata de [ este
multimea

Th(I) = {p|pesteenuntsil F p}
{¢ | ¢ este enunt si Mod(I') C Mod(y)}.

Spunem c3 I este o multime de axiome pentru Th(I).
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* Teorii

Propozitia 2.52
(i) T C Th(T).
(ii) Mod(I') = Mod(Th(I)).
(iii) Th(T) este o teorie.
(iv) Th(I') este cea mai micd teorie T ail. [ C T.
Dem.:
(i) Pentru orice p € ', avem c3 I E ¢, deci ¢ € Th(T).
(ii) " 2" Conform (i) si Observatiei 2.49.(i).
"C" Conform definitiei lui Th(I').
(iii) Pentru orice enunt ¢, avem c3
Th(lN) F ¢ <= Mod(Th(I")) C Mod(y)
<= Mod(I') € Mod(y) (conform (ii)) <= ¢ € Th(I).
(iv) Fie T o teorie care contine I' si ¢ € Th(I'). Din
Mod(T') C Mod(p) si Mod(T) C Mod(I') rezultd c3d
Mod(T) C Mod(p), deci T E . Deoarece T este teorie,
obtinem cd ¢ € T. Asadar, Th(I') C T.
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Teorii

Propozitia 2.53
Pentru orice multimi de enunturi I', A,
(i) TCA = Th(I') C Th(A).
(ii) T este teorie <= I = Th(I).
(iii) Th(0) = {¢ | ¢ este enunt valid} este inclus3 in orice teorie.

Dem.: Exercitiu usor.
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Teorii

» O teorie prezentatd ca Th(I') se numeste teorie axiomaticd
sau teorie prezentata axiomatic. [ se numeste multime de
axiome pentru Th(I).

» Orice teorie poate fi prezentata axiomatic, dar suntem
interesati de multimi de axiome care satisfac anumite conditii.

Definitia 2.54

O teorie T este finit axiomatizabild dacdT = Th(I') pentru o
multime de enunturi finita I.

Definitia 2.55

O clas3 K de L-structuri este axiomatizabild dacd K = Mod(I)
pentru o multime de enunturi . Spunem si c3 I axiomatizeazad K.
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Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

S Le = (.0,0) = (2)

» L--structurile sunt A = (A, =), unde = este relatie binar3.

Consideram urmatoarele enunturi:

(REFL) := Vx(x=x)
(SIM) = VxVy(x=y — y=x)
(TRANZ) := VxVyVz(x=y N y=z — x=z)

Definitie
Teoria relatiilor de echivalenta este
T := Th((REFL), (SIM),(TRANZ)).

T este finit axiomatizabilg;

Fie IC clasa structurilor (A,=), unde = este relatie de
echivalenta pe A.

K = Mod(T), deci T axiomatizeaz3 K.

Spunem si cd T axiomatizeaza clasa relatiilor de echivalenta.

v Yy

v Yy
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Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

e Daca adaugdam axioma:
VxJy (x # y AxZy AVz(z=x — (z = xV z = y))),

obtinem teoria relatiilor de echivalenta cu proprietatea ca orice
clasa de echivalenta are exact doua elemente.
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Exemple - Teoria ordinii partiale

> Eé = (§7®’®) = (S)
> Eé-structurile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:

(REFL) = Vx(x<x)
(ANTISIM) = VYxVy(x<y Ay<x — x =y)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y Ay<z — x<z)

Definitie
Teoria ordinii partiale este
T := Th((REFL),(ANTISIM),(TRANZ)).

» T este finit axiomatizabil3;
» modelele lui T sunt multimile partial ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine partiala.
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Exemple - Teoria ordinii stricte

» Lo=(<,0,0)=(<)

» L_-structurile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:
(IREFL) := Vx—(x<x)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y Ay<z — x<z)
Definitie
Teoria ordinii stricte este

T := Th((IREFL), (TRANZ)).

» T este finit axiomatizabil3;
» modelele lui T sunt multimile strict ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine stricta.
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Exemple - Teoria ordinii totale

Consideram urmatorul enunt:
(TOTAL) = VxVy(x =y Vx<yV y<x)
Definitie

Teoria ordinii totale este
T := Th((IREFL),(TRANZ),(TOTAL)).

» T este finit axiomatizabil3;

» modelele lui T sunt multimile total (liniar) ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine totala.

19



Exemple - Teoria ordinii dense

Consideram urmatorul enunt:
(DENS) = VxVy(x<y — Jz(x<z A z<y)).
Definitie

Teoria ordinii dense este
T := Th((IREFL),(TRANZ),(TOTAL), (DENS)).

» T este finit axiomatizabil3;

» modelele lui T sunt multimile dens ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine densa.
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Exemple - Teoria grafurilor

> EGraf = (Ea®a®) = (E)
> EGraf—sgucturile sunt A = (A, E), unde E este relatie binar3.

Consideram urmatoarele enunturi:
(IREFL) := Yx—E(x,x)
(SIM) = VxVy(E(x,y) = E(y,x)).

Definitie

Teoria grafurilor este
T := Th((IREFL),(SIM)).

» T este finit axiomatizabil3;

> modelele lui T sunt grafurile.
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Exemple

Pentru orice n > 2, not3m urmitorul enunt cu 32"
dxq1 ... 3x, (—|(X1 =x)A(x1 =x3) Ao A(Xpo1 = X,,)),
pe care 1l scriem mai compact astfel:

32" = Ixq ... 3x, /\ —(xi = xj)

1<i<j<n
Propozitia 2.56
Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,

AE 32" <= A are cel putin n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.
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Exemple

Notatii

» Pentru uniformitate, notdim 32! := Ix(x = x).
| 2 agn = —\E|2n+1

> 3=0 .= 30 A 20
Propozitia 2.57

Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,

AETJS"  — A are cel mult n elemente
AEIFIT" <« A are exact n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.

Propozitia 2.58

Fie T := Th({3=" | n > 1}). Atunci pentru orice L-structurd A,
AE T <= A este multime infinit3.

Dem.: Exercitiu usor.
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