
Γ-teoreme

Fie Γ o mulţime de formule ale lui L.

Definiţia 2.40

Mulţimea ThmL(Γ) a Γ-teoremelor lui L este intersecţia tuturor
mulţimilor de formule Σ care satisfac următoarele proprietăţi:

(i) AxmL ⊆ Σ;

(ii) Γ ⊆ Σ;

(iii) Σ este ı̂nchisă la regulile de deducţie, adică

(a) dacă ϕ ∈ Σ şi ϕ→ ψ ∈ Σ, atunci ψ ∈ Σ;
(b) dacă ϕ ∈ Σ, atunci ∀xϕ ∈ Σ.

Dacă ϕ ∈ ThmL(Γ), atunci spunem şi că ϕ este dedusă din
ipotezele Γ.
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Γ-teoreme

Notaţii

Γ `L ϕ := ϕ este Γ-teoremă
ThmL := ThmL(∅)
`L ϕ := ∅ `L ϕ
Γ `L ∆ := Γ `L ϕ pentru orice ϕ ∈ ∆.

Definiţia 2.41

O formulă ϕ se numeşte teoremă (logică) a lui L dacă `L ϕ.

Convenţie

Când L este clar din context, scriem Axm,Thm, Thm(Γ), Γ ` ϕ,
` ϕ, etc..
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Γ-teoreme

Reformulând condiţiile din definiţia Γ-teoremelor folosind notaţia
`, obţinem

Propoziţia 2.42

Pentru orice mulţime de formule Γ şi orice formule ϕ,ψ, au loc
următoarele proprietăţi:

(i) dacă ϕ este axiomă, atunci Γ ` ϕ;

(ii) dacă ϕ ∈ Γ, atunci Γ ` ϕ;

(iii) dacă Γ ` ϕ şi Γ ` ϕ→ ψ, atunci Γ ` ψ;

(iv) dacă Γ ` ϕ, atunci Γ ` ∀xϕ.
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Γ-teoreme

Definiţia Γ-teoremelor dă naştere la metoda de demonstraţie prin
inducţie după Γ-teoreme. Demonstrăm că orice Γ-teoremă are o
proprietate P astfel:

(i) demonstrăm că orice axiomă are proprietatea P;

(ii) demonstrăm că orice formulă din Γ are proprietatea P;

(iii) demonstrăm că dacă ϕ şi ϕ→ ψ au proprietatea P, atunci ψ
are proprietatea P;

(iv) demonstrăm că dacă ϕ are proprietatea P, atunci ∀xϕ are
proprietatea P.
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Γ-demonstraţii

Definiţia 2.43

O Γ-demonstraţie (demonstraţie din ipotezele Γ) este o secvenţă
de formule θ1, . . ., θn a.̂ı. pentru fiecare i ∈ {1, . . . , n}, una din
următoarele condiţii este satisfăcută:

(i) θi este axiomǎ;

(ii) θi ∈ Γ;

(iii) existǎ k, j < i a.̂ı. θk = θj → θi ;

(iv) există j < i şi x ∈ V a.̂ı. θi = ∀xθj .

O ∅-demonstraţie se va numi simplu demonstraţie.
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Γ-demonstraţii

Definiţia 2.44

Fie ϕ o formulă. O Γ-demonstraţie a lui ϕ sau demonstraţie a lui ϕ
din ipotezele Γ este o Γ-demonstraţie θ1, . . ., θn a.̂ı. θn = ϕ. În
acest caz, n se numeşte lungimea Γ-demonstraţiei.

Propoziţia 2.45

Fie Γ o mulţime de formule şi ϕ o formulă. Atunci Γ ` ϕ ddacă
există o Γ-demonstraţie a lui ϕ.
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Mulţimi consistente

Definiţia 2.46

O mulţime Γ de formule se numeşte consistentă dacă există o
formulă ϕ astfel ı̂ncât Γ 6` ϕ.
Γ se numeşte inconsistentă dacă nu este consistentă, i.e. Γ ` ϕ
pentru orice formulă ϕ.

Propoziţia 2.47

Pentru orice mulţime Γ de formule, următoarele afirmaţii sunt
echivalente:

(i) Γ este inconsistentă;

(ii) pentru orice formulă ψ, Γ ` ψ şi Γ ` ¬ψ;

(iii) există o formulă ψ a.̂ı. Γ ` ψ şi Γ ` ¬ψ.
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Teorema de completitudine

Teorema de completitudine - prima versiune

Pentru orice formulă ϕ,

` ϕ ⇐⇒ � ϕ.

I Teorema de completitudine a fost demonstrată de Gödel ı̂n
1929 ı̂n teza sa de doctorat.

I Henkin a dat ı̂n 1949 o demonstraţie simplificată.

Teorema de completitudine tare - prima versiune

Orice mulţime consistentă de enunţuri Γ este satisfiabilă.

Teorema de completitudine tare - a doua versiune

Pentru orice mulţime de formule Γ şi orice formulă ϕ,

Γ ` ϕ ⇐⇒ Γ � ϕ.
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Teorii

Notaţie: Pentru orice mulţime de enunţuri Γ, notăm

Mod(Γ) := clasa modelelor lui Γ.

Notăm Mod(ϕ1, . . . , ϕn) ı̂n loc de Mod({ϕ1, . . . , ϕn}).

Lema 2.48

Pentru orice mulţimi de enunţuri Γ,∆ şi orice enunţ ψ,

(i) Γ � ψ ⇐⇒ Mod(Γ) ⊆ Mod(ψ).

(ii) Γ ⊆ ∆ =⇒ Mod(∆) ⊆ Mod(Γ).

(iii) Γ este satisfiabilă ⇐⇒ Mod(Γ) 6= ∅.

Definiţia 2.49

O mulţime de enunţuri Γ se numeşte completă dacă pentru orice
enunţ ψ,

Γ � ψ sau Γ � ¬ψ.
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Teorii

Definiţia 2.50

O L-teorie este o mulţime T de enunţuri ale lui L care este ı̂nchisă
la consecinţa semantică, adică:

pentru orice enunţ ϕ, T � ϕ =⇒ ϕ ∈ T .

Observaţie: O L-teorie T este completă ⇐⇒ pentru orice enunţ
ϕ, avem că ϕ ∈ T sau ¬ϕ ∈ T .
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Teorii

Definiţia 2.51

Pentru orice mulţime de enunţuri Γ, teoria generată de Γ este
mulţimea

Th(Γ) := {ϕ | ϕ este enunţ şi Γ � ϕ}
= {ϕ | ϕ este enunţ şi Mod(Γ) ⊆ Mod(ϕ)}.

Spunem că Γ este o mulţime de axiome pentru Th(Γ).
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Teorii

Propoziţia 2.52

(i) Γ ⊆ Th(Γ).

(ii) Mod(Γ) = Mod(Th(Γ)).

(iii) Th(Γ) este o teorie.

(iv) Th(Γ) este cea mai mică teorie T a.̂ı. Γ ⊆ T .

Dem.:

(i) Pentru orice ϕ ∈ Γ, avem că Γ � ϕ, deci ϕ ∈ Th(Γ).
(ii) ”⊇” Conform (i) şi Observaţiei 2.49.(i).

”⊆” Conform definiţiei lui Th(Γ).
(iii) Pentru orice enunţ ϕ, avem că

Th(Γ) � ϕ ⇐⇒ Mod(Th(Γ)) ⊆ Mod(ϕ)
⇐⇒ Mod(Γ) ⊆ Mod(ϕ) (conform (ii)) ⇐⇒ ϕ ∈ Th(Γ).

(iv) Fie T o teorie care conţine Γ şi ϕ ∈ Th(Γ). Din
Mod(Γ) ⊆ Mod(ϕ) şi Mod(T ) ⊆ Mod(Γ) rezultă că
Mod(T ) ⊆ Mod(ϕ), deci T � ϕ. Deoarece T este teorie,
obţinem că ϕ ∈ T . Aşadar, Th(Γ) ⊆ T .
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Teorii

Propoziţia 2.53

Pentru orice mulţimi de enunţuri Γ,∆,

(i) Γ ⊆ ∆ =⇒ Th(Γ) ⊆ Th(∆).

(ii) Γ este teorie ⇐⇒ Γ = Th(Γ).

(iii) Th(∅) = {ϕ | ϕ este enunţ valid} este inclusă ı̂n orice teorie.

Dem.: Exerciţiu uşor.
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Teorii

I O teorie prezentată ca Th(Γ) se numeşte teorie axiomatică
sau teorie prezentată axiomatic. Γ se numeşte mulţime de
axiome pentru Th(Γ).

I Orice teorie poate fi prezentată axiomatic, dar suntem
interesaţi de mulţimi de axiome care satisfac anumite condiţii.

Definiţia 2.54

O teorie T este finit axiomatizabilă dacăT = Th(Γ) pentru o
mulţime de enunţuri finită Γ.

Definiţia 2.55

O clasă K de L-structuri este axiomatizabilă dacă K = Mod(Γ)
pentru o mulţime de enunţuri Γ. Spunem şi că Γ axiomatizează K.
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Exemple - Teoria relaţiilor de echivalenţă

I L≡̇ = (≡̇, ∅, ∅) = (≡̇)

I L≡̇-structurile sunt A = (A,≡), unde ≡ este relaţie binară.

Considerăm următoarele enunţuri:

(REFL) := ∀x(x≡̇x)

(SIM) := ∀x∀y(x≡̇y → y≡̇x)

(TRANZ ) := ∀x∀y∀z(x≡̇y ∧ y≡̇z → x≡̇z)

Definiţie

Teoria relaţiilor de echivalenţă este

T := Th((REFL), (SIM), (TRANZ )).

I T este finit axiomatizabilă;
I Fie K clasa structurilor (A,≡), unde ≡ este relaţie de

echivalenţă pe A.
I K = Mod(T ), deci T axiomatizează K.
I Spunem şi că T axiomatizează clasa relaţiilor de echivalenţă.
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Exemple - Teoria relaţiilor de echivalenţă

• Dacă adăugăm axioma:

∀x∃y
(
x 6= y ∧ x≡̇y ∧ ∀z(z≡̇x → (z = x ∨ z = y))

)
,

obţinem teoria relaţiilor de echivalenţă cu proprietatea că orice
clasă de echivalenţă are exact două elemente.
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Exemple - Teoria ordinii parţiale

I L≤̇ = (≤̇, ∅, ∅) = (≤̇)

I L≤̇-structurile sunt A = (A,≤), unde ≤ este relaţie binară.

Considerăm următoarele enunţuri:

(REFL) := ∀x(x≤̇x)

(ANTISIM) := ∀x∀y(x≤̇y ∧ y≤̇x → x = y)

(TRANZ ) := ∀x∀y∀z(x≤̇y ∧ y≤̇z → x≤̇z)

Definiţie

Teoria ordinii parţiale este

T := Th((REFL), (ANTISIM), (TRANZ )).

I T este finit axiomatizabilă;

I modelele lui T sunt mulţimile parţial ordonate.

I T axiomatizează clasa relaţiilor de ordine parţială.
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Exemple - Teoria ordinii stricte

I L<̇ = (<̇, ∅, ∅) = (<̇)

I L<̇-structurile sunt A = (A, <), unde < este relaţie binară.

Considerăm următoarele enunţuri:

(IREFL) := ∀x¬(x<̇x)

(TRANZ ) := ∀x∀y∀z(x<̇y ∧ y<̇z → x<̇z)

Definiţie

Teoria ordinii stricte este

T := Th((IREFL), (TRANZ )).

I T este finit axiomatizabilă;

I modelele lui T sunt mulţimile strict ordonate.

I T axiomatizează clasa relaţiilor de ordine strictă.
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Exemple - Teoria ordinii totale

Considerăm următorul enunţ:

(TOTAL) := ∀x∀y(x = y ∨ x<̇y ∨ y<̇x)

Definiţie

Teoria ordinii totale este

T := Th((IREFL), (TRANZ ), (TOTAL)).

I T este finit axiomatizabilă;

I modelele lui T sunt mulţimile total (liniar) ordonate.

I T axiomatizează clasa relaţiilor de ordine totală.
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Exemple - Teoria ordinii dense

Considerăm următorul enunţ:

(DENS) := ∀x∀y
(
x<̇y → ∃z(x<̇z ∧ z<̇y)

)
.

Definiţie

Teoria ordinii dense este

T := Th((IREFL), (TRANZ ), (TOTAL), (DENS)).

I T este finit axiomatizabilă;

I modelele lui T sunt mulţimile dens ordonate.

I T axiomatizează clasa relaţiilor de ordine densă.
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Exemple - Teoria grafurilor

I LGraf = (Ė , ∅, ∅) = (Ė )

I LGraf -structurile sunt A = (A,E ), unde E este relaţie binară.

Considerăm următoarele enunţuri:

(IREFL) := ∀x¬Ė (x , x)

(SIM) := ∀x∀y(Ė (x , y)→ Ė (y , x)).

Definiţie

Teoria grafurilor este

T := Th((IREFL), (SIM)).

I T este finit axiomatizabilă;

I modelele lui T sunt grafurile.
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Exemple

Pentru orice n ≥ 2, notăm următorul enunţ cu ∃≥n:

∃x1 . . . ∃xn
(
¬(x1 = x2) ∧ ¬(x1 = x3) ∧ . . . ∧ ¬(xn−1 = xn)

)
,

pe care ı̂l scriem mai compact astfel:

∃≥n = ∃x1 . . . ∃xn

 ∧
1≤i<j≤n

¬(xi = xj)

 .

Propoziţia 2.56

Pentru orice L-structură A şi orice n ≥ 1,

A � ∃≥n ⇐⇒ A are cel puţin n elemente.

Dem.: Exerciţiu uşor.
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Exemple

Notaţii

I Pentru uniformitate, notăm ∃≥1 := ∃x(x = x).

I ∃≤n := ¬∃≥n+1

I ∃=n := ∃≤n ∧ ∃≥n

Propoziţia 2.57

Pentru orice L-structură A şi orice n ≥ 1,

A � ∃≤n ⇐⇒ A are cel mult n elemente
A � ∃=n ⇐⇒ A are exact n elemente.

Dem.: Exerciţiu uşor.

Propoziţia 2.58

Fie T := Th({∃≥n | n ≥ 1}). Atunci pentru orice L-structură A,

A � T ⇐⇒ A este mulţime infinită.

Dem.: Exerciţiu uşor.
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