Semanticd Semanticd

Fie formule ale lui L.

Definitia 2.18

@ si 1 sunt logic echivalente dacd pentru orice L-structurd A si
orice evaluare e: V — A,

AE ple] <= AEYe].

Fie ¢ uld a lui L.
Definitia 2.16

Spunem c3 ¢ este adevarata intr-o L-structura A dacd pentru
orice evaluare e: V — A,

AE ple].
Spunem si ca A satisface ¢ sau c3 A este un model al lui .
Notatie: AF ¢

Notatie: ¢ H
Definitia 2.19

1) este consecinta semantica a lui ¢ daca pentru orice L-structura
A si orice evaluare e : V — A,

Definitia 2.17 AEple] = AFE[e].

Spunem c3 ¢ este formul3d universal adevaratd sau (logic) valida
dac3 pentru orice L-structura A,

AFE .

Notatie: ¢ F ¢

Observatie
(i) o= ddack E ¢ — .
(if) pHvY ddacd (Y F ¢ si pF ) ddacd F ¢ < .

Notatie: F ¢

Echivalente si consecinte logice Echivalente si consecinte logice

Dem.: Exercitiu usor.

Propozitia 2.20 ¢ F Ixp (10)
Pentru orice formule ¢, v si orice variabile x, y, xp F oo (11)
VxVyp H VyVxe (12)
—Ixp H Vx-p (1) IxJye H JyIxp (13)
—Vxp B Ix—gp (2) IyWxpe E VxIyp. (14)
Vx(e A1) H Vxp AVxy (3) .
Dem.: Exercitiu.
Vxp VVxy) E Vx(e V) (4)
Ix(eAY) E Ixp AIxy (5) Propozitia 2.21
Ix(e V) H IxeVIxy (6) Pentru orice termeni s, t, u,
Vx(p = ) E Vxp — Vxi (7) (i) Ft=t
Vx(p =) E 3xe — Ixyp (8) (i) Fs=t—>t=s
Vxp E dxp (9) (i) Es=tANt=u—s=u.



Egalitatea

Propozitia 2.22

Pentru orice m> 1, f € F,,, R € R, si orice termeni
t,’,Ui,i: 17"'7m1

|=(t1:ul)/\.../\(tm:um)—>ft1...tm:ful...um (15)
':(tl:Ul)/\.../\(tmzUm)—>(Rt1...tm<—>Ru1...um). (16)

Dem.: Ardtam (15). Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare
al. AE((ti =w) A...A(tm = um))[e]. Atunci AFE (t; = uj)|[€]

pentru orice i € {1,..., m}, deci t/(e) = u?'(e) pentru orice
i€{l,...,m}. Rezultd c3
(ftr- tm)A(e) = FA(E'(e)- .-, tm(e)) = FA(ui'(e), -, um(e))

= (fur...um)*(e)

Asadar, AF (fty...tm = fur...um)[e].

Variabile legate si libere

Notatie:

) := multimea variabilelor libere ale lui ¢.

Definitie alternativd

Multimea FV/(¢) a variabilelor libere ale unei formule ¢ poate fi
definita si prin inductie pe formule:

FV () = Var(p), dacd ¢ este formuld atomics;
FV(=v) = FV(o);

FV(e =) = FV(p)UFV(y);

FV(vxp) = FV(p)\{x}.

Notatie: @(x1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,Xn}.

Variabile legate si libere

Definitia 2.23
Fie ¢ = pop1...pn—1 o formuld a lui £ si x o variabila.
> spunem ca variabila x apare legata pe pozitia k in ¢ daca
x=gksiexista 0 < i< k<j<n—1 al (i,j)subexpresia
lui ¢ este o subformuld a lui ¢ de forma Vx;
> spunem ca x apare liberd pe pozitia k in ¢ daca x = @y, dar x
nu apare legata pe pozitia k in ¢;
» x este variabild legatd (bounded variable) a lui ¢ dacd existd
un k a.l. x apare legata pe pozitia k Tn ¢;
> x este variabild liberd (free variable) a lui ¢ dacd existd un k
a.l. x apare liberd pe pozitia k in ¢.

Exemplu

Fie ¢ = Vx(x = y) — x = z. Variabile libere: x,y,z. Variabile
legate: x.

Interpretarea termenilor/formulelor

Propozitia 2.24

Pentru orice L-structura A si orice interpretari e;, &2 : V — A,
pentru orice termen t,

dac3d e;(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t), atunci
t*(e1) = t4(e2).

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Propozitia 2.25

Pentru orice L-structura A, orice interpretari e;, e : V — A,
pentru orice formula ¢,

dacd e;(v) = ex(v) pentru orice variabild v € FV(y), atunci
AE ple] <= AFE ¢les].

Dem.: Exercitiu suplimentar.



Echivalente si consecinte logice

Propozitia 2.26

Pentru orice formule ¢, 1 si orice variabild x ¢ FV(y),

@

@
V(i A1)
Vx (i V1))
Ix(p A1)
Ix(p V)
Vx(p — 1))
Ix(p — )
Vx(1 — )

(Y — @)
Dem.: Exercitiu.

Enunturi

T T T I It T I IL I Ir

dxp

Vxp

p ANVxp
© VvV Vxy
@ A IxY
@V Ixy
» = Vx¢
@ — IxY
Ixyp — ¢
Vxip — ¢

Definitia 2.27

(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)

O formuld ¢ se numeste enunt (sentence) dacd FV/(p) = 0, adicd

® nu are variabile libere.

Notatie: Sent,:= multimea enunturilor lui L.

Propozitia 2.28

Daca ¢ este un enunt, atunci

AE ple] <= AFE ¢[e]
pentru orice interpretari e;,e; : V — A.
Dem.: Este o consecinta imediata a Propozitiei 2.25 si a faptului

cd FV(p) = 0.
Exemplu
» F Ix(x = x);

» A —3x(x = x) pentru orice L-structurd A.

]

Interpretarea formulelor

Notatie

Fie t(x1,...,x,) un termen. Scriem
tA[al, ey a,,]

i loc de t(e), unde e : V — A este o (orice) interpretare a.f.
e(x1) = a1,...,e(xn) = an.

Notatie

Fie ¢(x1,...,xn) o formuld. Scriem

AE plai, ..., an]

in loc de AF ¢le], unde e: V — A este o (orice) interpretare a.i.

e(x1) = a1,...,e(xn) = an.

Tautologii

autologie este o formuld "adevarata” numai pe baza
conectivelor —, —.
Definitia 2.29

O L-evaluare (de adevdr) este o functie F : Formz — {0,1} cu
urmatoarele proprietdti: pentru orice formule ¢, v,

> F(=p) ==F();
> Flp = ) = F(p) = F(¥).

Propozitia 2.30
Pentru orice L-structurd A si orice evaluare e : V — A, functia
Vea: Fmg = {0,1}, Ve u(y) = ¢*(e)

este o L-evaluare.
Dem.: Exercitiu usor.

de tautologie se pot aplica si unui limbaj de ordinul intai.
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Tautologii

Definitia 2.31

© este tautologie dacd F(p) = 1 pentru orice L-evaluare F.

Propozitia 2.32
Orice tautologie este valida.

Dem.: Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare. Deoarece ¢
este tautologie si Ve 4 este L-evaluare, rezulta ca
() = Veu(p) =1, adicd AF o[e].

Exemplu

O

x = x este valid3, dar nu e tautologie.

Multimi de formule

Definitia 2.36

O multime de formule A este consecinta semantica a lui I' dacd
I E ¢ pentru orice p € A.  Notatie: [ F A.

Propozitia 2.37

(i) E ¢ ddacd 0 E ;

(if) Daca ' C Asi [ E ¢, atunci A F .
(iii) Daca T = A si AFE ¢, atunci I E .

Dem.: Exercitiu usor.

Multimi de formule

Fie ultime de formule.

Definitia 2.33

O L-structurd A este model al lui I daca A E ¢ pentru orice
p€Tl. Notatie: AET

Definitia 2.34

Spunem c3d I este satisfiabild daca I are un model.
Daca I' nu este satisfiabila, spunem si ca I este nesatisfiabila sau
contradictorie.

Definitia 2.35

O formul3d ¢ este consecinta semantica a lui I' dacd pentru orice

L-structurd A
AET = AEo.

Notatie: I F ¢.
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Axiome logice

Definitia 2.38

Multimea Axm, a axiomelor ale lui £ consta din toate formulele

de forma:

(Al) ¢, dacd ¢ este tautologie

(A2) Vx(p — 1Y) — (Vxp — Vx1)), dacd ¢, sunt formule si
x este variabil3

(A3) ¢ — Vxp, dacd ¢ este formuld si x este variabild
care nu apare in ¢

(A4) dx(x =t), dacd t este termen si x este variabila
care nu apare in t

(A5) s=t— (¢ — ), dacd ¢ si ¥ sunt formule atomice si

1 se obtine din ¢ Tnlocuind o aparitie a lui s cu t
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Reguli de deductie

Definitia 2.39
Regulile de deductie (sau inferentd) sunt urm3toarele:
(MP)  din ¢ si ¢ — 1 se inferd ¢ (modus ponens).
(GEN) daca x este variabild, atunci din ¢ se inferd Vx¢
(generalizarea).

(Mp): LY (GEN) : vi'

(0 "
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