LOGICA DE ORDINUL |



Limbaje de ordinul |

Un limbaj £ de ordinul | este format din:
» o multime numdrabild V = {v, | n € N} de variabile;
» conectorii = si —;
» paranteze: (, );
» simbolul de egalitate =;
» cuantificatorul universal V;
» o multime R de simboluri de relati;
» o multime F de simboluri de functii;
» o multime C de simboluri de constante;
» o functie aritate ari : F U R — N*.

» L[ este unic determinat de cvadruplul 7 := (R, F,C,ari).
» T se numeste signatura lui £ sau vocabularul lui £ sau
alfabetul lui £ sau tipul de similaritate al lui £



Limbaje de ordinul |

Fie imbaj de ordinul .

e Multimea Sim, a simbolurilor lui £ este
Simg = VU{~,—,(,),=YJURUFUC

e Elementele lui R U F UC se numesc simboluri non-logice.
e Elementele lui VU {—=,—,(,),=,V} se numesc simboluri logice.

e Notam variabilele cu x,y, z, v, ..., simbolurile de relatii cu
P,Q,R..., simbolurile de functii cu f, g, h, ... si simbolurile de
constante cu ¢, d,e,....

e Pentru orice m € N* notam:
Fm = multimea simbolurilor de functii de aritate m;

Rm = multimea simbolurilor de relatii de aritate m.



Limbaje de ordinul |

Definitia 2.1
Multimea Expr. a expresiilor lui £ este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui L.

> Expresia vida se noteaza .

» Lungimea unei expresii § este numarul simbolurilor din 6.

Definitia 2.2
Fie 8 = 09071 ...0,_1 o expresie a lui L, unde 8; € Sim; pentru
orice i.
» Daca 0 </ <j < k—1, atunci expresia ;... 6; se numeste
(,j)-subexpresia lui 6;
» Spunem c3 o expresie Y apare Tn 6 daca exista
0<i<j<k-—1 ai 4 este (i,j)-subexpresia lui 6;

» Notam cu Var(€) multimea variabilelor care apar in 6.



Termeni

Definitia 2.3

Multimea Trm, a termenilor lui £ este intersectia tuturor
multimilor de expresii I' care satisfac urmatoarele proprietati:

» orice variabild este element al lui I;

> orice simbol de constantd este element al lui I';

» dacam>1,feF,sit,....,tn €, atunci ft; ...ty €T.
Notatii:

» Termeni: t,s, t1,tr,51,5,....

» Var(t) este multimea variabilelor care apar in termenul t.

» Scriem t(xy,...,x,) dacd xi, ..., X, sunt variabile si
Var(t) C {x1,...,xn}.

Definitia 2.4

Un termen t se numeste inchis dacd Var(t) = 0.



Termeni

Propozitia 2.5 (Inductia pe termeni)
Fie ' o multime de termeni care are urmatoarele proprietati:

» [ contine variabilele si simbolurile de constante;

» dacam>1,feFy,sity,...,tm€el, atunci fty ...t €T.
Atunci I = Trm,.

Este folosita pentru a demonstra c3 toti termenii au o proprietate
P: definim I ca fiind multimea tuturor termenilor care satisfac P
si aplicam inductia pe termeni pentru a obtine ca I' = Trm,.



Termeni

Citire unicd (Unique readability)
Daca t este un termen, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:
> t =x, unde x € V,
» t =c, unde c € C;
> t="ftj...tm, unde f € Fr, (m>1)sity,...,tym sunt
termeni.
Mai mult, scrierea lui t sub una din aceste forme este unica.



Formule

Definitia 2.6
Formulele atomice ale lui £ sunt expresiile de forma:
» (s =t), unde s, t sunt termeni;

» (Rt1...tm), unde R € Ry si t1,..., tm sunt termeni.

Definitia 2.7

Multimea Form, a formulelor lui £ este intersectia tuturor
multimilor de expresii I care satisfac urm3toarele proprietati:

» orice formuld atomic3 este element al lui T;
> [ este inchisd la =: dacd ¢ €T, atunci (—p) €T;
» [ esteinchisd la —: dacd p,9 €T, atunci (¢ — ) €T;

I este inchisd la Vx (pentru orice variabild x): dacd p €T,
atunci (Vx¢p) € I pentru orice variabild x.
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Formule

Notatii
> Formule: o, 4, ,. ...
» Var(yp) este multimea variabilelor care apar in formula .

Conventie

Ca si n cazul logicii propozitionale, de obicei renuntam la
parantezele exterioare, le punem numai atunci cand sunt necesare.
Atunci cand nu e pericol de confuzie, scriem s = t n loc de
(s=t), Rti...tmnlocde (Rt ...tm), Vxp in loc de (Vxyp), etc..



Formule

Propozitia 2.8 (Inductia pe formule)
Fie ' o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
» [ contine toate formulele atomice;
» [ este inchisd la =, — si Vx (pentru orice variabild x).
Atunci I = Formy.

Este folositd pentru a demonstra c3 toate formulele satisfac o
proprietate P: definim I ca fiind multimea tuturor formulelor care
satisfac P si aplicam inductia pe formule pentru a obtine ca

= Formg.

10



Formule

Citire unica (Unique readability)

Daca ¢ este o formula, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» ¢ = (s =t), unde s, t sunt termeni;

» o= (Rty...tym), unde R € Ry i t1, ..., tm sunt termeni;
» ¢ = (—1)), unde v este formuls;

» ¢ = (¥ = x), unde 7, x sunt formule;

» © = (Vx1)), unde x este variabil3 si 1) este formul3.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.
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Formule

Conectori derivati

Conectorii V, A, <> si cuantificatorul existential 3 sunt introdusi
prin urmatoarele abrevieri:

eV = ((e) =)

AP = (e = ()
ey = (g2 )N W =)
Ix = (=x(—¢)).
Conventii

» Se aplicd aceleasi conventii ca la logica propozitionald LP n
privinta precedentei conectorilor =, —, V, A, <.

» Cuantificatorii V, 3 au precedentd mai mare decat ceilalti
conectori.

» Asadar, Vx¢ — 1 este (Vxp) — ¢ si nu Vx(p — ).
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Notatii

De multe ori identificdim un limbaj £ cu multimea simbolurilor sale
non-logice si scriem £ = (R, F,C).

» Scriem de multe ori f(t1,...,tm) In loc de ft; ...ty si
R(t1,...,tm) In loc de Rty ... tp,.

» Pentru simboluri f de operatii binare scriem t;ft; in loc de
ftits.

> Analog pentru simboluri R de relatii binare: scriem t; Rty in
loc de Rtits.
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L-structura

Definitia 2.9
O L-structurd este un cvadruplu

A= (A FARA CA)

unde

>

>

A este o multime nevida;

FA={fA| f € F} este o multime de operatii pe A; dac3 f
are aritatea m, atunci f4: A™ — A:

RA = {RA| R € R} este o multime de relatii pe A; daci R
are aritatea m, atunci R4 C A™;

CA={c*cA|cec).

A se numeste universul structurii A. Notatie: A = |A|

fA (respectiv R4, CA) se numeste denotatia sau interpretarea
lui f (respectiv R, ¢) in A.
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Exemple - Limbajul egalitdtii L_

L-=(R,F,C), unde

> acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietati ale
egalitatii

» L_-structurile sunt multimile nevide

Exemple de formule:

e cgalitatea este simetrica:
VxVy(x =y — y = x)
e universul are cel putin trei elemente:

Sx3yTz(—(x = y) A~y = 2) A~(z = X))
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Exemple - Limbajul aritmeticii L,

Lo = (R,F,C), unde
» R = {<}; < este simbol de relatie binarg, adic3 are aritatea 2;
» F ={+,x,S}; +, x sunt simboluri de operatii binare si S
este simbol de operatie unar (adic3 are aritatea 1);
. C— [0},
Scriem L, = (<; 4+, %, 5;0) sau £, = (<, +, %, S, 0).
Exemplul natural de £,,-structura:

N = (N7<7+’ '7570)>

unde S : N — N, 5(m) = m+ 1 este functia succesor. Prin urmare,

HNee, Vo 3N = V=5, 0V =0.

e Alt exemplu de L£,,-structurd: A = ({0,1},<,V, A, —,1).
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Exemplu - Limbajul cu un simbol de relatie binar

Lr=(R,F,C), unde
» R ={R}; R simbol binar

> f = C = @
» [-structurile sunt multimile nevide Tmpreund cu o relatie
binara

» Dacd suntem interesati de multimi partial ordonate (A, <),
folosim simbolul < Tn loc de R si notam limbajul cu L<.

» Dac3 suntem interesati de multimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul < in loc de R si notdm limbajul cu £_.

» Dacd suntem interesati de grafuri G = (V, E), folosim
simbolul E n loc de R si notdam limbajul cu Lgar.

» Dac3 suntem interesati de structuri (A, €), folosim simbolul €
n loc de R si notam limbajul cu Lc¢.
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Exemple - Limbajul grupurilor Lg,

Le = (R,F,C), unde

» R=10;
> F = {>i<,;1 }; % simbol binar, ~1 simbol unar
» C= (&},

Scriem Lg, = (0;%,71; &) sau Lg, = (%,71, &).

Exemple naturale de £¢,-structuri sunt grupurile: G = (G,-,71 e).

19 _1 .
Prin urmare, 9 = . 717 =-1 &0 — ¢

Pentru a discuta despre grupuri abeliene (comutative), este
traditional s3 se foloseascd limbajul Laps, = (R, F,C), unde
» R =10
» F = {+,—}; + simbol binar, — simbol unar;
» C = {0}.
Scriem Laper = (+, —,0).
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SEMANTICA



Interpretare (evaluare)

Fie £ imbaj de ordinul | si A o L-structura.

Definitia 2.10
O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui £ in A este o functie
e: V- A

In continuare, e : V — A este o interpretare a lui £ in A.

Definitia 2.11 (Interpretarea termenilor)
Prin inductie pe termeni se defineste interpretarea tA(e) €Aa
termenului t sub evaluarea e:

» daci t = x € V, atunci t4(e) := e(x);

» daci t = c € C, atunci t4(e) := c*;

» daci t = fty ... tm, atunci tA(e) == FA(t(e), ..., t1(e)).
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Interpretarea formulelor

e formule se defineste interpretarea

v(e) € {0,1}

a formulei o sub evaluarea e.

Prin indu

aci sA(e) = tA(e
(Rtr...tm)A(e) = {(1) :;}CCZ.RA(H“(G)’---,fﬁ(e))
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Interpretarea formulelor

Negatia si implicatia
> (mp)(e) = —p(e);
> (v = ) (e) = p(e) = vi(e).

Prin urmare,
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Interpretarea formulelor

Notatie
Pentru orice variabila x € V si orice a € A, definim o noua
interpretarea ey, : V — A prin

[ e(v) dacav#x
exea(v) = { a daca v = x.

Interpretarea formulelor

1 dacd ¢”(exa) = 1 pentru orice a € A

(vxp)(e) = {0 altfel,
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Relatia de satisfacere

-structura si e : V — A o interpretare a lui £ n A.

Definitia 2.12
Fie ¢ o formuld. Spunem ca:
» e satisface o in A dac3 ¢”(e) = 1. Notatie: A F le].
» e nu satisface ¢ in A dac3 p(e) = 0. Notatie: A ¥ o[e].

Corolarul 2.13
Pentru orice formule ¢, 1 si orice variabil3 x,
(i) AF —ple] <= A ple].
(i) AE (¢ = ¢)[e] <= AF ¢[e] implicd A F ¢[e]
< AF ¢le] sau AFE 9]e].
(iii) AE (Vxp)[e] <= pentru orice a € A, AE plexal.
Dem.: Exercitiu usor.
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Relatia de satisfacere

Fie formule si x o variabila.
Propozitia 2.14
(i) (¢ Vi)A(e) = p*(e) Vi (e);
(ii) (¢ N)*(e) = () AvA(e);
(iii) (¢ < )" (e) = o7 (e) & v (e);
aca exista a al oM ees) =
(i) Gxo)(e) = {1 docd edsda e A 2l ¢lew) =

0 altfel.

Dem.: Exercitiu usor.

Corolarul 2.15
(i) AE (e nY)le] <= AF ¢le] si AF Yle].
(i) AE (e V)le] <= AFE ple] sau AFE e].
(iii) AE (¢ <> ¢)[e] <= AF ¢le] ddacd AFE i[e].
(iv) AE (3xp)le] <= existda ac A al AF plecea].

~ o~ o~ o~
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