
LOGICA DE ORDINUL I
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Limbaje de ordinul I

Un limbaj L de ordinul I este format din:

I o mulţime numărabilă V = {vn | n ∈ N} de variabile;

I conectorii ¬ şi →;

I paranteze: ( , );

I simbolul de egalitate =;

I cuantificatorul universal ∀;

I o mulţime R de simboluri de relaţii;

I o mulţime F de simboluri de funcţii;

I o mulţime C de simboluri de constante;

I o funcţie aritate ari : F ∪R → N∗.

I L este unic determinat de cvadruplul τ := (R,F , C, ari).
I τ se numeşte signatura lui L sau vocabularul lui L sau

alfabetul lui L sau tipul de similaritate al lui L
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Limbaje de ordinul I

Fie L un limbaj de ordinul I.

• Mulţimea SimL a simbolurilor lui L este

SimL := V ∪ {¬,→, (, ),=, ∀} ∪ R ∪ F ∪ C

• Elementele lui R∪ F ∪ C se numesc simboluri non-logice.
• Elementele lui V ∪ {¬,→, (, ),=,∀} se numesc simboluri logice.

• Notăm variabilele cu x , y , z , v , . . ., simbolurile de relaţii cu
P,Q,R . . ., simbolurile de funcţii cu f , g , h, . . . şi simbolurile de
constante cu c , d , e, . . ..

• Pentru orice m ∈ N∗ notăm:

Fm := mulţimea simbolurilor de funcţii de aritate m;

Rm := mulţimea simbolurilor de relaţii de aritate m.
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Limbaje de ordinul I

Definiţia 2.1

Mulţimea ExprL a expresiilor lui L este mulţimea tuturor şirurilor
finite de simboluri ale lui L.

I Expresia vidă se notează λ.

I Lungimea unei expresii θ este numărul simbolurilor din θ.

Definiţia 2.2

Fie θ = θ0θ1 . . . θk−1 o expresie a lui L, unde θi ∈ SimL pentru
orice i .

I Dacă 0 ≤ i ≤ j ≤ k − 1, atunci expresia θi . . . θj se numeşte
(i , j)-subexpresia lui θ;

I Spunem că o expresie ψ apare ı̂n θ dacă există
0 ≤ i ≤ j ≤ k − 1 a.̂ı. ψ este (i , j)-subexpresia lui θ;

I Notăm cu Var(θ) mulţimea variabilelor care apar ı̂n θ.
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Termeni

Definiţia 2.3

Mulţimea TrmL a termenilor lui L este intersecţia tuturor
mulţimilor de expresii Γ care satisfac următoarele proprietăţi:

I orice variabilă este element al lui Γ;

I orice simbol de constantă este element al lui Γ;

I dacă m ≥ 1, f ∈ Fm şi t1, . . . , tm ∈ Γ, atunci ft1 . . . tm ∈ Γ.

Notaţii:

I Termeni: t, s, t1, t2, s1, s2, . . ..

I Var(t) este mulţimea variabilelor care apar ı̂n termenul t.

I Scriem t(x1, . . . , xn) dacă x1, . . . , xn sunt variabile şi
Var(t) ⊆ {x1, . . . , xn}.

Definiţia 2.4

Un termen t se numeşte ı̂nchis dacă Var(t) = ∅.
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Termeni

Propoziţia 2.5 (Inducţia pe termeni)

Fie Γ o mulţime de termeni care are următoarele proprietăţi:

I Γ conţine variabilele şi simbolurile de constante;

I dacă m ≥ 1, f ∈ Fm şi t1, . . . , tm ∈ Γ, atunci ft1 . . . tm ∈ Γ.

Atunci Γ = TrmL.

Este folosită pentru a demonstra că toţi termenii au o proprietate
P: definim Γ ca fiind mulţimea tuturor termenilor care satisfac P
şi aplicăm inducţia pe termeni pentru a obţine că Γ = TrmL.
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Termeni

Citire unică (Unique readability)

Dacă t este un termen, atunci exact una din următoarele
alternative are loc:

I t = x , unde x ∈ V ;

I t = c, unde c ∈ C;

I t = ft1 . . . tm, unde f ∈ Fm (m ≥ 1) şi t1, . . . , tm sunt
termeni.

Mai mult, scrierea lui t sub una din aceste forme este unică.
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Formule

Definiţia 2.6

Formulele atomice ale lui L sunt expresiile de forma:

I (s = t), unde s, t sunt termeni;

I (Rt1 . . . tm), unde R ∈ Rm şi t1, . . . , tm sunt termeni.

Definiţia 2.7

Mulţimea FormL a formulelor lui L este intersecţia tuturor
mulţimilor de expresii Γ care satisfac următoarele proprietăţi:

I orice formulă atomică este element al lui Γ;

I Γ este ı̂nchisă la ¬: dacă ϕ ∈ Γ, atunci (¬ϕ) ∈ Γ;

I Γ este ı̂nchisă la →: dacă ϕ,ψ ∈ Γ, atunci (ϕ→ ψ) ∈ Γ;

I Γ este ı̂nchisă la ∀x (pentru orice variabilă x): dacă ϕ ∈ Γ,
atunci (∀xϕ) ∈ Γ pentru orice variabilă x .
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Formule

Notaţii
I Formule: ϕ,ψ, χ, . . ..

I Var(ϕ) este mulţimea variabilelor care apar ı̂n formula ϕ.

Convenţie

Ca şi ı̂n cazul logicii propoziţionale, de obicei renunţăm la
parantezele exterioare, le punem numai atunci când sunt necesare.
Atunci când nu e pericol de confuzie, scriem s = t ı̂n loc de
(s = t), Rt1 . . . tm ı̂n loc de (Rt1 . . . tm), ∀xϕ ı̂n loc de (∀xϕ), etc..
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Formule

Propoziţia 2.8 (Inducţia pe formule)

Fie Γ o mulţime de formule care are următoarele proprietăţi:

I Γ conţine toate formulele atomice;

I Γ este ı̂nchisă la ¬,→ şi ∀x (pentru orice variabilă x).

Atunci Γ = FormL.

Este folosită pentru a demonstra că toate formulele satisfac o
proprietate P: definim Γ ca fiind mulţimea tuturor formulelor care
satisfac P şi aplicăm inducţia pe formule pentru a obţine că
Γ = FormL.
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Formule

Citire unică (Unique readability)

Dacă ϕ este o formulă, atunci exact una din următoarele
alternative are loc:

I ϕ = (s = t), unde s, t sunt termeni;

I ϕ = (Rt1 . . . tm), unde R ∈ Rm şi t1, . . . , tm sunt termeni;

I ϕ = (¬ψ), unde ψ este formulă;

I ϕ = (ψ → χ), unde ψ, χ sunt formule;

I ϕ = (∀xψ), unde x este variabilă şi ψ este formulă.

Mai mult, scrierea lui ϕ sub una din aceste forme este unică.
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Formule

Conectori derivaţi

Conectorii ∨, ∧, ↔ şi cuantificatorul existenţial ∃ sunt introduşi
prin următoarele abrevieri:

ϕ ∨ ψ := ((¬ϕ)→ ψ)

ϕ ∧ ψ := ¬(ϕ→ (¬ψ)))

ϕ↔ ψ := ((ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ))

∃xϕ := (¬∀x(¬ϕ)).

Convenţii
I Se aplică aceleaşi convenţii ca la logica propoziţională LP ı̂n

privinţa precedenţei conectorilor ¬, →, ∨, ∧, ↔.

I Cuantificatorii ∀, ∃ au precedenţă mai mare decât ceilalţi
conectori.

I Aşadar, ∀xϕ→ ψ este (∀xϕ)→ ψ şi nu ∀x(ϕ→ ψ).

12



Notaţii

De multe ori identificăm un limbaj L cu mulţimea simbolurilor sale
non-logice şi scriem L = (R,F , C).

I Scriem de multe ori f (t1, . . . , tm) ı̂n loc de ft1 . . . tm şi
R(t1, . . . , tm) ı̂n loc de Rt1 . . . tm.

I Pentru simboluri f de operaţii binare scriem t1ft2 ı̂n loc de
ft1t2.

I Analog pentru simboluri R de relaţii binare: scriem t1Rt2 ı̂n
loc de Rt1t2.
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L-structura

Definiţia 2.9

O L-structură este un cvadruplu

A = (A,FA,RA, CA)

unde

I A este o mulţime nevidă;

I FA = {f A | f ∈ F} este o mulţime de operaţii pe A; dacă f
are aritatea m, atunci f A : Am → A;

I RA = {RA | R ∈ R} este o mulţime de relaţii pe A; dacă R
are aritatea m, atunci RA ⊆ Am;

I CA = {cA ∈ A | c ∈ C}.
I A se numeşte universul structurii A. Notaţie: A = |A|
I f A (respectiv RA, cA) se numeşte denotaţia sau interpretarea

lui f (respectiv R, c) ı̂n A. 14



Exemple - Limbajul egalităţii L=

L= = (R,F , C), unde

I R = F = C = ∅
I acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietăţi ale

egalităţii

I L=-structurile sunt mulţimile nevide

Exemple de formule:

• egalitatea este simetrică:

∀x∀y(x = y → y = x)

• universul are cel puţin trei elemente:

∃x∃y∃z(¬(x = y) ∧ ¬(y = z) ∧ ¬(z = x))
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Exemple - Limbajul aritmeticii Lar

Lar = (R,F , C), unde

I R = {<̇}; <̇ este simbol de relaţie binară, adică are aritatea 2;

I F = {+̇, ×̇, Ṡ}; +̇, ×̇ sunt simboluri de operaţii binare şi Ṡ
este simbol de operaţie unar (adică are aritatea 1);

I C = {0̇}.
Scriem Lar = (<̇; +̇, ×̇, Ṡ ; 0̇) sau Lar = (<̇, +̇, ×̇, Ṡ , 0̇).

Exemplul natural de Lar -structură:

N := (N, <,+, ·, S , 0),

unde S : N→ N,S(m) = m + 1 este funcţia succesor. Prin urmare,

<̇N =<, +̇
N

= +, ×̇N = ·, ṠN = S , 0̇N = 0.

• Alt exemplu de Lar -structură: A = ({0, 1}, <,∨,∧,¬, 1).
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Exemplu - Limbajul cu un simbol de relaţie binar

LR = (R,F , C), unde

I R = {R}; R simbol binar

I F = C = ∅
I L-structurile sunt mulţimile nevide ı̂mpreună cu o relaţie

binară

I Dacă suntem interesaţi de mulţimi parţial ordonate (A,≤),
folosim simbolul ≤̇ ı̂n loc de R şi notăm limbajul cu L≤.

I Dacă suntem interesaţi de mulţimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul <̇ ı̂n loc de R şi notăm limbajul cu L<.

I Dacă suntem interesaţi de grafuri G = (V ,E ), folosim
simbolul Ė ı̂n loc de R şi notăm limbajul cu LGraf .

I Dacă suntem interesaţi de structuri (A,∈), folosim simbolul ∈̇
ı̂n loc de R şi notăm limbajul cu L∈.
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Exemple - Limbajul grupurilor LGr

LGr = (R,F , C), unde

I R = ∅;
I F = {∗̇,−̇1 }; ∗̇ simbol binar, −̇1 simbol unar

I C = {ė}.
Scriem LGr = (∅; ∗̇,−̇1 ; ė) sau LGr = (∗̇,−̇1 , ė).

Exemple naturale de LGr -structuri sunt grupurile: G = (G , ·,−1 , e).

Prin urmare, ∗̇G = ·, −̇1
G

=−1, ėG = e.

Pentru a discuta despre grupuri abeliene (comutative), este
tradiţional să se folosească limbajul LAbGr = (R,F , C), unde

I R = ∅;
I F = {+̇, −̇}; +̇ simbol binar, −̇ simbol unar;

I C = {0̇}.
Scriem LAbGr = (+̇, −̇, 0̇).
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SEMANTICA
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Interpretare (evaluare)

Fie L un limbaj de ordinul I şi A o L-structură.

Definiţia 2.10

O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui L ı̂n A este o funcţie
e : V → A.

În continuare, e : V → A este o interpretare a lui L in A.

Definiţia 2.11 (Interpretarea termenilor)

Prin inducţie pe termeni se defineşte interpretarea tA(e) ∈ A a
termenului t sub evaluarea e:

I dacă t = x ∈ V , atunci tA(e) := e(x);

I dacă t = c ∈ C, atunci tA(e) := cA;

I dacă t = ft1 . . . tm, atunci tA(e) := f A(tA1 (e), . . . , tAm (e)).
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Interpretarea formulelor

Prin inducţie pe formule se defineşte interpretarea

ϕA(e) ∈ {0, 1}

a formulei ϕ sub evaluarea e.

(s = t)A(e) =

{
1 dacă sA(e) = tA(e)
0 altfel.

(Rt1 . . . tm)A(e) =

{
1 dacă RA(tA1 (e), . . . , tAm (e))
0 altfel.
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Interpretarea formulelor

Negaţia şi implicaţia

I (¬ϕ)A(e) = ¬¬¬ϕA(e);

I (ϕ→ ψ)A(e) = ϕA(e)→→→ ψA(e).

Prin urmare,

I (¬ϕ)A(e) = 1 ⇐⇒ ϕA(e) = 0.

I (ϕ→ ψ)A(e) = 1 ⇐⇒
(
ϕA(e) = 0 sau ψA(e) = 1

)
.
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Interpretarea formulelor

Notaţie

Pentru orice variabilă x ∈ V şi orice a ∈ A, definim o nouă
interpretarea ex←a : V → A prin

ex←a(v) =

{
e(v) daca v 6= x
a daca v = x .

Interpretarea formulelor

(∀xϕ)A(e) =

{
1 dacă ϕA(ex←a) = 1 pentru orice a ∈ A

0 altfel.
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Relaţia de satisfacere

Fie A o L-structură şi e : V → A o interpretare a lui L ı̂n A.

Definiţia 2.12

Fie ϕ o formulă. Spunem că:

I e satisface ϕ ı̂n A dacă ϕA(e) = 1. Notaţie: A � ϕ[e].

I e nu satisface ϕ ı̂n A dacă ϕA(e) = 0. Notaţie: A 6� ϕ[e].

Corolarul 2.13

Pentru orice formule ϕ,ψ şi orice variabilă x ,

(i) A � ¬ϕ[e] ⇐⇒ A 6� ϕ[e].

(ii) A � (ϕ→ ψ)[e] ⇐⇒ A � ϕ[e] implică A � ψ[e]
⇐⇒ A 6� ϕ[e] sau A � ψ[e].

(iii) A � (∀xϕ)[e] ⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A � ϕ[ex←a].

Dem.: Exerciţiu uşor.
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Relaţia de satisfacere

Fie ϕ,ψ formule şi x o variabilă.

Propoziţia 2.14

(i) (ϕ ∨ ψ)A(e) = ϕA(e)∨∨∨ ψA(e);

(ii) (ϕ ∧ ψ)A(e) = ϕA(e)∧∧∧ ψA(e);

(iii) (ϕ↔ ψ)A(e) = ϕA(e)↔↔↔ ψA(e);

(iv) (∃xϕ)A(e) =

{
1 dacă există a ∈ A a.̂ı. ϕA(ex←a) = 1

0 altfel.

Dem.: Exerciţiu uşor.

Corolarul 2.15

(i) A � (ϕ ∧ ψ)[e] ⇐⇒ A � ϕ[e] şi A � ψ[e].

(ii) A � (ϕ ∨ ψ)[e] ⇐⇒ A � ϕ[e] sau A � ψ[e].

(iii) A � (ϕ↔ ψ)[e] ⇐⇒ A � ϕ[e] ddacă A � ψ[e].

(iv) A � (∃xϕ)[e] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � ϕ[ex←a].
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