Clauze si FNC

le ¢ in FNC i asociem o multime de clauze S, astfel:

Fie
n k;

@ = /\ Lij|.
1

i=1 \j=

unde fiecare L;; este literal. Pentru orice /, fie C; clauza obtinutd
considerand toti literalii L;j,j € {1,..., ki} distincti. Fie S,
multimea tuturor clauzelor C;,i € {1,..., n} distincte.

S, se mai numeste si forma clauzald a lui ¢.

Propozitia 1.83
Pentru orice evaluare e : V — {0,1}, ek ¢ ddacd e S,.

Dem.: Exercitiu.



Clauze si CNF

imi de clauze S 1i asociem o formula ¢g in FNC astfel:
» C = v Lnp,n>1— =L VLIV...VL,.
» L— &0 = v A v

Fie S ={G,..., Cn} o multime nevid3 de clauze. Formula

asociata lui S este .
vs = |\ vc-
i=1

Formula asociatd multimii vide de clauze este ¢y := vy V —1vp.
Formula s nu este unic determinatd, depinde de ordinea in care
se scriu elementele Tn clauze si in S, dar se observad imediat ca:
S =S8 implicd ps ~ pgr.

Propozitia 1.84

Pentru orice evaluare e : V — {0,1}, eF S ddacd e F ¢s.
Dem.: Exercitiu.



Rezolutia

Definitia 1.85

Fie Ci, G, doud clauze. O clauzd R se numeste rezolvent al
clauzelor C;, G, daca exista un literal L al. L€ G, L€ € Gsi

R=(G\{L})U(G\{L).

Regula Rezolutiei
G, G
(GA\{LHu(G\{L})

Notdm cu Res(Cy, C;) multimea rezolventilor clauzelor Cy, G,.

Rez Le Cl, LC e C2

» Rezolutia a fost introdusd de Blake (1937) si dezvoltatsd de
Davis, Putnam (1960) si Robinson (1965).

» Multe demonstratoare automate de teoreme folosesc rezolutia.
Limbajul PROLOG este bazat pe rezolutie.



Rezolutia

Exemplu

G = {v1,v2, 75}, G = {v1,v2, vigo, 5}
» Ludm L := —vs. Atunci L € (3 si L = v5 € Cy. Prin urmare,
R = {v1, va, 2, vigo} este rezolvent al clauzelor Gy, G;.
» Dac3 ludm L' := v, atunci L' € Cy si L' = —v, € G,. Prin
urmare, R' = {v1, =5, vi00, v5} este rezolvent al clauzelor
Ci, G.

Exemplu

G ={vs}, G = {—v7}. Atunci clauza vid3 OJ este rezolvent al
clauzelor Gy, G,.



Rezolutie

Definitia 1.86

O derivare prin rezolutie din S sau o S-derivare prin rezolutie este
o secventa Cp, Gy, ..., C, de clauze a.i. pentru fiecare
i €{1,...,n}, una din urm3toarele conditii este satisfacuta:

(i) C; este o clauza din S;

(ii) exista j, k < i alf. C; este rezolvent al clauzelor C;, Cy.

Definitia 1.87

Fie C o clauzi. O derivare prin rezolutie a lui C din S este o
S-derivare prin rezolutie G, G, ..., C, al. C, = C.



Rezolutie

Exemplu
Fie
S = {{-v1, va}, {~v2, 73, va}, {1}, {w3}, {-wa}}.

O derivare prin rezolutie a clauzei vide [J din S este urm3toarea:

C1 = {—|V4} C1 es
G = {—|V2, -v3, V4} Ges
G = {-w, v} Cs rezolvent al clauzelor Gy, G
G = {V3} GeS
G = {—-w} Cs rezolvent al clauzelor C3, Gy
C = {—|V1, Vz} GeS
G = {—-wn} G rezolvent al clauzelor Gs, Gg
G = {Vl} GeS
G = 0O Co rezolvent al clauzelor G, Cg.



Rezolutia

ice multime de clauze S, notam cu

Res(S) := {Res(Cy, &) | Gi, G € S}

Propozitia 1.88
Pentru orice multime de clauze S si orice evaluare e : V — {0, 1},
eES = ek Res(S).

Dem.: Dacd Res(S) = (), atunci este valids, deci e F Res(S).
Presupunem c3 Res(S) este nevid3 si fie R € Res(S). Atunci
exista clauze C;, G € Ssiunliteral L al. Le G, L° € G si
R=(G\{L})U(C\{L}). Avem doud cazuri:
» eFE L. Atunci e # L¢. Deoarece e E (5, existda U € G, U # L€
al. ek U. Deoarece U € R, obtinem cd e F R.
> ek L. Atunci e# L. Deoarece e = (q, exista U € G, U# L
al. eF U. Deoarece U € R, obtinem c3 e F R. O



Corectitudinea rezolutiei

Teorema de corectitudine a rezolutiei 1.88
Fie S o multime de clauze. Daca [ se deriveaza prin rezolutie din
S, atunci S este nesatisfiabila.
Dem.: Fie (3, (G, ..., C, = U o S-derivare prin rezolutie a lui .
Presupunem ca S este satisfiabild si fie e F S.
Demonstram prin inductie dupd /i ca:

pentru orice 1 < i< n, eF C.

Pentru i = n, obtinem ca e F [, ceea ce este o contradictie.
Cazul i = 1 este evident, deoarece C; € S.
Presupunem ca e = C; pentru orice j < i. Avem doud cazuri:
» G €S. Atunci e F C,.
> existd j,k < i al. C; € Res(Cj, Cy). Deoarece, conform
ipotezei de inductie, e F {C;, Cx} aplicam Propozitia 1.87
pentru a conclude ca e F C;.



Algoritmul Davis-Putnam (DP)

multime nevida de clauze netriviale.

Pi.1 Fie x;
TP ={CeSi|xeC}, T ={CeSi|—x¢cC}
Pi.2if (7' # 0 si T2 # 0) then

variabila care apare in ;. Definim

U = {(G\{xHU(G\{x})| GeT GeTP}
else U;:=10.
Pi.3 Definim
St = (S\(TPUTH) vi;;
Siy1 = S \{CeSj,|C triviald}.

Pi.4 if Siy1 = 0) then S este satisfiabil3.
else if [J € Sj;1 then S este nesatisfiabila.
else {i := i+ 1; go to Pi.1}.



Algoritmul Davis-Putnam (DP)

S= {{Vh

bo{ve, i}, {va,~v1,v3}}. i:=1, & :=S.

x1 = v3; T o= {{va, wvi,v3}}; TP := {{v1, ~v3}}.
U = {{vo, v1,v1}}.

= {{va,vi}, {ve,vi,v1}}; So i = {{wo, 1 }}.

i :=2 and go to P2.1.

x2 = vo; T = {{wa,v1}}; TR := 0.
Uz = @
Sz = 0.

S este satisfiabila.
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Algoritmul Davis-Putnam (DP)

P4.1
P4.2
P4.4

{{_'Vlv V2é_'v4}7 {_'V37 _'V2}a {Vlﬂ V3}7 {V1}7 {V3}a {V4}}'
T = () () TR = (v, el )
Uy = {{v3,v2, ~va}, {v2, 7va}}.

Sz = {{~v3, w2}, {w3}, {va}, {v3, v2, 7v4}, {v2, ~va } }.
i :=2 and go to P2.1.

xp 1= vo; T = {{w3, vo,~va}, {va, ~va}}; T2 = {{~v3,~wa}}.
Uy = {{V3a Vg, _'V3}a {_'V4a _'V3}}'

83 = {{V3}7 {V4}7{_'V47_'V3}}'
i :=3 and go to P3.1.

x3:= vy T3 = {{vs}} T3 = {{-va, va}}.
= {{—|V4}}. P3.3 84 = {{V4}, {—|V4}}.
i:=4 and go to P4.1.

i = va; T = {{wa}}: T = {{-wa)).
S nu este satisfiabila.
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Algoritmul DP - terminare

Var(C) = ec V| xe Csau~xe C}, Var(S):=1 Var(C).
Ces

Asadar, Var(C) =) ddacd C =0Osi Var(S) =0 ddacs S=10
sau § = {O0}.

Propozitia 1.90
Fie n:= |Var(S)|. Atunci algoritmul DP se termind dupa cel mult
n pasi.
Dem.: Se observa imediat ca pentru orice i,
Var(S,-H) - Var(S,-) \ {X,'} g Var(S,-).
Prin urmare, n = |Var(S1)| > |Var(Sz)| > |Var(S3)| > ... > 0.
L]
Fie N < n numarul de pasi dupa care se termina DP. Atunci
SN+1 =0sau e 5N+1-
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Algoritmul DP - corectitudine si completitudine

Propozitia 1.91
Pentru orice i < N,

Siy1 este satisfiabila <= §; satisfiabila.
Dem.:
"<" Presupunem c3 S; este satisfiabild si fie e F S;. Se observa
imediat c3 Siy1 C S; U Res(S;). Prin urmare, folosind
corectitudinea rezolutiei, obtinem c3 e F Sjy1.
"=" Presupunem ca S;; este satisfiabila si fie e F Sj11.
Deoarece orice clauza triviala este valida, rezultd c3 e E S:{+1'
Avem urmatoarele cazuri:
> TA=0. Atunci Uy = 0 5i Sty = S\ T2, deci S; = S, UTY.
Fie € := e« 0. Atunci €'(x;) =0, deci & F —x;. Rezultd c3
¢’ este model pentru orice clauzi din 70, adicd ¢’ F T,
De asemenea, e(v) = €'(v) pentru orice v € Var(S}, ), deci
e'F S/ ;. Am obtinut cd ¢ F S;.
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Algoritmul DP - corectitudine si completitudine

(). Se demonstreaz3 similar, folosind evaluarea

<—1-

T #Wsi T2 # 0. Se observd c3 S; C S/, U(TAUTY).
Cazul 1: e(x;) = 1. Definim e* := ey, 0. Atunci
e,e*ES,, eET e ETO

Presupunem ci e, e* ¥ T1 U TP, Atunci exist C; € T al.
e" 7 Crsi o e TP al el Go. Obtinem ci e Go \ {—x}.
Dacd am avea cd e F G \ {x;}, atunci ar exista un literal L
care nu contine variabila x; a.i. e F L, de unde am obtine ca
e* E L, contradictie cu faptul cd e* & ;.

Rezulta c3 e ¥ (Cl \ {X,'}) U (Co \ {—|X,'}) eU; C 5,{+1, o
contradictie cu ipoteza.

Asadar, una din evaluirile e, e* satisface 7 U 70, deci este
model pentru S;.

Cazul 2: e(x;) = 0. Demonstratia e similara. O
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Algoritmul DP - corectitudine si completitudine

Teorema 1.92
Algoritmul DP este corect si complet, adica,

S este nesatisfiabila ddaca O € Sy, 1.

Dem.: Aplicam Propozitia 1.91. Obtinem c3 S = &7 este
satisfiabild ddacd Sy, este satisfiabild ddacd [ ¢ Spy1.
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