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1 INTRODUCERE

In aceastd tezd se studiazd probleme de analiza stocasticd pentru ecuatii cu derivate partiale,

induse de h-transformarea (in sensul Iui J. L. Doob) a unui proces Markov. Reamintim ca daca

L este generatorul procesului Markov dat, atunci generatorul procesului h-transformat este

g— %L(hg); vezi Corolarul 3.5 (i) pentru un enunt mai precis.

In studiul comportamentului la frontierd a functiilor armonice pe un domeniu Euclidian

arbitrar, R. S. Martin [48] a considerat functiile nucleu date prin raportul a doud functii supe-

rarmonice. Aceasta este originea h-transformadrii lui Doob. Literatura de specialitate initiald
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este bogatd atat din punct de vedere analitic cat si probabilist, mentiondm doar monografiile lui
P. A. Meyer [49] si J. L. Doob [30].

Teza este organizatda dupd cum urmeaza.

In Capitolul 3, intitulat h-transformarea unui proces Markov, se di o demonstratie transpa-
renti a constructiei procesului h-transformat, X" (in Propozitia 3.1) si se deduc rezultate pentru
functii excesive, topologie fini, redusa unei functii si multimi polare. Procesul X" poate fi un
instrument pentru investigarea comportamentului la frontierd a catului de forma 3, unde h > 0
si u este o functie armonicd pe E.

In Paragraful 3.4 se demostreazi cd h-transformarea si subordonarea Bochner sunt modifi-
cdri compatibile ale unui proces Markov.

Paragraful 3.5 este dedicat h-transformadrii In cadrul spatiilor LP. Se aratd ca (Propozitia
3.6) h-transformarea unui Cj-semigrup subordonat Bochner, de operatori sub-Markovieni pe
un spatiu L? este functia de tranzitie a unui proces obtinut ca h-transformarea subordondrii unui
proces (Markov) drept, pe un spatiu de stdri extins.

Principalul rezultat (Teorema 4.2) este demonstrat in Capitolul 4, intitulat ﬁ—transformarea
unui proces de ramificare nelocald. In particular, se obtine restrictia unui proces de ramificare la
multimea configuratiilor finite ale complementarei unei multimi absorbante si se demonstreaza
cd este tot un proces de ramificare. Ca o consecintd, se deduce reprezentarea probabilistd pentru
solutia ecuatiei de evolutie neliniare cu date initiale la frontierd (Corolarul 4.3), completand un
raspuns la o intrebare a lui P. Hsu.

Capitolul 5, intitulat h-transformarea unei rezolvante neliniare, incepe cu cateva prelimina-
rii despre operatorii neliniari sub-Markovieni si proprietdtile acestora, precum principiul com-
plet al maximului (neliniar) in sensul dezvoltat de C. Dellacherie in [29].

In Paragraful 5.1 se introduce operatorul V" si se evidentiazi principalele sale proprietiti
care se vor folosi in studierea operatorului Monge-Ampere real si h-transformarea sa.

In Paragraful 5.2, intitulat h-transformarea si functii exacte, se fixeazi o functie k € B, (E)

mirginitd si de considerd semigrupul (¥P;);o dat de formula Feynman-Kac,

R, f(z) = B (e~ o KX (X)), w € B, t > 0.

In Paragraful 5.3 considerim operatorul real Monge-Ampgre studiat in [26], ca infimumul
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unei familii de operatori liniari (5.2). In plus, luand o functie mérginiti strict convexi h definim

h-transformarea sa, conform [10].

Tot in Capitolul 5 studiem h-transformarea lui Doob pentru operatori neliniari, unde h este
o funcie strict pozitivi. Ca un exemplu, considerim operatorul Monge-Ampere pe RY. Mai
exact, considerdm h-transformarea rezolvantei asociate operatorului Monge-Ampere si ardtdm
cd este rezolvanta unui operator de tip Monge-Ampere (avand aproximarea cu operatori liniari
ca In [26]). Se aratd cd aproximarea cu operatori liniari se pdstreazd prin h-transformarea

operatorului D?, unde D?u este matricea hessianid a functiei u (Propozitia 5.13).

2 PRELIMINARII ASUPRA TEORIEI ANALITICE SI PRO-
BABILISTE A POTENTIALULUI

Scopul acesui capitol este de a introduce notiuni care apar in aceastd tezd. Sunt prezentate
rezultate pregdtitoare privind teoria analiticd si probabilistd a potentialului, pe care le vom
folosi in continuare 1n tezd precum: nuclee, rezolvante de nuclee, functii excesive, topologie

find, multimi polare si semipolare.

3 hA-TRANSFORMAREA UNUI PROCES MARKOV

. Fie E un spatiu topologic Luzin (£ este un spatiu homeomorf cu o submultime Borel a
unui spatiu metric compact), inzestrat cu o-algebra Borel B(E).

Fie U = (U, )a>0 0 rezolvantd sub-Markoviand de nuclee pe (£, B(E)). Notam cu E(U)
multimea tuturor functiilor B( F)-misurabile U-excesive. Fie X = (Q, F, F;, X;, 0¢, P, () un
proces Markov drept pe E, avand (F;);>o ca functie de tranzitie, P, f(x) = E*(f(X,),t <
(),t > 0,f € Bi(F). Rezolvanta de nuclee U = (U, )a>0 pe (E, B(E)) asociatd cu (P;):>o
este definitd ca U, f := [ e P, fdt, f € B,(E).

Presupunem ci h € B (F). Fixdm multimea

Ep:={re€ FE:0<h(x) < oo}
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Daci N este un nucleu pe (E, B(E)) considerdm nucleul N” pe E}, definit prin
h 1 2
N[ = EN(thEm s B-l—(Eh)v

unde f este extensia de la ), la E a functiei f, cu zero pe E \ Ej,.

Propozitia 3.1. Fie X un proces drept cu spatiul stdrilor E i functie de tranzitie (P,);>o si fie
h € EU), adicd h este o functie excesivd in raport cu X. Atunci sunt adevdrate urmdtoarele
afirmatii:

(i) Familia de nuclee (P}') . pe Ey, definitd prin:

1
P!f .= EPt(hf)pentru oricef € B, (Ey) si t >0,

este functia de tranzitie a unui proces (Markov) drept X" = (X! Q,P*/") cu spatiul stdirilor
Ey, P! f(z) = EYM(f(X]),t < Q). [ € BL(Ep), @ € Ep.

(11) Fie U" = (U})aso familia rezolvantd a lui (P}'),., pe Ey. Dacd 3 > 0 atunci E(U}) =
LEWUs) 5.

(1ii) Fie M C Ep, M € B(E) siu € EUs) cu B > 0. Amunci "RY (%|p,) = 3 R ulg,, unde
hRgJ reprezintd nivelul (3 al operatorului redus pe E), in raport cu X",

(iv) Topologia find pe E), in raport cu X" este urma pe E}, a topologiei fine pe E in raport cu
X. O submultime a lui E}, este polard, respectiv semipolard, total efilatd in raport cu procesul

X" dacd si numai dacd are aceeasi proprietate in raport cu X.
Procesul X" dat de afirmatia (i) a Propozitiei 3.1 se numete h-transformarea lui X .

Remarca 3.2. (i) Prima afirmatie a Propozitiei 3.1 rezultd de asemenea din [54], pag. 298.
Procesul drept X" este obtinut acolo aplicind un rezultat (Teorema (62.19)) transformdrii
procesului X prin intermediul unei functionale multiplicative supermartingal. Totusi originea
acestui rezultat este mult mai veche, vezi [43] si cap. 9 din [32], sub diverse ipoteze restrictive.
Am prezentat aici o abordare mai directd, de teoria potentialului, si am completat rezultatul de
existentd a procesului cu aspecte suplimentare.

(i1) In [50] este datd o interpretare a mésurii P*/" ca o "mdsurd Folmer" asociatd unui super-

martingal.



3.1 Proprietatea ""tightness' a capacitatilor sub /-transformare

In continuare vom folosi notatiile din [23], Sectiunea 4.
Presupunem cd 0 < h < oo, adicd ), = E. Fie A o masura finitd (nenegativa) pe (F, B)
si up := Ug(hfy), unde 8 > 0 fixat si fy € bB.(E), fo > 0, astfel incat h fy este de asemenea

marginitd. Atunci functionala M —— c\(M), M C E, definiti prin
ex(M) == inf{A(R§uo) : G deschisi, M C G}
este o capacitate Choquet pe £, vezi de exemplu [7], Sectiunea 3.5.

Definim analog capacitatea Choquet c% in raport cu X" astfel

A(M) == inf{\("R§w) : G deschisd, M C G}, unde uff := %

. Reamintim ca o capacitate c, se numeste "tight", daca existd un sir crescétor (K, ), de sub-
multimi compacte ale lui F, astfel incat ¢, (E \ K,,) \ 0. Sirul (X,),, se numeste ” \-nest" de

compacte.
Corolar 3.3. Procesul X posedd un ” \-nest" de compacte (adicd capacitatea c), este "tight")

dacd §i numai dacd procesul X" are aceeasi proprietate (adicd capacitatea c%; este "tight”).

3.2 Restrictia la complementara unei multimi absorbante

Fie A o multime (fin inchisd) absorbantd. Putem presupune cad v este marginita.

Definim functia de tranzitie (P/);>o pe multimea A° := E'\ A astfel:
P|f := P,f|ac pentruorice f € By (A°),

unde f este extensia lui f de la A°la E, cu zero pe A, adici, f = f pe A°si f = 0 pe A.

Propozitia 3.4. Urmadtoarele afirmatii sunt adevdrate.
(i) Familia de nuclee (P));>¢ este functia de tranzitie a unui proces drept (Markov) X' cu

spatiul starilor A°. Mai exact, avem X' = X" unde h = 1 4e.
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(44) Dacd U (resp. U') este rezolvanta lui X (resp. of X') si 8 > 0, atunci E(Us) = E(Up)|a

O functie f € B, (A°) este fin continud pe A in raport cu X' dacd si numai dacd functia f

este fin continud pe FE (in raport cu X).

Procesul X' dat de Propozitia 3.4 il vom numi restrictia lui X la A°.

3.3 Generatorul slab

Consideram acum generatorul slab (L, D(L)) a lui X; cf. [6]. Mai exact, fie
B, :={f € bB(E) : f este fin continui pe F'}

si D(L) multimea tuturor functiilor f € B,, astfel incat (M)t i este marginit pentru

x € I/ st intr-o vecindtate a lui zero, existd limy\ o Pii—1 punctual si limita anterioard este un

element al multimii BB,. Definim operatorul liniar L : D(L) — bB(FE) astfel:

Lf(o) o i P E) = @)

D(L E.
lim ; , fe€D(L), v e

Operatorul (L, D(L)) se numeste generatorul slab al lui X si notdm cu (L", D(L")) gene-

ratorul slab al lui X",

Corolar 3.5. Fie f € bB(FE), f = 0 pe E\ Ey. Urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate.
(1) Dacd f € D(L) (respectiv % € D(L")) este astfel incat % si 3 Lf sunt funcfii mdrgi-
nite (respectiv th(ﬁ)) este o functie mdrginitd, atunci % € D(L") (respectiv f € D(L)) si
LMLy =1Lf. In plus X" este solutie pentru urmdtoarea problemi a martingalului:

procesul ( fo LLA)(XM ds) este un martingal sub P*'" in raport cu filtratia

>0

Iui X" pentru orice v € E},.
(11) Fie A o multime absorbantd (fin inchisd). Consideram restrictia X' a lui X la A° i

fie (L', D(L')) generatorul slab al procesului X'. Atunci f € D(L') dacd si numai dacd
f €D(L). Avem L

3.4 h-transformarea si subordonarea Bochner

Consideram X = (X;):>( un proces (Borel) drept Markov cu spatiul stirilor .
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Fie £ = (& );=0 un proces stocastic cu valori reale, stationar, avand cresteri independente
nenegative (numit subordinator), indus de un semigrup de convolutie 11 = (11 )1=0 pe R

Reamintim cd procesul subordonat prin intermediul lui ¢ este un proces drept (Markov)
X¢ = (X%),=0 cu spatiul stirilor £, definit prin X° := X¢,, t > 0. Functia sa de tranzitie este
familia (P/")i=0, P' = [ Py pu(ds), t > 0siavem £(X) C E(X?).

Familia (P/");>o se numeste subordonatd in sensul lui Bochner lui (P;) 0.

3.1

Fie h € £(X). Atunci h-transformarea subordondrii lui X prin intermediul lui & = (&;)i>0,

notatd prin X&F = (Xf’“)t>0, este un proces drept (Markov) cu spatiul stdrilor Fy, care este
echivalent cu subordonarea procesului prin intermediul lui ¢ a h-transformdrii X" a lui X.

Afirmatia rezultd observand faptul ci pentru orice ¢ > 0 avem egalitatea de nuclee (P/)" =

(P~ in continuare, scriem P/*" in loc de (P")" si P/"* in loc de (P})*,

3.5 h-transformarea pentru subordonarea Bochner a

LP-semigrupurilor

Daca m este o masura o-finitd pe £ astfel incat m o P, < m pentru orice ¢ > 0 (o astfel de

masurd se numeste subinvariantd), atunci pentru orice p € [1, 00) avem:

(3.2)
functia de tranzititie a unui proces drept (Markov) X induce un Cy-semigrup de contractii
sub-Markovian pe L (E, m).

O reciprocd a acestui rezultat a fost demonstrata in [11] si a fost completata in [46] pentru
LP-semigrupurile subordonate in sensul lui Bochner.

Scopul nostru in aceastd sectiune este de a obtine o reciproci a afirmatiei (3.2) in cadrul
h-transformdrii Bochner a L”-semigrupurilor; aceast rezultat va fi dat de Propozitia 3.6 de mai
jos.

Fiep € [1,00) si (P;)¢0 un semigrup de contractii tare continuu sub-Markovian pe L?(E, m),
unde m este o masura o-finita pe spatiul masurabil Luzin (E, B).

Fie h € L% (E,m), astfel incat P;h < h pentru ¢ > 0. Presupunem cd h # 0 si considerdm
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multimea Ey, € B(E), astfel:
B = [h > 0].

Fie my, masura pe (Ey, B|g, ), avand densitatea h? in raport cu m, my, = h” - m. Pentru

orice t > 0 fie PP operatorul pe LP(E},, my) definit astfel:
h 1
Pt u = ERg(hU), u € Lp(Eh,mh). (33)

Evident P! este operator de contractii sub-Markovian pe LP(Ey,, my,) si familia (PP)~, devine
un semigrup de contractii sub-Markovian, tare continuu pe L?( Ey,, my,), numit h-transformarea
LP-semigrupului (P;);>o.

Putem prezenta acum o versiune a afirmatiei (3.1) pentru subordonarea Bochner si h-
transformarea pe spatiile L”:
Subordonarea Bochner si h-transformarea comutd. Mai exact, dacd v = (j1;)¢=0 este un semi-
grup de convolutie pe R, atunci Pth’“ = P! b pentru orice t > 0. Asadar, Cy-semigrupurile

(P20 81 (PF") 120 pe LP(En, my,) coincid.

3.4)
Fie (L, D(LH)), respectiv (LA D(LA1)), generatorul infinitezimal al semigrupului

(P")1=0 pe LP(E, m), respectiv al semigrupului (P""™),~o pe L?(Ey, my). Atunci:
1
h-D(LM?) C D(LH)|g, si LM = ﬁﬁ“(huﬂEh pentru orice u € D(L*P).

Principalul rezultat al acestei sectiuni este urmdtoarea propozitie.

Propozitia 3.6. Fie p € [1,00) si (P:)i>0 un Co-semigrup de contractii sub-Markovian pe
LP(E,m), unde (E, B) este spatiu mdsurabil Luzin si m este o mdsurd o-find pe (E, B), astfel
incat [ P,fdm < [ fdm pentru orice f € LP(E,m), f > 0 sit > 0. Presupunem cd existd
f e LP(E,m), f>0,astfel incdat V,,f < 1 pentru orice o > 0, unde (V,,)n~0 este rezolvanta
de contractii Cy-continud pe LP(E, m) indusd de (P,)>0, Vo = [;° € P, dt, a > 0.

Fie pn = (14)¢>0 un semigrup de convolutie pe R, si £ procesul stocastic stationar cu valori

reale pozitive, avand cresteri independente nenegative, indus de [.

Atunci existd un spatiu topologic Luzin F1, F C F,, E € By (0-algebra submultimilor
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Borel ale lui E,), B = B|g,, si un proces drept (Markov) X cu spatiul stdrilor F,, astfel incdt:
(1) Functia de tranzitie a lui X §i (P;);>o coincid, privite ca familii de operatori pe LP(Ey, m;),
unde my este o mdsurd pe (Ey, By) care extinde pe m cu zero pe E; \ E.

(i1) Co-semigrupul (P"™) >0 (h-transformarea subordondrii in sensul lui Bochner a lui (P,);>g
in raport cu ) coincide ca familie de operatori pe LP(Ey,, my,) cu functia de tranzitie a lui X"
(h-transformarea subordondrii lui X prin intermediul lui £), unde h este o functie pe F care
este excesivd in raport cu X, este egald in clasele L*(Ey,my) cu h si Ey, := [h > 0]. Deci,
avem

PPy = Ew(XEM), t > 0,u € LP(Ey, my,).

(i) Fie v o mdsurd de probabilitate pe Ej,, avdnd densitate in raport cu my, dfn—”h € LY (Ep,my,),

1

unde ]1) + = 1, si considerdm probabilitatea P&/"

a procesului X" cu distributia initiald

v. Atunci pentru orice u € D(L*M) procesul

w(XE) — /0 t (%E“(hu)) (XEM) ds, ¢ >0,

este un martingal sub P&V/" in raport cu filtratia procesului X"

4 h-TRANSFORMAREA UNUI PROCES DE RAMIFICARE
NELOCALA

Spatiul configuratiilor finite. Spatiul stiarilor pentru un proces de ramificare discretd este

mulfimea E a sumelor finite de misuri Dirac pe E, definite astfel:

E = { Z Oz, 1Mo € N*,z,, € FE pentru orice 1 < n < no} u {0},

n<ng

unde O este masura zero. Multfimea E se identifici cu reuniunea tuturor puterilor m-simetrice
E™) ale lui F (adica, dacd m > 1 atunci E(™) este factorizarea produsului Cartezian £™ prin
relatia de echivalentd indusa grupul permutérilor o™; vezi, [21] si [18] pentru detalii), deci

E = Um0 E() unde E© := {0} (vezi, [40]).
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Multimea Ese numeste spatiul configuratiilor finite ale lui E si este inzestrata cu topologia

reuniunii disjuncte a spatiilor topologice si o-algebra Borel corespunzitoare 3 (E)

Remarca 4.1. Fie N un nucleu sub-Markovian de nuclee pe (E,B(E)). Atunci N este un
nucleu de ramificare pe E dacd si numai dacd existd un nucleu sub-Markovian N definit pe E

cu valori in E, astfel incdt Np = ﬁ\@ pentru orice p € bB, (E).

Un proces (drept) Markov cu spatiul starilor E se numeste proces de ramificare daca functia
sa de tranzitie este formata din nuclee de ramificare. Pentru interpretarea probabilistd a acestei

proprietdti analitice de ramificare vezi, [35], pag 337.

4.1 Functii multiplicative si nuclee de ramificare pe &
Pentru orice functie cu valori reale ¢, B( E)-misurabild definim functia multiplicativd ¢ :
E— R, astfel:

/

IL, o(xn), dacd x = (z,)n>1 € E, x#0,

1, daca x=0,
\

O functie multiplicativa este numitd de asemenea stare coerentd pe spatiul configuratiilor (vezi
[37D).

Consideram un sir de nuclee Markoviene (K,),>1, unde K, este un nucleu definit pe E™
cu valori in £, pentru orice n > 1 8i (gn)n>1 € OB(E), cu ) o, ¢, < 1. Presupunem cd
Y n>1 M4y este o functie marginitd pe E.

Mecanismul de ramificare va fi nucleul sub-Markovian K definit pe E cu valori in E, definit
prin

Kg= Z 4n K (9] g ) pentru orice g € bB, (E )

n>1
Identificdm nucleul K cu perechea de siruri (K,),>1 $1 (¢ )n>1-

Din afirmatia (3.2) (vezi si (3.1) din [18]) existd un nucleu de ramificare K pe E, astfel

10



incat pentru orice ¢ € B (FE), ¢ < 1, avem

Kle = K™,
n>1
O functie multiplicativa este numitd de asemenea stare coerentd pe spatiul configuratiilor
(vezi [37]).
Fie h € B, (F), h < 1, astfel incat Kh < h, si considerim nucleul K" definit pe E; cu
valori In E},, dat de

-~

1 —~
Khg .= EK(hg) pentru orice g € B, (E}). 4.1)

Notatia K" este compatibili cu cea anterioard N" din Sectiunea 3, unde nucleul N este definit
pe E cu valori in E. Intr-adevir, deoarece N induce un nucleu N de la Ela E, definit prin

Ng := N(g|g), pentru g € B+(E), avem N = N*. Presupunem ci

~ 1
Kh < hsi 7 Z ng, este o functie marginita pe E,. (4.2)

n>1

Prima conditie implic# faptul ci nucleul K" este sub-Markovian definit pe Eh cu valori in Ep,
adica, K"1 < 1.

Fie X = ()?t)t>0 procesul de ramificare cu spatiul stirilor F si functia de tranzitie (f[t)t>0,
indus de un proces Markov X cu spatiul starilor £, printr-un mecanism de ramificare /' descris
anterior, $i printr-o constanta de omorare ¢ > (0. Pentru existenta procesului X , vezi [18].
Procesul X are ramificare nelocald in sensul ci nu este obligatoriu ca urmasii directi sd inceapa
de la pozitia terminald a particulei parinte. Mai exact, in descrierea procesului de ramificare
avem: ¢, (x) este probabilitatea ca o particuld distrusd intr-un punct x € E are exact n urmasgi,
in timp ce K, , (= probabilitatea indusd de nucleul markovian K, in x) este distributia celor
n urmagi.

Teorema de mai jos este rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 4.2. Urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate.

(1) Presupunem cd ¢ € E(U,), p < 1, este astfel incat Ko < . Atunci functia o apartine
multimii £ (LA{ ), adicd, este excesivd in raport cu procesul de ramificare X pe E.

(i1) Fie h € E(U), h < 1. Atunci h-transformarea procesului de ramificare X este un pro-

ces de ramificare pe E;,. Mai exact, considerdm semigrupul de ramificare pe Ej indus de
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h-transformarea procesului X" al lui X si nucleul sub-Markovian K" definit pe E\h cu valori

in Ey, dat in relatia (4.1). Atunci acest semigrup este functia de tranzitie a h-transformdrii lui

~

X.

(1ii) Fie A o submultime absorbantd a lui E (in raport cu X ) §i presupunem cd pentru orice n
sixz € Aavem Knx(;l\c N E™) = 0, adicd, mdsura de probabilitate pe E™ indusd de nucleul
Markovian K, in punctul x este concentratd pe (1/4\0)"’ N E™. Atunci A este complementara
unei submultimi absorbante a multimii E (in raport X ) si restrictia procesului de ramificare X

la Ac este un proces de ramificare, este indus de restrictiile procesului X §i K la A°.

4.2 Ecuatia de evolutie neliniara asociata h-transformarii

Evidentiem reprezentarea probabilistd a solutiei ecuatiei de evolutie neliniare asociate h-
transformarii folosind 1n principal procesele de ramificare.

Pentru r > 0 ludm in considerare urmatoarea conditie:

1
Z g, < hosi 7 Z "~ ng, este o functie mirginiti pe Fj. (4.3)

n>1 n=1
Corolar 4.3. Fie ¢ € bB, (E},) astfel incdt conditia (4.3) este verificatd pentru un r > .
Atunci ecuatia integrald
t —_—
k; = e_CtPthgp + c/ e_CSPShtht_S ds pentru orice t > 0. “4.4)
0
are solutia k;, t > 0, avand reprezentarea probabilistd

ky(z) = BE=/"3(XM), t > 0, 2 € By

Remarca 4.4. (i) Pentru semnificatia membrului drept al reprezentdrii probabiliste de mai sus
a lui k;, a se vedea afirmatia (i) din Remarca 4.4 din [20].

(ii) Reamintim cdi operatorul neliniar asociat procesului de ramificare X = (X,);>o este definit
ca

Au = (L — c)u + cKu. 4.5)
Acest operator este in general unul integro-diferential. In [21] si [47] a fost demonstrat cd
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in cazul in care L este operatorul Laplace pe un domeniu Euclidian mdrginit neted, atunci
problema Dirichlet asociatd operatorului neliniar A are solutie, folosind procesul de ramifi-
care asociat, pentru date pe frontierd subunitare. Observam cd in [22] a fost demonstratd o
extindere a rezolvdrii, de la date subunitare la date mdrginite pe frontierd, in mod analoag cu
procedeul din Corolarul 4.3, si aceasta reprezentand rdspunsul la o intrebare a lui P. Hsu.
(ii1) Fie A" operatorul neliniar asociat procesului de ramificare X ﬁ, obtinut aplicand Teorema
4.2, astfel:
N = (L' — e)u + eK"u, uw € D(L"),

unde L" este generatorul slab al lui X".

S5 h-TRANSFORMAREA UNEI REZOLVANTE NELINIARE

Fie I un spatiu masurabil Luzin, adicd este médsurabil izomorf cu o submultime Borel a
unui spatiu metrizabil compact, inzestrat cu o-algebra Borel.

Consideram b3 multimea tuturor functiilor mérginite B-masurabile pe (£, B, ), 5, multi-
mea tuturor functiilor pozitive B-masurabile pe E si fie C := %bB, unde h este o functie strict
pozitiva B-mdsurabild pe E. Multimea C' este o latice vectoriald, genereaza o-algebra B si este
solidd in ordine, adici oricare ar fi v € C'si |u| < v, atunci u € C.

Daca f € C, atunci definim || f||, := ||~ f|| ., unde || f|| := sup{|f(z)| : = € E'}. Atunci,
(C,llly) este un spatiu Banach, si aplicatia b5 > v — v este o izometrie intre spatiile
(6B, |/l ) 51 (C, Illlo)-

Fiej : (bB,||l..) — (C,]lll,) o aplicaie bijectivd definitd prin j(u) := Fu, deci ||j(u)]|, =

|ul|., oricare ar fi w € bB. Oricdrui operator V' : ¢ — (' i se asociazd operatorul

o0?

V : bB — bB, definit prin V(u) = V (j(u)).

Lema 5.1. Dacd V satisface principiul complet de maxim pe C, atunci V satisface principiul

complet de maxim pe bB.

FieV:C — C,a € (0,1) si c € RY. Aplicatia V' se numeste holderiand (de con-
stante (c, ¢)) dacd pentru orice f, g € C, urmatoarea egalitate este adevaratd: ||V f — Vg, <

cllf—glls -
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5.1 Operatorul V"

Introducem in continuare, operatorul V" asociat h-transformdrii si evidentiem principa-
lele sale proprietdti pe care le vom folosi in sectiunea urmatoare in studierea operatorului real

Monge-Ampere si h- transformarea sa.

Propozitia 5.2. Dacd V' este un operator n-omogen, u o functie V -dominantd si o > 0, atunci

au-este o functie V -dominantd.

Presupunem in continuare ca V' este un operator n-omogen. Consideram acum h-transformarea
operatorului neliniar V', analogul cazului liniar tratat in [10].

Definim operatorul V" : C' — C, astfel:
h | . .
Viu = gV(h u), pentru orice functie u € C.

Teorema 5.3. (i) Fie V : bB — bB un operator holderian compact pe bB. Atunci V" este un
operator holderian compact pe C.

(13) Dacd operatorul V' satisface principiul complet al maximului pe b3, atunci operatorul
V. C — C satisface principiul complet al maximului pe C.

(ii1) Pentru operatorul holderian V' pe C satisfidcand principiul complet al maximului pe C,

existd si este unicd o rezolvantd sub-Markoviand V" = (Vph)p>0 pe C asociatd cu V".

5.2 h-transformarea si functii exacte

Cazul liniar.

Fie U = (U, )a>0 0 rezolvanta sub-Markoviana de nuclee pe (F, B). Presupunem ca U este
rezolvanta unui proces drept X cu spatiul starilor £ (un spatiu topologic Luzin). Fie (L, D(L))
generatorul slab al lui X. Fixdm o functie ¥ € B, (F) mirginitd si fie (P;);>o functia de

tranzitie a procesului X . Considerdm semigrupul (“P;);>o dat de formula Feynman-Kac, astfel:
Pf(z) = B (e BHOEF(X)), w e B, ¢ >0,
Fixdm o functie h € £(U).
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Propozitia 5.4. Fie (*P]");>¢ functia de tranzitie a procesului ("X)" pe E,

Pl = PR,

Fie k' := k|g,. Atunci procesele (*X)" si ¥(X") sunt echivalente, mai precis avem "P}* =

¥(PM), t > 0.

Fie A o multime absorbanta (fin inchisd) pentru X si (P/);>0, functia de tranzitie pe A°,

astfel

Plf=Rf

ae, | € By(A°). (5.1

Conform Propozitiei 1.4 din [10]), avem ca (P/);> este functia de tranzitie a procesului drept

X' = X" pe A, unde h := 1 4.
Corolar 5.5. Procesele *(X') si (*X)' sunt echivalente.

Presupunem ci h > 0 este o functie mirginitd si h € S(U). FieU" = (U"),~ rezolvanta

de nuclee cu nucleul initial U"* = M 1UM,,.

Teorema 5.6. Dacd | > 0 este o functie mdrginitd (deci exactd) si U’ este rezolvanta de nuclee

cu nucleul inifial U, atunci (U')" = (U")'.

Cazul neliniar.

In continuare considerdm cazul neliniar pentru functiile exacte si h—transformarea asociat.
Fixam deci o functie marginitd A si presupunem ca exista o > 0, astfel Tncat h > .

Fie L este o algebrd de functii reale si marginite pe o multime nevida £. Reamintim ca
Ly = %ﬁ.

Fie Lo:={v e L:3¢c>0, astfelincat [v| < c-h} C L. Definim £}, := 3 L,.

In continuare, se considerd U = (Us)a>o rezolvanta sub-Markoviand de operatori neliniari

pe L asociata operatorului U.

Propozitia 5.7. Operatorul T' := M 1 U My, este o functie Lipschitz pe L), dacd U este Lipschitz
pe L.

Teorema 5.8. Fie U = (U,)a~0 0 rezolvantd (neliniard) sub-Markoviand. Presupunem in

plus cd functia h > 0 este astfel incat h € S(U). Atunci U" = (U") 4o, U = M UMy,
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a > 0 este o rezolvantd (neliniard) sub-Markoviand pe /J/h si M 1 U Mj, este operatorul initial

al rezolvantei U™,

Teorema 5.9. Fie U = (U, )a>0 0 rezolvantd neliniard cu operatorul initial U. Dacd definim
V = UMy, h € L%, atunci V satisface principiul complet de maxim §i existd o rezolvantd

V = (Vi) as0 avdnd operatorul initial V.

Propozitia 5.10. Fie h o functie U-exactd de aplicatie Uy. Fie V = (V,)a=0 0 rezolvantd
neliniard pe L, V,, : L — L avand operatorul initial V' = U M}, rezolvantd datd de Teorema

5.9. Atunci, avem V, = U, M,,.

5.3 h-transformarea Doob pentru operatorul Monge-Ampeére

In continuare, introducem rezolvanta operatorului Monge-Ampere, iar apoi vom considera
h-transformarea sa.

Fie U C R%, d > 2, o submultime deschis, nevidd, mirginitd si strict convexi si fie A
masura Lebesgue pe U.

Considerdm urmitoarele multimi: A(U) := {f : U — R : f A\ — misurabild}, A*(U) :=
{f e AU) : f>0},bAU) = {f € AU) : fmirginita}, Uy(U) := {f : U —
R convexi si continud pe U, f = 0 pe U}, —Uy(U) := {f : U — R concavi si continud pe U,
flov = 0}.

Fie f € bAT(U). Definim operatorul 7" : bAT(U) — —Uy(U), astfel: Tf := —H(f -
A\ 0), f € bAY(U), unde H(f - X\,0) = H(f -\, 0,U) este aplicatia convexi, continud pe U,
nuld pe OU si cu masura de curbura f - \.

Din [26], operatorul Monge-Ampere pe R? poate fi exprimat ca infimumul unei familii de
operatori liniari, astfel:

d(det D*u(z))4 = inf tr(A'D%u(z)A), (5.2)

det A=1

dacd in plus u este strict convexd si mirginitd. Aici A = (a;;); ;75 este o matrice simetricd,
cudet A = 1.

Relatia (5.2) poate fi scrisd In termeni de operatori, astfel:

M —i('f tr(AD? A))d (5.3)
v= dd de?}4:1 " Y ' ’
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Fie h o functie strict pozitivd, marginita strict convexd. Atunci, pentru orice functie u care

1
este mirginitd si strict convexd, daci hu € C?(U), definim M"u astfel: M"u := ﬁM (hu).

Propozitia 5.11. Dacd M este operatorul Monge-Ampére satisfdacand relatia (5.3), atunci ope-
ratorul h-transformat M" are reprezentarea

1 d
My = i (deitr}lf:1 tr(ADiuA)) ; (5.4)

unde u este o functie mdrginitd strict convexd si Dj(u) := +D?(hu).

Remarca 5.12. (i) Aproximarea operatorului M" din (5.4) este analoagd formulei (5.3) pentru
operatorul Monge-Ampére. Putem spune cd in acest sens M" este incd un operator Monge-
Ampere, avand aproximarea cu operatori liniari (5.4).

(i) Operatorul M" are aproximarea cu operatori liniari analoagd cu cea valabild pentru
M, inlocuind matricea hessiand D cu D),.

Fie ® o functie pozitivd astfel incdt lim,_,o ®(€) = oo si lim_,geP(¢) = 0. Pentru orice

x € () (fixat), matricea

(ST

A" = det DQu(I)ﬁDQU(aj)_
are determinantul egal cu 1 si satisface relatia A* < ®(e)I pentru e suficient de mic.

Urmadtorul rezultat este o completare care aratd cd aproximarea cu operatori liniari se pas-

treazd prin h-transformarea operatorului D?.

Propozitia 5.13. Presupunem ci v € C?(Q), Q C R? si cd toate valorile proprii ale matricei
D?u sunt pozitive (observdm cd, in acest caz, functia u este strict convexd) si fie h o functie
. o A A .. . . 112 o e .
strict convexd, astfel incat functiile 3! si, respectiv 5 D“u sunt mdrginite.
Atunci pentru € suficient de mic avem

ddet [0 (£) @]" = in tr [4'02 (4 (@)4] 5.5

det A=1

= inf tr [AtD,% (%) (x)A} .

det A=1,A<®(e)I
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