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5 h-TRANSFORMAREA UNEI REZOLVANTE NELINIARE . . . . . . . . . . 13

5.1 Operatorul V h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1 INTRODUCERE

În această teză se studiază probleme de analiză stocastică pentru ecuaţii cu derivate parţiale,

induse de h-transformarea (în sensul lui J. L. Doob) a unui proces Markov. Reamintim că dacă

L este generatorul procesului Markov dat, atunci generatorul procesului h-transformat este

g 7→ 1
h
L(hg); vezi Corolarul 3.5 (i) pentru un enunţ mai precis.

În studiul comportamentului la frontieră a funcţiilor armonice pe un domeniu Euclidian

arbitrar, R. S. Martin [48] a considerat funcţiile nucleu date prin raportul a două funcţii supe-

rarmonice. Aceasta este originea h-transformării lui Doob. Literatura de specialitate iniţială
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este bogată atât din punct de vedere analitic cât şi probabilist, menţionăm doar monografiile lui

P. A. Meyer [49] şi J. L. Doob [30].

Teza este organizată după cum urmează.

În Capitolul 3, intitulat h-transformarea unui proces Markov, se dă o demonstraţie transpa-

rentă a construcţiei procesului h-transformat, Xh (în Propoziţia 3.1) şi se deduc rezultate pentru

funcţii excesive, topologie fină, redusa unei funcţii şi mulţimi polare. Procesul Xh poate fi un

instrument pentru investigarea comportamentului la frontieră a câtului de forma u
h

, unde h > 0

şi u este o funcţie armonică pe E.

În Paragraful 3.4 se demostrează că h-transformarea şi subordonarea Bochner sunt modifi-

cări compatibile ale unui proces Markov.

Paragraful 3.5 este dedicat h-transformării în cadrul spaţiilor Lp. Se arată că (Propoziţia

3.6) h-transformarea unui C0-semigrup subordonat Bochner, de operatori sub-Markovieni pe

un spaţiu Lp este funcţia de tranziţie a unui proces obţinut ca h-transformarea subordonării unui

proces (Markov) drept, pe un spaţiu de stări extins.

Principalul rezultat (Teorema 4.2) este demonstrat în Capitolul 4, intitulat ĥ-transformarea

unui proces de ramificare nelocală. În particular, se obţine restricţia unui proces de ramificare la

mulţimea configuraţiilor finite ale complementarei unei mulţimi absorbante şi se demonstrează

că este tot un proces de ramificare. Ca o consecinţă, se deduce reprezentarea probabilistă pentru

soluţia ecuaţiei de evoluţie neliniare cu date iniţiale la frontieră (Corolarul 4.3), completând un

răspuns la o întrebare a lui P. Hsu.

Capitolul 5, intitulat h-transformarea unei rezolvante neliniare, începe cu câteva prelimina-

rii despre operatorii neliniari sub-Markovieni şi proprietăţile acestora, precum principiul com-

plet al maximului (neliniar) în sensul dezvoltat de C. Dellacherie în [29].

În Paragraful 5.1 se introduce operatorul V h şi se evidenţiază principalele sale proprietăţi

care se vor folosi în studierea operatorului Monge-Ampère real şi h-transformarea sa.

În Paragraful 5.2, intitulat h-transformarea şi funcţii exacte, se fixează o funcţie k ∈ B+(E)

mărginită şi de consideră semigrupul (kPt)t≥0 dat de formula Feynman-Kac,

kPtf(x) = Ex(e−
∫ t
0 k(Xs)dsf(Xt)), x ∈ E, t ≥ 0.

În Paragraful 5.3 considerăm operatorul real Monge-Ampère studiat în [26], ca infimumul
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unei familii de operatori liniari (5.2). În plus, luând o funcţie mărginită strict convexă h definim

h-transformarea sa, conform [10].

Tot în Capitolul 5 studiem h-transformarea lui Doob pentru operatori neliniari, unde h este

o funcţie strict pozitivă. Ca un exemplu, considerăm operatorul Monge-Ampère pe Rd. Mai

exact, considerăm h-transformarea rezolvantei asociate operatorului Monge-Ampère şi arătăm

că este rezolvanta unui operator de tip Monge-Ampère (având aproximarea cu operatori liniari

ca în [26]). Se arată că aproximarea cu operatori liniari se păstrează prin h-transformarea

operatorului D2, unde D2u este matricea hessiană a funcţiei u (Propoziţia 5.13).

2 PRELIMINARII ASUPRA TEORIEI ANALITICE ŞI PRO-

BABILISTE A POTENŢIALULUI

Scopul acesui capitol este de a introduce noţiuni care apar în această teză. Sunt prezentate

rezultate pregătitoare privind teoria analitică şi probabilistă a potenţialului, pe care le vom

folosi în continuare în teză precum: nuclee, rezolvante de nuclee, funcţii excesive, topologie

fină, mulţimi polare şi semipolare.

3 h-TRANSFORMAREA UNUI PROCES MARKOV

. Fie E un spaţiu topologic Luzin (E este un spaţiu homeomorf cu o submulţime Borel a

unui spaţiu metric compact), înzestrat cu σ-algebra Borel B(E).

Fie U = (Uα)α>0 o rezolvantă sub-Markoviană de nuclee pe (E,B(E)). Notăm cu E(U)

mulţimea tuturor funcţiilor B(E)-măsurabile U-excesive. Fie X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,Px, ζ) un

proces Markov drept pe E, având (Pt)t≥0 ca funcţie de tranziţie, Ptf(x) = Ex(f(Xt), t <

ζ), t ≥ 0, f ∈ B+(E). Rezolvanta de nuclee U = (Uα)α>0 pe (E,B(E)) asociată cu (Pt)t≥0

este definită ca Uαf :=
∫∞
0

e−αtPtfdt, f ∈ B+(E).

Presupunem că h ∈ B+(E). Fixăm mulţimea

Eh := {x ∈ E : 0 < h(x) < ∞}.
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Dacă N este un nucleu pe (E,B(E)) considerăm nucleul Nh pe Eh definit prin

Nhf :=
1

h
N(hf̄)|Eh

, f ∈ B+(Eh),

unde f̄ este extensia de la Eh la E a funcţiei f , cu zero pe E \ Eh.

Propoziţia 3.1. Fie X un proces drept cu spaţiul stărilor E şi funcţie de tranziţie (Pt)t⩾0 şi fie

h ∈ E(U), adică h este o funcţie excesivă în raport cu X . Atunci sunt adevărate următoarele

afirmaţii:

(i) Familia de nuclee (P h
t )t⩾0 pe Eh, definită prin:

P h
t f :=

1

h
Pt(hf̄) pentru oricef ∈ B+(Eh) şi t ⩾ 0,

este funcţia de tranziţie a unui proces (Markov) drept Xh = (Xh
t ,Ω,Px/h) cu spaţiul stărilor

Eh, P h
t f(x) = Ex/h(f(Xh

t ), t < ζ), f ∈ B+(Eh), x ∈ Eh.

(ii) Fie Uh = (Uh
α)α>0 familia rezolvantă a lui (P h

t )t⩾0 pe Eh. Dacă β > 0 atunci E(Uh
β ) =

1
h
E(Uβ)|Eh

.

(iii) Fie M ⊂ Eh, M ∈ B(E) şi u ∈ E(Uβ) cu β > 0. Atunci hRM
β (u

h
|Eh

) = 1
h
RM

β u|Eh
, unde

hRM
β reprezintă nivelul β al operatorului redus pe Eh în raport cu Xh.

(iv) Topologia fină pe Eh în raport cu Xh este urma pe Eh a topologiei fine pe E în raport cu

X. O submulţime a lui Eh este polară, respectiv semipolară, total efilată în raport cu procesul

Xh dacă şi numai dacă are aceeaşi proprietate în raport cu X .

Procesul Xh dat de afirmaţia (i) a Propoziţiei 3.1 se numeţe h-transformarea lui X .

Remarca 3.2. (i) Prima afirmaţie a Propoziţiei 3.1 rezultă de asemenea din [54], pag. 298.

Procesul drept Xh este obţinut acolo aplicând un rezultat (Teorema (62.19)) transformării

procesului X prin intermediul unei funcţionale multiplicative supermartingal. Totuşi originea

acestui rezultat este mult mai veche, vezi [43] şi cap. 9 din [32], sub diverse ipoteze restrictive.

Am prezentat aici o abordare mai directă, de teoria potenţialului, si am completat rezultatul de

existenţă a procesului cu aspecte suplimentare.

(ii) În [50] este dată o interpretare a măsurii Px/h ca o "măsură Fölmer" asociată unui super-

martingal.
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3.1 Proprietatea "tightness" a capacităţilor sub h-transformare

În continuare vom folosi notaţiile din [23], Secţiunea 4.

Presupunem că 0 < h < ∞, adică Eh = E. Fie λ o măsură finită (nenegativă) pe (E,B)

şi u0 := Uβ(hf0), unde β > 0 fixat şi f0 ∈ bB+(E), f0 > 0, astfel încât hf0 este de asemenea

mărginită. Atunci funcţionala M 7−→ cλ(M),M ⊂ E, definită prin

cλ(M) := inf{λ(RG
β u0) : G deschisă,M ⊂ G}

este o capacitate Choquet pe E, vezi de exemplu [7], Secţiunea 3.5.

Definim analog capacitatea Choquet chλ în raport cu Xh astfel

chλ(M) := inf{λ(hRG
β u

h
0) : G deschisă,M ⊂ G}, unde uh

0 :=
u0

h

. Reamintim că o capacitate cλ se numeşte "tight", dacă există un şir crescător (Kn)n de sub-

mulţimi compacte ale lui E, astfel încât cλ(E \Kn) ↘ 0. Şirul (Kn)n se numeşte ”λ-nest" de

compacte.

Corolar 3.3. Procesul X posedă un ”λ-nest" de compacte (adică capacitatea cλ este "tight")

dacă şi numai dacă procesul Xh are aceeaşi proprietate (adică capacitatea chλ este "tight").

3.2 Restricţia la complementara unei mulţimi absorbante

.

Fie A o mulţime (fin închisă) absorbantă. Putem presupune că v este mărginită.

Definim funcţia de tranziţie (P ′
t)t⩾0 pe mulţimea Ac := E \ A astfel:

P ′
tf := Ptf̄ |Ac pentru orice f ∈ B+(A

c),

unde f̄ este extensia lui f de la Ac la E, cu zero pe A, adică, f̄ = f pe Ac şi f̄ = 0 pe A.

Propoziţia 3.4. Următoarele afirmaţii sunt adevărate.

(i) Familia de nuclee (P ′
t)t⩾0 este funcţia de tranziţie a unui proces drept (Markov) X ′ cu

spaţiul stărilor Ac. Mai exact, avem X ′ = Xh, unde h = 1Ac .
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(ii) Dacă U (resp. U ′) este rezolvanta lui X (resp. of X ′) şi β > 0, atunci E(U ′
β) = E(Uβ)|Ac .

O funcţie f ∈ B+(A
c) este fin continuă pe Ac în raport cu X ′ dacă şi numai dacă funcţia f̄

este fin continuă pe E (în raport cu X).

Procesul X ′ dat de Propoziţia 3.4 îl vom numi restricţia lui X la Ac.

3.3 Generatorul slab

Considerăm acum generatorul slab (L,D(L)) a lui X; cf. [6]. Mai exact, fie

Bo := {f ∈ bB(E) : f este fin continuă pe E}

şi D(L) mulţimea tuturor funcţiilor f ∈ Bo, astfel încât
(

Ptf(x)−f(x)
t

)
t,x

este mărginit pentru

x ∈ E şi t într-o vecinătate a lui zero, există limt↘0
Ptf−f

t
punctual şi limita anterioară este un

element al mulţimii Bo. Definim operatorul liniar L : D(L) −→ bB(E) astfel:

Lf(x) := lim
t↘0

Ptf(x)− f(x)

t
, f ∈ D(L), x ∈ E.

Operatorul (L,D(L)) se numeşte generatorul slab al lui X şi notăm cu (Lh,D(Lh)) gene-

ratorul slab al lui Xh.

Corolar 3.5. Fie f ∈ bB(E), f = 0 pe E\Eh. Următoarele afirmaţii sunt adevărate.

(i) Dacă f ∈ D(L) (respectiv f
h

∈ D(Lh)) este astfel încât f
h

şi 1
h
Lf sunt funcţii mărgi-

nite (respectiv hLh(f
h
)) este o funcţie mărginită, atunci f

h
∈ D(Lh) (respectiv f ∈ D(L)) şi

Lh(f
h
) = 1

h
Lf . În plus, Xh este soluţie pentru următoarea problemă a martingalului:

procesul
(

f
h
(Xh

t )−
∫ t

0
( 1
h
Lf)(Xh

s )ds
)
t≥0

este un martingal sub Px/h în raport cu filtraţia

lui Xh pentru orice x ∈ Eh.

(ii) Fie A o mulţime absorbantă (fin închisă). Considerăm restricţia X ′ a lui X la Ac şi

fie (L′,D(L′)) generatorul slab al procesului X ′. Atunci f ∈ D(L′) dacă şi numai dacă

f̄ ∈ D(L). Avem L′f = Lf̄ |Ac .

3.4 h-transformarea şi subordonarea Bochner

Considerăm X = (Xt)t≥0 un proces (Borel) drept Markov cu spaţiul stărilor E.
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Fie ξ = (ξt)t⩾0 un proces stocastic cu valori reale, staţionar, având creşteri independente

nenegative (numit subordinator), indus de un semigrup de convoluţie µ = (µt)t⩾0 pe R+.

Reamintim că procesul subordonat prin intermediul lui ξ este un proces drept (Markov)

Xξ = (Xξ
t )t⩾0 cu spaţiul stărilor E, definit prin Xξ

t := Xξt , t ⩾ 0. Funcţia sa de tranziţie este

familia (P µ
t )t⩾0, P

µ
t =

∫∞
0

Ps µt(ds), t > 0 şi avem E(X) ⊂ E(Xξ).

Familia (P µ
t )t⩾0 se numeşte subordonată în sensul lui Bochner lui (Pt)t⩾0.

(3.1)

Fie h ∈ E(X). Atunci h-transformarea subordonării lui X prin intermediul lui ξ = (ξt)t⩾0,

notată prin Xξ,µ = (Xξ,µ
t )t⩾0, este un proces drept (Markov) cu spaţiul stărilor Eh, care este

echivalent cu subordonarea procesului prin intermediul lui ξ a h-transformării Xh a lui X .

Afirmaţia rezultă observând faptul că pentru orice t > 0 avem egalitatea de nuclee (P µ
t )

h =

(P h
t )

µ. În continuare, scriem P µ,h
t în loc de (P µ

t )
h şi P h,µ

t în loc de (P h
t )

µ.

3.5 h-transformarea pentru subordonarea Bochner a

Lp-semigrupurilor

Dacă m este o măsură σ-finită pe E astfel încât m ◦ Pt ⩽ m pentru orice t > 0 (o astfel de

măsură se numeşte subinvariantă), atunci pentru orice p ∈ [1,∞) avem:

(3.2)

funcţia de tranzitiţie a unui proces drept (Markov) X induce un C0-semigrup de contracţii

sub-Markovian pe Lp(E,m).

O reciprocă a acestui rezultat a fost demonstrată în [11] şi a fost completată în [46] pentru

Lp-semigrupurile subordonate în sensul lui Bochner.

Scopul nostru în această secţiune este de a obţine o reciprocă a afirmaţiei (3.2) în cadrul

h-transformării Bochner a Lp-semigrupurilor; aceast rezultat va fi dat de Propoziţia 3.6 de mai

jos.

Fie p ∈ [1,∞) şi (Pt)t⩾0 un semigrup de contracţii tare continuu sub-Markovian pe Lp(E,m),

unde m este o măsură σ-finită pe spaţiul măsurabil Luzin (E,B).

Fie h ∈ Lp
+(E,m), astfel încât Pth ⩽ h pentru t > 0. Presupunem că h ̸= 0 şi considerăm
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mulţimea Eh ∈ B(E), astfel:

Eh := [h > 0].

Fie mh măsura pe (Eh,B|Eh
), având densitatea hp în raport cu m, mh = hp · m. Pentru

orice t ⩾ 0 fie Ph
t operatorul pe Lp(Eh,mh) definit astfel:

Ph
t u :=

1

h
Pt(hu), u ∈ Lp(Eh,mh). (3.3)

Evident Ph
t este operator de contracţii sub-Markovian pe Lp(Eh,mh) şi familia (Ph

t )t⩾0 devine

un semigrup de contracţii sub-Markovian, tare continuu pe Lp(Eh,mh), numit h-transformarea

Lp-semigrupului (Pt)t⩾0.

Putem prezenta acum o versiune a afirmaţiei (3.1) pentru subordonarea Bochner şi h-

transformarea pe spaţiile Lp:

Subordonarea Bochner şi h-transformarea comută. Mai exact, dacă µ = (µt)t⩾0 este un semi-

grup de convoluţie pe R+, atunci Ph,µ
t = P

µ,h
t pentru orice t > 0. Aşadar, C0-semigrupurile

(Ph,µ
t )t⩾0 şi (P µ,h

t )t⩾0 pe Lp(Eh,mh) coincid.

(3.4)

Fie (Lµ, D(Lµ)), respectiv (Lµ,h,D(Lµ,h)), generatorul infinitezimal al semigrupului

(P µ
t )t⩾0 pe Lp(E,m), respectiv al semigrupului (P µ,h

t )t⩾0 pe Lp(Eh,mh). Atunci:

h · D(Lµ,h) ⊆ D(Lµ)|Eh
şi Lµ,hu =

1

h
Lµ(hu)|Eh

pentru orice u ∈ D(Lµ,h).

Principalul rezultat al acestei secţiuni este următoarea propoziţie.

Propoziţia 3.6. Fie p ∈ [1,∞) şi (Pt)t≥0 un C0-semigrup de contracţii sub-Markovian pe

Lp(E,m), unde (E,B) este spaţiu măsurabil Luzin şi m este o măsură σ-fină pe (E,B), astfel

încât
∫
Ptfdm ≤

∫
fdm pentru orice f ∈ Lp(E,m), f ≥ 0 şi t > 0. Presupunem că există

f ∈ Lp(E,m), f > 0, astfel încât Vαf ≤ 1 pentru orice α > 0, unde (Vα)α>0 este rezolvanta

de contracţii C0-continuă pe Lp(E,m) indusă de (Pt)t≥0 , Vα =
∫∞
0

e−αtPt dt, α > 0.

Fie µ = (µt)t≥0 un semigrup de convoluţie pe R+ şi ξ procesul stocastic staţionar cu valori

reale pozitive, având creşteri independente nenegative, indus de µ.

Atunci există un spaţiu topologic Luzin E1, E ⊂ E1, E ∈ B1 (σ-algebra submulţimilor
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Borel ale lui E1), B = B|E1 , şi un proces drept (Markov) X cu spaţiul stărilor E1, astfel încât:

(i) Funcţia de tranziţie a lui X şi (Pt)t⩾0 coincid, privite ca familii de operatori pe Lp(E1,m1),

unde m1 este o măsură pe (E1,B1) care extinde pe m cu zero pe E1 \ E.

(ii)C0-semigrupul (P µ,h
t )t≥0 (h-transformarea subordonării în sensul lui Bochner a lui (Pt)t⩾0

în raport cu µ) coincide ca familie de operatori pe Lp(Eh,mh) cu funcţia de tranziţie a lui Xξ,h

(h-transformarea subordonării lui X prin intermediul lui ξ), unde h este o funcţie pe E1 care

este excesivă în raport cu X , este egală în clasele Lp(E1,m1) cu h şi Eh := [h > 0]. Deci,

avem

P µ,h
t u = E·u(Xξ,h

t ), t > 0, u ∈ Lp(Eh,mh).

(iii) Fie ν o măsură de probabilitate pe Eh, având densitate în raport cu mh, dν
dmh

∈ Lp′

+(Eh,mh),

unde 1
p
+ 1

p′
= 1, şi considerăm probabilitatea Pξ,ν/h a procesului Xξ,h cu distribuţia iniţială

ν. Atunci pentru orice u ∈ D(Lµ,h) procesul

u(Xξ,h
t )−

∫ t

0

(
1

h
Lµ(hu)

)
(Xξ,h

s ) ds, t ≥ 0,

este un martingal sub Pξ,ν/h în raport cu filtraţia procesului Xξ,h.

4 ĥ-TRANSFORMAREA UNUI PROCES DE RAMIFICARE

NELOCALĂ

.

Spaţiul configuraţiilor finite. Spaţiul stărilor pentru un proces de ramificare discretă este

mulţimea Ê a sumelor finite de măsuri Dirac pe E, definite astfel:

Ê :=

{ ∑
n⩽n0

δxn : n0 ∈ N∗, xn ∈ E pentru orice 1 ⩽ n ⩽ n0

}
∪ {0},

unde 0 este măsura zero. Mulţimea Ê se identifică cu reuniunea tuturor puterilor m-simetrice

E(m) ale lui E (adică, dacă m ⩾ 1 atunci E(m) este factorizarea produsului Cartezian Em prin

relaţia de echivalenţă indusă grupul permutărilor σm; vezi, [21] şi [18] pentru detalii), deci

Ê =
⋃

m⩾0E
(m), unde E(0) := {0} (vezi, [40]).
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Mulţimea Ê se numeşte spaţiul configuraţiilor finite ale lui E şi este înzestrată cu topologia

reuniunii disjuncte a spaţiilor topologice şi σ-algebra Borel corespunzătoare B(Ê).

Remarca 4.1. Fie N un nucleu sub-Markovian de nuclee pe (Ê,B(Ê)). Atunci N este un

nucleu de ramificare pe Ê dacă şi numai dacă există un nucleu sub-Markovian N definit pe Ê

cu valori în E, astfel încât Nφ̂ = N̂φ̂, pentru orice φ ∈ bB+(E).

Un proces (drept) Markov cu spaţiul stărilor Ê se numeşte proces de ramificare dacă funcţia

sa de tranziţie este formată din nuclee de ramificare. Pentru interpretarea probabilistă a acestei

proprietăţi analitice de ramificare vezi, [35], pag 337.

4.1 Funcţii multiplicative şi nuclee de ramificare pe Ê

Pentru orice funcţie cu valori reale φ, B(E)-măsurabilă definim funcţia multiplicativă φ̂ :

Ê → R+, astfel:

φ̂(x) :=



∏
n φ(xn), dacă x = (xn)n≥1 ∈ Ê, x ̸= 0,

1, dacă x = 0,

O funcţie multiplicativă este numită de asemenea stare coerentă pe spaţiul configuraţiilor (vezi

[37]).

Considerăm un şir de nuclee Markoviene (Kn)n≥1, unde Kn este un nucleu definit pe E(n)

cu valori în E, pentru orice n ≥ 1 şi (qn)n≥1 ⊆ bB(E), cu
∑

n≥1 qn ≤ 1. Presupunem că∑
n≥1 nqn este o funcţie mărginită pe E.

Mecanismul de ramificare va fi nucleul sub-Markovian K definit pe Ê cu valori în E, definit

prin

Kg =
∑
n≥1

qnKn(g|E(n)) pentru orice g ∈ bB+(Ê).

Identificăm nucleul K cu perechea de şiruri (Kn)n≥1 şi (qn)n≥1.

Din afirmaţia (3.2) (vezi şi (3.1) din [18]) există un nucleu de ramificare K̂ pe Ê, astfel
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încât pentru orice φ ∈ B+(E), φ ⩽ 1, avem

K̂φ̂|E =
∑
n≥1

qnKnφ
(n),

O funcţie multiplicativă este numită de asemenea stare coerentă pe spaţiul configuraţiilor

(vezi [37]).

Fie h ∈ B+(E), h ≤ 1, astfel încât Kĥ ⩽ h, şi considerăm nucleul Kh definit pe Êh cu

valori în Eh, dat de

Khg :=
1

h
K(ĥg) pentru orice g ∈ B+(Êh). (4.1)

Notaţia Kh este compatibilă cu cea anterioară Nh din Secţiunea 3, unde nucleul N este definit

pe E cu valori în E. Într-adevăr, deoarece N induce un nucleu N de la Ê la E, definit prin

Ng := N(g|E), pentru g ∈ B+(Ê), avem N
h
= Nh. Presupunem că

Kĥ ≤ h şi
1

h

∑
n≥1

nqn este o funcţie mărginită peEh. (4.2)

Prima condiţie implică faptul că nucleul Kh este sub-Markovian definit pe Êh cu valori în Eh,

adică, Kh1 ≤ 1.

Fie X̂ = (X̂t)t⩾0 procesul de ramificare cu spaţiul stărilor Ê şi funcţia de tranziţie (Ĥt)t⩾0,

indus de un proces Markov X cu spaţiul stărilor E, printr-un mecanism de ramificare K descris

anterior, şi printr-o constantă de omorâre c > 0. Pentru existenţa procesului X̂ , vezi [18].

Procesul X̂ are ramificare nelocală în sensul că nu este obligatoriu ca urmaşii direcţi să înceapă

de la poziţia terminală a particulei părinte. Mai exact, în descrierea procesului de ramificare

avem: qn(x) este probabilitatea ca o particulă distrusă într-un punct x ∈ E are exact n urmaşi,

în timp ce Kn,x (= probabilitatea indusă de nucleul markovian Kn în x) este distribuţia celor

n urmaşi.

Teorema de mai jos este rezultatul principal al acestei secţiuni.

Teorema 4.2. Următoarele afirmaţii sunt adevărate.

(i) Presupunem că φ ∈ E(Uc), φ ≤ 1, este astfel încât Kφ̂ ≤ φ. Atunci funcţia φ̂ aparţine

mulţimii E(Û), adică, este excesivă în raport cu procesul de ramificare X̂ pe Ê.

(ii) Fie h ∈ E(U), h ≤ 1. Atunci ĥ-transformarea procesului de ramificare X̂ este un pro-

ces de ramificare pe Êh. Mai exact, considerăm semigrupul de ramificare pe Êh indus de
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h-transformarea procesului Xh al lui X şi nucleul sub-Markovian Kh definit pe Êh cu valori

în Eh, dat în relaţia (4.1). Atunci acest semigrup este funcţia de tranziţie a ĥ-transformării lui

X̂ .

(iii) Fie A o submulţime absorbantă a lui E (în raport cu X) şi presupunem că pentru orice n

şi x ∈ A avem Kn,x(Âc ∩E(n)) = 0, adică, măsura de probabilitate pe E(n) indusă de nucleul

Markovian Kn în punctul x este concentrată pe (Âc)c ∩ E(n). Atunci Âc este complementara

unei submulţimi absorbante a mulţimii Ê (în raport X̂) şi restricţia procesului de ramificare X̂

la Âc este un proces de ramificare, este indus de restricţiile procesului X şi K la Ac.

4.2 Ecuaţia de evoluţie neliniară asociată ĥ-transformării

Evidenţiem reprezentarea probabilistă a soluţiei ecuaţiei de evoluţie neliniare asociate ĥ-

transformării folosind în principal procesele de ramificare.

Pentru r > 0 luăm în considerare următoarea condiţie:

∑
n⩾1

rn−1qn ⩽ h şi
1

h

∑
n⩾1

rn−1nqn este o funcţie mărginită pe Eh. (4.3)

Corolar 4.3. Fie φ ∈ bB+(Eh) astfel încât condiţia (4.3) este verificată pentru un r ⩾ φ.

Atunci ecuaţia integrală

kt = e−ctP h
t φ+ c

∫ t

0

e−csP h
s K

hk̂t−s ds pentru orice t ⩾ 0. (4.4)

are soluţia kt, t ⩾ 0, având reprezentarea probabilistă

kt(x) = Êδx/ĥφ̂(X̂ ĥ
t ), t ⩾ 0, x ∈ Eh.

Remarca 4.4. (i) Pentru semnificaţia membrului drept al reprezentării probabiliste de mai sus

a lui kt, a se vedea afirmaţia (i) din Remarca 4.4 din [20].

(ii) Reamintim că operatorul neliniar asociat procesului de ramificare X̂ = (X̂t)t⩾0 este definit

ca

Λu := (L− c)u+ cKû. (4.5)

Acest operator este în general unul integro-diferenţial. În [21] şi [47] a fost demonstrat că
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în cazul în care L este operatorul Laplace pe un domeniu Euclidian mărginit neted, atunci

problema Dirichlet asociată operatorului neliniar Λ are soluţie, folosind procesul de ramifi-

care asociat, pentru date pe frontieră subunitare. Observăm că în [22] a fost demonstrată o

extindere a rezolvării, de la date subunitare la date mărginite pe frontieră, în mod analoag cu

procedeul din Corolarul 4.3, şi aceasta reprezentând răspunsul la o întrebare a lui P. Hsu.

(iii) Fie Λh operatorul neliniar asociat procesului de ramificare X̂ ĥ, obţinut aplicând Teorema

4.2, astfel:

Λhu := (Lh − c)u+ cKhû, u ∈ D(Lh),

unde Lh este generatorul slab al lui Xh.

5 h-TRANSFORMAREA UNEI REZOLVANTE NELINIARE

Fie E un spaţiu măsurabil Luzin, adică este măsurabil izomorf cu o submulţime Borel a

unui spaţiu metrizabil compact, înzestrat cu σ-algebra Borel.

Considerăm bB mulţimea tuturor funcţiilor mărginite B-măsurabile pe (E, B+), B+ mulţi-

mea tuturor funcţiilor pozitive B-măsurabile pe E şi fie C := 1
h
bB, unde h este o funcţie strict

pozitivă B-măsurabilă pe E. Mulţimea C este o latice vectorială, generează σ-algebra B şi este

solidă în ordine, adică oricare ar fi v ∈ C şi |u| ≤ v, atunci u ∈ C.

Dacă f ∈ C, atunci definim ∥f∥0 := ∥hf∥∞, unde ∥f∥∞ := sup{|f(x)| : x ∈ E}. Atunci,

(C, ∥∥0) este un spaţiu Banach, şi aplicaţia bB ∋ v 7−→ 1
h
v este o izometrie între spaţiile

(bB, ∥∥∞) şi (C, ∥∥0).

Fie j : (bB, ∥∥∞) −→ (C, ∥∥0) o aplicaţie bijectivă definită prin j(u) := 1
h
u, deci ∥j(u)∥0 =

∥u∥∞, oricare ar fi u ∈ bB. Oricărui operator V : C −→ C i se asociază operatorul

V : bB −→ bB, definit prin V (u) = V (j(u)).

Lema 5.1. Dacă V satisface principiul complet de maxim pe C, atunci V satisface principiul

complet de maxim pe bB.

Fie V : C −→ C, α ∈ (0, 1) şi c ∈ R∗
+. Aplicaţia V se numeşte hölderiană (de con-

stante (α, c)) dacă pentru orice f, g ∈ C, următoarea egalitate este adevărată: ∥V f − V g∥0 ≤

c ∥f − g∥α0 .
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5.1 Operatorul V h

Introducem în continuare, operatorul V h asociat h-transformării şi evidenţiem principa-

lele sale proprietăţi pe care le vom folosi în secţiunea următoare în studierea operatorului real

Monge-Ampère şi h- transformarea sa.

Propoziţia 5.2. Dacă V este un operator n-omogen, u o funcţie V -dominantă şi α > 0, atunci

αu-este o funcţie V -dominantă.

Presupunem în continuare că V este un operator n-omogen. Considerăm acum h-transformarea

operatorului neliniar V , analogul cazului liniar tratat în [10].

Definim operatorul V h : C −→ C, astfel:

V hu :=
1

h
V (hnu), pentru orice funcţie u ∈ C.

Teorema 5.3. (i) Fie V : bB −→ bB un operator hölderian compact pe bB. Atunci V h este un

operator hölderian compact pe C.

(ii) Dacă operatorul V satisface principiul complet al maximului pe bB, atunci operatorul

V h : C −→ C satisface principiul complet al maximului pe C.

(iii) Pentru operatorul hölderian V h pe C satisfăcând principiul complet al maximului pe C,

există şi este unică o rezolvantă sub-Markoviană Vh = (V h
p )p>0 pe C asociată cu V h.

5.2 h-transformarea şi funcţii exacte

Cazul liniar.

Fie U = (Uα)α>0 o rezolvantă sub-Markoviană de nuclee pe (E,B). Presupunem că U este

rezolvanta unui proces drept X cu spaţiul stărilor E (un spaţiu topologic Luzin). Fie (L,D(L))

generatorul slab al lui X . Fixăm o funcţie k ∈ B+(E) mărginită şi fie (Pt)t≥0 funcţia de

tranziţie a procesului X . Considerăm semigrupul (kPt)t≥0 dat de formula Feynman-Kac, astfel:

kPtf(x) = Ex
(
e−

∫ t
0 k(Xs)dsf(Xt)

)
, x ∈ E, t ≥ 0.

Fixăm o funcţie h ∈ E(U).
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Propoziţia 5.4. Fie (kP h
t )t≥0 funcţia de tranziţie a procesului (kX)h pe Eh,

kP h
t f :=

1

h
kPt(hf̄).

Fie k′ := k|Eh
. Atunci procesele (kX)h şi k′(Xh) sunt echivalente, mai precis avem kP h

t =

k′(P h
t ), t ≥ 0.

Fie A o mulţime absorbantă (fin închisă) pentru X şi (P ′
t)t≥0, funcţia de tranziţie pe Ac,

astfel

P ′
tf = Ptf̄ |Ac , f ∈ B+(A

c). (5.1)

Conform Propoziţiei 1.4 din [10]), avem că (P ′
t)t≥0 este funcţia de tranziţie a procesului drept

X ′ = Xh pe Ac, unde h := 1Ac .

Corolar 5.5. Procesele k′(X ′) şi (kX)′ sunt echivalente.

Presupunem că h > 0 este o funcţie mărginită şi h ∈ S(U). Fie Uh = (Uh
α)α>0 rezolvanta

de nuclee cu nucleul iniţial Uh = M 1
h
UMh.

Teorema 5.6. Dacă l ≥ 0 este o funcţie mărginită (deci exactă) şi U ′ este rezolvanta de nuclee

cu nucleul iniţial Ul, atunci (U ′)h = (Uh)′.

Cazul neliniar.

În continuare considerăm cazul neliniar pentru funcţiile exacte şi h−transformarea asociată.

Fixăm deci o funcţie mărginită h şi presupunem că există α0 > 0, astfel încât h > α0.

Fie L este o algebră de funcţii reale şi mărginite pe o mulţime nevidă E. Reamintim că

Lh = 1
h
L.

Fie L0 := {v ∈ L : ∃ c > 0, astfel încât |v| ≤ c · h} ⊂ L. Definim L′
h := 1

h
L0.

În continuare, se consideră U = (Uα)α>0 rezolvanta sub-Markoviană de operatori neliniari

pe L asociată operatorului U .

Propoziţia 5.7. Operatorul T := M 1
h
UMh este o funcţie Lipschitz pe L′

h, dacă U este Lipschitz

pe L.

Teorema 5.8. Fie U = (Uα)α>0 o rezolvantă (neliniară) sub-Markoviană. Presupunem în

plus că funcţia h > 0 este astfel încât h ∈ S(U). Atunci Uh = (Uh
α)α>0, Uh

α := M 1
h
UαMh,
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α > 0 este o rezolvantă (neliniară) sub-Markoviană pe L′

h şi M 1
h
UMh este operatorul iniţial

al rezolvantei Uh.

Teorema 5.9. Fie U = (Uα)α>0 o rezolvantă neliniară cu operatorul iniţial U . Dacă definim

V := UMh, h ∈ L+, atunci V satisface principiul complet de maxim şi există o rezolvantă

V = (Vα)α>0 având operatorul iniţial V .

Propoziţia 5.10. Fie h o funcţie U -exactă de aplicaţie Uh. Fie V = (Vα)α>0 o rezolvantă

neliniară pe L, Vα : L −→ L având operatorul iniţial V = UMh, rezolvantă dată de Teorema

5.9. Atunci, avem V1 = UhMh.

5.3 h-transformarea Doob pentru operatorul Monge-Ampère

În continuare, introducem rezolvanta operatorului Monge-Ampère, iar apoi vom considera

h-transformarea sa.

Fie U ⊂ Rd, d ≥ 2, o submulţime deschisă, nevidă, mărginită şi strict convexă şi fie λ

măsura Lebesgue pe U .

Considerăm următoarele mulţimi: A(U) := {f : U −→ R : f λ−măsurabilă},A+(U) :=

{f ∈ A(U) : f ≥ 0}, bA(U) := {f ∈ A(U) : f mărginită}, U0(U) := {f : U −→

R convexă şi continuă pe U, f = 0 pe ∂U},−U0(U) := {f : U −→ R concavă şi continuă pe U,

f |∂U = 0}.

Fie f ∈ bA+(U). Definim operatorul T : bA+(U) −→ −U0(U), astfel: Tf := −H(f ·

λ, 0), f ∈ bA+(U), unde H(f · λ, 0) = H(f · λ, 0, U) este aplicaţia convexă, continuă pe U ,

nulă pe ∂U şi cu măsura de curbură f · λ.

Din [26], operatorul Monge-Ampère pe Rd poate fi exprimat ca infimumul unei familii de

operatori liniari, astfel:

d(detD2u(x))1/d = inf
detA=1

tr(AtD2u(x)A), (5.2)

dacă în plus u este strict convexă şi mărginită. Aici A = (aij)i,j=1,d este o matrice simetrică,

cu detA = 1.

Relaţia (5.2) poate fi scrisă în termeni de operatori, astfel:

Mu =
1

dd

(
inf

detA=1
tr(AD2uA)

)d

. (5.3)
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Fie h o funcţie strict pozitivă, mărginită strict convexă. Atunci, pentru orice funcţie u care

este mărginită şi strict convexă, dacă hu ∈ C2(U), definim Mhu astfel: Mhu :=
1

hd
M(hu).

Propoziţia 5.11. Dacă M este operatorul Monge-Ampère satisfăcând relaţia (5.3), atunci ope-

ratorul h-transformat Mh are reprezentarea

Mhu :=
1

dd

(
inf

detA=1
tr(AD2

huA)
)d

, (5.4)

unde u este o funcţie mărginită strict convexă şi D2
h(u) :=

1
h
D2(hu).

Remarca 5.12. (i) Aproximarea operatorului Mh din (5.4) este analoagă formulei (5.3) pentru

operatorul Monge-Ampère. Putem spune că în acest sens Mh este încă un operator Monge-

Ampère, având aproximarea cu operatori liniari (5.4).

(ii) Operatorul Mh are aproximarea cu operatori liniari analoagă cu cea valabilă pentru

M , înlocuind matricea hessiană D cu Dh.

Fie Φ o funcţie pozitivă astfel încât limϵ→0Φ(ϵ) = ∞ şi limϵ→0 ϵΦ(ϵ) = 0. Pentru orice

x ∈ Ω (fixat), matricea

A∗ := detD2u(x)
1
2dD2u(x)−

1
2

are determinantul egal cu 1 şi satisface relaţia A⋆ ≤ Φ(ϵ)I pentru ϵ suficient de mic.

Următorul rezultat este o completare care arată că aproximarea cu operatori liniari se păs-

trează prin h-transformarea operatorului D2.

Propoziţia 5.13. Presupunem că u ∈ C2(Ω), Ω ⊂ Rd şi că toate valorile proprii ale matricei

D2u sunt pozitive (observăm că, în acest caz, funcţia u este strict convexă) şi fie h o funcţie

strict convexă, astfel încât funcţiile u
h

şi, respectiv 1
h
D2u sunt mărginite.

Atunci pentru ϵ suficient de mic avem

d det
[
D2

h

(u
h

)
(x)

] 1
d
= inf

detA=1
tr
[
AtD2

h

(u
h

)
(x)A

]
(5.5)

= inf
detA=1,A≤Φ(ϵ)I

tr
[
AtD2

h

(u
h

)
(x)A

]
.
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[16] Beznea, L., Deaconu, M., Lupaşcu-Stamate, O. (2019). Numerical approach for stochas-

tic differential equations of fragmentation; application to avalanches, Mathematics and

Computers in Simulation 160, 111–125.
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