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1. INTRODUCERE

In aceastd tezd studiem existenta solutiilor pentru probleme Dirichlet liniare si ne-
liniare, cu date la frontiera generale, nu neaparat continue. Esentiala este utilizarea
convergentei controlate initiate de A. Cornea, care inlocuiesgte convergenta punctuala la
data la frontiera a solutiei (cf. [25] si [26]). Acest tip de convergenta descrie comporta-
mentul la frontiera a solutiilor problemelor la limita cu date la frontiera discontinue si
a fost folosit atat pentru problema Dirichlet liniara pe un domeniu euclidian in [5], cat
si pentru problema Dirichlet asociata operatorului Gross-Laplace pe un spatiu Wiener
abstract (in [§]), si de asemenea pentru problema Neumann pe o bila euclidiana (vezi
7).

In Capitolul |3 un rezultat important pentru convergenta controlata este Teorema
3.4l unde este demonstrata existenta solutiei stocastice a problemei Dirichlet liniare
cu date la frontiera discontinue asociate generatorului unui proces Markov omorat
cu o functionala multiplicativa indusa de o functie pozitiva si Borel masurabila. De
asememea, cazul particular pentru operatorul Laplace este ilustrat de Corolarul [3.9]
care imbunatagte In mod esential rezultatul principal din [5], Teorema 4.8. Oferim un
rezultat de unicitate a solutiei problemei Dirichlet asociate operatorului %A +q.

Capitolul 4 trateaza o ecuatie eliptica semiliniara in sens slab, cu conditie Dirichlet
la frontiera, care este un caz particular al problemei studiate de Chen, Williams gi Zhao
n [2I]. Dacd D este un domeniu regulat i marginit in R% d > 3 si data la frontiera
v este o functie definita pe frontiera lui D, pozitiva, continua, cu valori reale atunci
autorii au demonstrat existenta unei solutii clasice slabe care converge punctual la
v, folosind teorema de punct fix a lui Schauder si un criteriu de compactitate pentru
functii continue.

Daca ¢ este discontinua pe frontiera lui D atunci problema nu are solutie clasica



slaba, agadar avem nevoie de un tip mai general de solutie. Strategia este de a modifica
procedura din [21], pentru ca lucram cu spatii de functii discontinue, mai exact, crite-
riul de compactitate mentionat mai sus nu este adecvat. In schimb, folosim o ipoteza
suplimentara pentru termenul neliniar care permite utilizarea teoremei de punct fix a
lui Banach. Esentiala este aplicarea Coloralului 3.9 din Capitolul [3| pentru compor-
tamentul la frontiera a solutiei folosind convergenta controlata in loc de convergenta
punctuala, in cazul in care ¢ = 0 pentru operatorul Laplace. Drept consecinta de-
monstram de asemenea, un rezultat de unicitate si oferim o reprezentare probabilista
a solutiei.

In Capitolul , studiem probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de rami-
ficare nelocala cu migcarea spatiala data de un proces Markov drept X cu generatorul
slab L. Existenta solutiei problemei pentru ¢ date continue la frontiera a fost studiata
in [41], [14], [15] (vezi de asemenea [38]), unde solutia problemei converge punctual la
@ pe frontiera domeniului.

Scopul acestei capitol este dublu. Mai intai, rezolvam problema pentru functii ¢
care sunt discontinue, inlocuind convergenta punctuala la data de frontiera cu convergenta

controlata. Consideram doua cazuri:

(1) L este operatorul Laplace, mai precis L este generatorul slab al migcarii browniene
d-dimensionale care este o extensie a operatorului Laplace. In acest caz functia de
control este data de o functie armonica (cu valori reale) pe un domeniu D marginit

si regulat din R?, d > 1.

(2) L este un operator de tip gradient, generator al unui curent (flow) continuu ¢ =
(¢¢)e=0 pe un spatiu topologic Lusin F, parasind D in timp finit, unde D este un
domeniu marginit din F cu inchiderea compacta. Aici, ca in [§], trebuie sa consideram

o multime exceptionala pentru convergenta controlata la data la frontiera.

Al doilea scop este de a arata ca problema are o solutie generalizata care admite
o reprezentare probabilista. Ca in [11] si[41], un instrument cheie al abordarii noastre
este un proces Markov de ramificare nelocala X = ()/(\'t, @“, W E E) cu spatiul starilor
multimea E a configuratiilor finite ale lui F ce descrie evolutia in timp pe D a unui
sistem de particle; X are miscarea spatiala un proces Markov X si mecanismul de

ramificare indus de un sir de nuclee Markoviene (pentru detalii vezi [11] si [13]).



Mentionam contributia esentiala a lui E.B. Dynkin in utilizarea superproceselor
cu valori masuri ca instrumente pentru rezolvarea ecuatiilor semiliniare, cea tipica
find Au = u®, cu 1l < a < 2; vezi monografiile [31], [32], de asemenea [28]. In
consecinta, pentru a urma procedura initiata de E.B. Dynkin avem nevoie de un proces
de ramificare nelocald X in loc de un superproces.

In cazul (2), urmand [19], considersm procesul Markov de ramificare X0 = ()@, @u, RS
E) care are acelagi mecanism de ramificare ca X dar fars miscare spatiala; X0 este
un proces de pura ramificare (pure branching process). Procesul cu valori masuri X
admite o reprezentare printr-un curent de masuri indus de migcarea spatiala ¢ (=
curentul pe E obtinut din ¢ prin stoparea la frontiera lui D) si X0,

Rezultatele originale din aceasta teza sunt incluse in urmatoarele articolele indexate

World of Science, in reviste cotate ISI:

e Lucian Beznea, Alexandra Teodor, Positive solutions to semilinear Dirichlet
problems with general boundary data. Analysis and Mathematical Physics 14
(2024), 39, https://doi.org/10.1007 /s13324-024-00905-2

e Lucian Beznea, Oana Lupagcu-Stamate, Alexandra Teodor, Nonlinear Dirich-
let problem of non-local branching processes, Journal of Mathematical Analysis

and Applications, 547,(2025), 129281, ISSN 0022-247X,

https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2025.12928]1.

2. PRELIMINARII

Scopul acestui capitol este de a introduce notiuni preliminare care apar in aceasta
teza. Prezentam notiuni si rezultate fundamentale precum functii de tranzitie, rezol-
vante de nuclee, procese Markov drepte impreuna cu teorema clasica a lui Kolmogorov
de construtie a proceselor Markov, timpi de stopare, martingale (supermartingale), ge-

neratorul tare, slab, respectiv extins al unui proces Markov, functionale multiplicative



3. Problema Dirichlet liniara cu date discontinue la frontiera

si procesul omorat cu o functionala multiplicativa.

3. PROBLEMA DIRICHLET LINIARA CU
DATE DISCONTINUE LA FRONTIERA

3.1. Cadrul general

Fie F' un spatiu topologic Luzin (adica F' este homeomorf cu o submultime Borel a
unui spatiu metrizabil compact) si D un domeniu marginit din F astfel incat E := D
este o multime compacta. Fie B(F') o-algebra Borel a lui F'. Pentru A € B(F'), definim
B(A) o—algebra Borel a lui A, B(A) = B(F)|a, B4 (A) conul convex al functiilor nume-
rice, pozitive gi B(A)-masurabile pe A iar bB,(A) este multimea de functii marginite
din B (A). Fie C(A) spatiul de functii continue pe A cu valori reale, C'y(A) spatiul
de functii continue, pozitive pe A cu valori reale, Cy(A) spatiul de functii continue,
marginite pe A cu valori reale, bC'y (A) spatiul de functii continue pe A cu valori reale,
pozitive gi marginite.

Fie Y = (Y, P*, x € F) o difuzie pe F, adica, un proces Markov drept cu traiectorii
continue, cu spatiul starilor F.

Fie 7 :=inf{t > 0:Y; € 0D} primul timp de intrare in 0D, 7, := inf{t > 0:Y; €
0D} primul timp de atingere (hitting time) al 0D, si Tp := inf{t > 0:Y; ¢ D} primul
timp de iegire din D. Amintim ca daca x € D atunci 7 = 7, P*-a.s. Pentru ca D este
o multime deschisa, observam ca 7, = 7p.

Consideram procesul stopat la frontiera lui D, adica, procesul X = (X;, P, x € F)
cu spatiul starilor F, definit ca X; := Yj,,. Prespunem ca P*(7 < oo) = 1 pentru orice
xeD.

Fie (T})s=0 functia de tranzitie asociata lui X, adica pentru orice f € bB(E),
Tif (z) :=E"f(X;), t > 0 si L generatorul slab corespunzitor (vezi Capitolul [2)).
Semigrupul Feynman-Kac. Reamintim ca c este o functie masurabila Borel pe

D, cu valori reale, pozitiva, marginita si extinsa cu 0 pe F'\ D. Fie, in continuare,
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(T¥)¢=0 functia de tranzitie a procesului obtinut din X prin omorarea cu o functionala

multiplicativa indusa de ¢, exprimata prin semigrupul Feynman-Kac,

f}c(Xs)ds
Tef (o) =Erfe 0" F(X)), f e bBL(E).x € B

Definim nucleul P¢ pe F' ca fiind
(3.1) Pef(z) s=E{e J0 e f (Y )} f € bBL(F),x € F.

In mod analog, definim nucleul P¢; avem Pff(x) = P¢f(xr) = Pi(flap)(x) daca

To

r € D. Atunci
(3.2) i TE(f|g) (x) = P f(2), x € E, f € bBL(F).

3.1.1. Operatorul perturbat

Fie U = (Uy)a>0 rezolvanta procesului X. Notam cu L — ¢ generatorul slab asociat

lui (7)o

Teorema 3.1. Daca L este generatorul slab al procesului X gi ¢ € bB.(F) o functie

fin continua in raport cu U, atunci D(L) = D(L —¢) si (L — c)u = Lu — cu.

3.2. Functie de tranzitie tare Feller

Proprietatea tare Feller. O functie de tranzitie (7;);>0 pe un spatiu topologic Lusin
F se numeste tare Feller daca T, f este o functie continua pe F' pentru orice f € bB, (F)
sit>0.

Urmatorul rezultat arata ca proprietatea tare Feller a functiei de tranzitie este

pastrata prin omorare.

Lema 3.2. ([12]) Fie (Si)i=0 funclia de tranzitie a unui proces Markov drept Y pe
un spatiu topologic Lusin F, ¢ € bB(F), si consideram (S{)i=o functia de tranzitie
a procesului obtinut din Y prin omorarea cu functionala multiplicativa indusa de c.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(1) Daca (Si)iso este tare Feller atunci si (S5)i=0 are aceeasi proprietate.
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(ii) Presupunem in plus ca F este un spatiu local compact cu o bazd numdrabild.
Daca (Sy)i=0 actioneaza pe spatiul functiilor continue care se anuleazd la infinit atunci

si (S§)t=0 are aceeasi proprietate.

3.3. Solutia stocastica a problemei Dirichlet liniare cu date

discontinue la frontiera, bazata pe convergenta controlata

Punct regulat pe frontiera. Un punct x € 9D este punct requlat pe frontierd
(regular boundary point) al lui D daca P*(7, = 0) = 1; vezi e.g. [30], vol. II, pagina 32,
sau [24], pagina 23. Domeniul D se numeste regulat daca orice punct de pe frontiera
0D este punct regulat pe frontiera al lui D.

Nucleul potential. Notam cu V nucleul pe F' definit ca

o —jc(YS)ds
Vf(a:):IE‘”/ e 0 Ve, febB(F)x e F
0

V' se numeste nucleul potential al procesului pe F' obtinut din Y prin omorarea cu

functionala multiplicativa indusa de c.

Solutia stocastica a problemei Dirichlet liniare cu date continue la frontiera
Urmatorul rezultat este o versiune a of Teoremei 13.1 din [30], vol II, pagina 32.

Demonstratia se bazeaza in mod esential pe rezultatul din [30] mentionat mai sus.

Propozitia 3.3. ([12]) Presupunem ca F' este un spatiu local compact cu bazd numdarabild.
Fie Y un proces Markov drept cu spatiul starilor F', avand traiectorii continue, astfel
incat functia sa de tranzitie (S;)i=o este tare Feller gi actioneaza pe spatiul functiilor
continue care au limita 0 la infinit si D un domeniu requlat cu tnchidere compacta.
Consideram in plus ca nucleul potential V' este propriu, adica exista o functie h €

B (F), h >0, astfel incat V'h este o functie cu valori reale. Atunci

(3.3) lim Pf(x) = f(y) pentru orice f € bCy (0D) siy € OD.

D3x—y

3.3.1. Convergenta controlata

Convergenta controlata (cf. [25] si [20])
Fie f : 0D - R, D, C D si h,k : D — R, k > 0, astfel incat h|p,, k|p, sunt
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functii cu valori reale. Spunem ca h converge la f controlat de k pe D, (scriem h LN f

pe D,) daca pentru orice A C D, si y € 0D N A urmatoarele afirmatii au loc:

(¥) Daca limsup k(z) < oo atunci f(y) € Rsi f(y) = lim h(x),

Adz—y Asz—y
(xx) Dacd lim k(x)= oo atunci lim 14]:?(;) =0

Asz—y Adz—y

Daca multimea D, nu este specificata, atunci D, = D si scriem h converge la f controlat

de k. Cazul acesta a fost tratat in [26]. Functia k se numeste functie de control.

3.3.2. Rezultatul principal

Consideram D un domeniu regulat si marginit din F' cu inchiderea compacta.
Enuntam in continuare un rezultat important de convergenta controlata pentru solutia
stocasticd a problemei Dirichlet liniare cu date la frontiers posibil discontinue. I fo-
losim apoi in mod esential in rezolvarea problemelor Dirichlet neliniare cu date la

frontiera generale (discontinue).

Teorema 3.4. ([12]) Fie A o mdsurd finita pe D si o := Xo P¢. Presupunem cd
are loc i fie p € L1 (0D, o). Atunci existda o functie Borel masurabild g : 0D — R,
astfel incat Py £y o pe D, = [k < oo, unde k := P¢g € L'(D, \).

Remarca 3.5. Multimea D\ D, = [k = 00| in Teorema este fin inchisa, A—polard
st A-neglijabila.

3.4. Cazul operatorului Laplace

Functii armonice. Problema Dirichlet liniara clasici. Consideram F = R
d > 1, D un domeniu marginit din R iar 9D este frontiera lui D. O functie h € C*(D)

(cu valori reale) se numeste armonica pe D daca

452

Ah = —
h oz?

=1

=0 peD.

A se numeste operatorul Laplace.
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O solutie pentru problema Dirichlet liniara clasica pe D cu data la frontiera ¢ :

0D — R este o functie armonica h definita pe D care satisface condittia la frontiera:

lim h(z) = ¢(y) pentru orice y € OD.

D3x—y

In acest subcapitol Y = (Y});»o este miscarea browniani d-dimensionald pe R?,
d > 1. Pentru f : 9D — R o functie marginita inferior si Borel masurabila si 2 € D
definim

Hpf(x) = E*(Y,).

Remarca 3.6. Conform Teoremei 3.7 din [{0], pagina 106, rezultd ca Hpf este o

functie armonica (cu valori reale) pe D cu conditia ca Hpf nu este +o0o peste tot pe

D.

Problema Dirichlet bazati pe convergenta controlati. O functie f: 9D — R
se numeste functie rezolutiva daca exista o functie armonica h pe D care converge la f
controlat de o functie k superarmonica, pozitiva si cu valori reale. Daca f este rezo-
lutiva, atunci solutia unica h (pentru unicitate vezi Corolarul mai jos) se numeste

solutia pe D a problemei Dirichlet cu data la frontiera f.

Remarca 3.7. O functie armonica h pe D este solutie pentru problema Dirichlet
clasica liniara cu data la frontiera f daca st numai daca h converge la f controlat

de o functie marginita k; vezi |[25], si Remarca 5.2 (i) din [§.
Urmatorul corolar este o versiune a Corolarului 4.3 din [5].

Corolarul 3.8. ([I8]) Daci problema Dirichlet are o solufie atunci ea este unicd. In
particular, daca u este o functie armonica pe D care converge controlat de k la zero

atunci u =10 pe D.

Solutia stocastica a problemei Dirichlet liniare cu date la frontiera generale,
asociate operatorului A

Urmatorul rezultat este o consecinta imediata a Teoremei care ne arata ca
solutia stocastica rezolva problema Dirichlet cu date la frontiera generale in cazul
operatorului Laplace. Este o imbunatatire a rezultatului principal din [5], Teorema 4.8;
pentru legatura cu rezolutivitatea pentru metoda Perron-Wiener-Brelot vezi Corolarul

2.13 din [26].



Corolarul 3.9. ([1§]) Fie D C R% un domeniu mdrginit. Fie f: 0D — R o functie
masurabila Borel si marginita inferior si presupunem ca Hpf nu este +o0o peste tot
pe D. Atunci Hpf este solutia unica a problemei Dirichlet cu data la frontierda f.
Mai precis, exista g € B (0D) astfel incat functia k := Hpg are valori reale $i Hp f

converge la f controlat de k.

3.5. Unicitatea solutiei a problemei Dirichlet pentru
operatorul %A + ¢ In sensul convergentei controlate
Fie J clasa Kato a functiei Green. Fie ¢ € bB(0D). O functie u € C (D) se
numeste solutie slaba a problemei Dirichlet asociate operatorului %A + ¢, cu data la
frontiera ¢, dat fiind ca exista o functie de control superarmonica k : D — R astfel

ncat

%Au 4+ qu = 0 in D in sensul slab,
u converge la ¢ controlat de k.

Teorema 3.10. ([18§]) Fie q € J si p € bB.(0D). Daca problema liniara Dirichlet
asociata operatorului %A—i—q, cu data la frontierd ¢, are o solutie slaba in Cy (D) atunci

este unicd.

4. PROBLEME DIRICHLET SEMILINIARE CU
DATE DISCONTINUE LA FRONTIERA

Acest capitolul este bazat pe lucrarea [18] unde studiem problema Dirichlet

%Au—F(-,u) =0 in D,
(4.1)

k
u—7>e

unde D este un domeniu regulat marginit din R¢, d > 3, conditia la frontiers ¢ : 0D —

R este o functie pozitiva, marginita, Borel masurabila, cu valori reale, nu neaparat

10



4. Probleme Dirichlet semiliniare cu date discontinue la frontiera

continua, IF este o functie Borel masurabila cu valori reale, definita pe D x (0, b) pentru
un anume b € (0, 00| astfel incat pentru orice € D functia F(x,-) este continua pe

(0,0) si are loc
(4.2) 0 <F(z,u) <U(x)u

pentru orice (x,u) € D x (0,b), unde U este o functie Green-tight pozitiva pe D, fixata.
Ecuatia problemei este inteleasa in sens slab, iar comportamentul solutiei u la frontiera
¢ este ilustrat cu ajutorul convergentei controlate unde k : D — R este functia de
control.

Daca ¢ este o functie definita pe 0D, pozitiva, continua, cu valori reale atunci
problema de mai sus este un caz particular al celei studiate in [2I] unde solutia u este
continud pe £ = D si converge punctual la frontiera ¢, adica limps,, u(z) = ¢(y),
pentru orice y € dD. Reamintim ca in acest caz u este o solutie clasica slaba. Daca
¢ este discontinua atunci urmatorul rezultat ne arata ca problema nu poate avea o
solutie clasica slaba. Asgadar trebuie sa inlocuim convergenta punctuala la data la
frontiera cu convergenta controlata, obtinand un tip de solutie mai general. O functie
u € C (D) se numeste solutie slaba a problemei Dirichlet neliniare cu data la frontiera
¢ € bB; (D), asociatd operatorului 2Au — F (-, u), dacd existd o functie de control

k: D — R, superarmonici pe D astfel incat u sa verifice problema (4.1)).

4.1. Existenta solutiei

Pentru a demonstra existenta solutiei folosim cateva argumente din [21]. Fie b €
(0, o] astfel incat [|¢|| < b, unde ||-||oo este norma supremum. Ca in [21], (3.8)-(3.10),
fie
Y0 = inf{ip(a) : @ € ODY, B = ||Vl

A= {u € bBy(D):m:=e "y <u<|lpll, =:mpe D}.

Presupunem ca vy > 0, deci m = e vy > 0. Inzestram pe A cu metrica indusa de
norma supremum si in mod evident obtinem un spatiu metric complet.

Consideram o bila B de raza R, centrata in origine ce contine D. Fie Y = (Y})i=0

11



miscarea brownians d-dimensionald pe R?, d > 3.

Teorema 4.1. ([18]) Fie ¢ o functie marginita si Borel masurabila pe 0D astfel incat
o > 0. Consideram F o este o functie cu valori reale, Borel masurabila pe D x (0,b)
ce satisface conditia 1 presupunem cd pentru orie x € D funclia H, : [m,m] —
[0,00) definita ca H,(y) := @ este continud Lipschitz pe [m, m| cu constanta C care

nu depinde de x. Presupunem ca @ este asa incat

d
R2C

(4.3) lolloe <

Atunci problema Dirichlet neliniard cu data la frontierd ¢ asociata operatorulut u —

TAu—TF(-,u) are o soluie slabd v € C (D), adicd ,

tAu—F(-,u) =0 in D in sensul slab,
(4.4)

u converge la p controlat de k,

unde functia de control este k := Hpg = E*g(Y;) pentru o anume functie g € B, (0D).

Remarca 4.2. (i) Demonstratia Teoremez' ne permite sa evidentiem urmatoarea
reprezentare probabilista a solutiei problemei Dirichlet neliniare (4.1)). Let vg € A

st definim relatia de recurenta
Vg1 := Eeq, (Tp) ¢ (Yr,)] pentru n > 0.

Atunci sirul (vy,)n>0 din A converge uniform la solutia problemei (4.1]).

(ii) Conditia legata de "marimea” lui ¢ este similard cu condifia (b) a Teoremei
1.1 din [21).

In continuare prezentam un rezultat de unicitate a solutiei problemei 1'

4.2. Unicitatea solutiei

Teorema 4.3. ([18]) Dacd problema Dirichlet asociatd operatorului v — fAv —
F(-,v), cu data la frontiera ¢ € bBy (0D), are o solutie slaba in A atunci ea este

unicd.

12



5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocala

5. PROBLEME DIRICHLET NELINIARE
ASOCIATE UNOR PROCESE DE
RAMIFICARE NELOCALA

Acest capitol este bazat pe articolul [I2]. Prezentarea care urmeaza a proceselor de
ramificare este in conformitate cu abordarile din [4], [11] si [13].

In aceastd sectiune consideram F' un spatiu topologic Lusin si D un domeniu
marginit din F astfel incat £ := D este o multime compacta. Fie X un proces Markov
drept X = (Q, F, F, Xy, 0, P%) pe (E,B(FE)) cu timp de viata ¢ infinit, functia de
tranzitie (1})es0, T2 f (x) = E*{f(Xy)}, f € BL(E), z € E, t > 0 si generatorul slab L.
Procesul X reprezinta migcarea de baza pentru sau miscarea spatiala (spatial motion)
a particulelor intre momentele de ramificare.

Consideram problema la limita studiata in acest capitol:

(L —c)u+c>b;Bul) =01in D
(5.1) . j>1

U —>
unde ¢ € B(D) este o functie cu valori reale, pozitiva, marginita si extinsa cu 0 pe F'\ D,
(bj) 5, este un sir de functii Borel masurabile pozitive pe E astfel incat 3, , b; < 1,
pentru orice j > 1 B; este un nucleu Markovian de la F (), puterea simetrica de ordin
jalui F, catre E si ¢ : 0D — R, este o functie Borel masurabila gi marginita, nu
neaparat continua, u este o functie masurabila Borel pe E cu valori reale si pozitive
care apartine domeniului lui L, astfel incat v < 1, si pentru orice 7 € N, 7 > 1,
notam cu u) : EU) — R functia definita ca u)(x) := u(z;) - ... - u(z;) pentru orice
x = (21, ...,2;) € BV,

Comportamentul la frontiera al solutiei u este dat de convergenta controlata de k

la functia ¢, unde k : D — R este o functie L-superharmonici pe D.
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocala

O functie Borel masurabila pe E cu valori reale, pozitiva ce satisface se
numeste solufie generalizata a problemei. Presupunem ca u apartine domeniului de
definitie al lui L — ¢ si ca ecuatia este satisfacuta punctual in D.

Esentiala este utilizarea unui proces de ramificare X cu spatiul starilor E (multimea
de configuratii finite ale lui F, vezi mai jos), cu miscarea spatiala data de procesul
Markov X si cu mecanismul de ramificare generat de sirul (B;);>1.

In continuare ilustram interpretarea probabilista a mecanismului de ramificare al
procesului de ramificare X , mai exact modalitatea in care sunt create noi particule:
daca j > 1gi v € E, atunci bj(x) este probabilitatea ca o particula sa fie distrusa intr-
un punct x si sa aiba j descendenti, in timp ce probabilitatea B;, indusa de nucleul
Markovian B; este distributia celor j descendenti; amintim ca B;, este o masura de
probabilitate pe B astfel incat [y, fdB;, = B;f(x) pentru orice g € By (EW). In
consecinta, pentru ca descendentii nu apar neaparat in punctele unde parintele a murit,
astfel de ramificare se numeste nelocala. Numai in cazul particular legat de problema
procesul de ramificare are proprietatea ca descendentii pornesc mereu din punctul

unde a murit parintele, pentru ca in acest caz avem B;, = 0, for all z € E.

5.1. Procese de ramificare nelocala

Notam cu M (E) multimea de masuri pozitive finite pe F, inzestrata cu topologia
slaba, adica u, — p daca si numai daca fE fdu, — fE fdu pentru orice f € C(F)

marginita. Definim M(E) o-algebra Borel corespunzatoare a lui M(E).

Spatiul configuratiilor finite ale lui E. Consideram urmitorul spatiu £ C M (E)

de sume finite de masuri Dirac pe F,

E = {de tip €N, 49 = 1, x; € E pentru orice 1 < i < ip} U {0},
i<io
unde 0 este masura zero (vezi [44]). Reamintim ci EU), puterea simetrica de ordin
4, reprezinta factorizarea produsului cartezian E7 in raport cu relatia de echivalenta
indusa de grupul de permutare o/. Atunci E se identifics cu I = UEY, unde E© :=
0
{0}. Multimea E se numeste spatiul configuratiilor finite ale lui 2] si este nzestrat cu

topologia slaba pe masurile finite pe F si o-algebra Borel B (E) corespunzatoare.
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocala

Proces de ramificare. Un proces Markov drept cu spatiul starilor E se numeste
proces de ramificare daca pentru oricare doua copii independente X; and X, ale pro-
cesului dat pe E, pornind din masurile pu; si, respectiv, s apartinand lui E, X1+ X,
si procesul pornind din g + po sunt egale in distributie.

Fie p; i py doua masuri finite pe E. Convolutia p; * py este o masura finita pe
E definits ca Jzp1 % p2(dv) F (v) == [5p1(dn) [5p2 (dve) F (14 + v2) pentru orice
F € bB.,(E).

Amintim (vezi e.g. [48]) c& un nucleu sub-Markovian N pe (E,B(E)) se numeste
nucleu de ramificare daca pentru orice u,v € E avem N,i, = N, * N, unde N, este
mésura pe E indusi de N si g, adici J59dN, = Ng (1) pentru orice g € bB+(E).

Un proces Markov cu spatiul starilor E este un proces de ramificare daca si numai
daca functia sa de tranzitie este formata din nuclee de ramificare (vezi e.g. [39] si [11;
st [13] si [9]).

Pentru orice functie B-masurabila cu valori reale f definim functia multiplicativa

PPN ~ Hf(xz)7 daca x = (xi)z}l S ‘/E\'7 X%O
f:E — R ca f(x) =« =1 cf. [4§]. Cu alte

1, daca x =0,
cuvinte, ﬂEm = fU) daca j > 1si f(O) = 1.

5.2. Ecuatii neliniare de evolutie corespunzatoare unor

procese de ramificare

5.3. Cazul operatorului Laplace

Fie F = R% d > 1, D Cc R? un domeniu marginit regulat, si £ = D. Fie
Y = (V;,P%, 2 € RY) miscarea Browniani d-dimensionald, 7 primul timp de intrare
in 0D a migcarii Browniene.

Fie X = (X})i>0 miscarea Browniana stopata la frontiera lui D, mai exact X; =
Yinr. Reamintim ca X este un proces Markov continuu. Fie L = A, adica L este
generatorul slab al miscarii Browniene d-dimensionale stopate la frontiera lui D.

Folosind tehnici din [14], [15], [41] si [11] (vezi si [13]) demonstram urmatorul re-

zultat.

Teorema 5.1. ([12]) Fie p : 0D — R, o functie Borel masurabila, marginita, extinsd
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocala

la o functie pe E cu zero pe D. Fie r > 0 astfel incat ||¢||o < 7. Presupunem ca

(5.2) sup ZTJ 'b; (z) <1 si sup er] '; (z) < 0.

z€eE j>1 zel j>1
Atunci ezista o constanta co > 0 astfel incat daca ¢ < cg, atunci ezista o functie Borel
mdsurabild g : 0D — R, si un proces de ramificare nelocald X = ()?t,@“,u € E) cu
spatiul starilor E (spatiul configuratiilor finite ale lui E) i miscarea spatiala X, astfel
incat exista

(5.3) lim rE% {(£)(X,)} =: u(z) pentru orice v € E

t—o00

RS

st u este o solutie generalizatda a problemei Dirichlet neliniare (5.1) cu data la frontierda

¢, asociatd operatorului u — (A —c)u+ ¢S b;Bjul, adicd
7=1

5.4 (A —c)u+ c;biju(j) =01in D
. Jz
k
u— @,

unde k este o functie armonica pe D, definita ca k = Hpg.

5.4. Cazul operatorului de tip gradient

Curent (flow) continuu la dreapta. In capitolul acesta F' este un spatiu topologic
Lusin, D este un domeniu marginit al lui F, E = D, si ¢ = (¢);>0 este un curent
(flow) continuu la dreapta pe F. Un curent continuu la dreapta pe F' este o familie
¢ = (¢1)i=0 de aplicatii pe F' (cf. [47], pagina 41; vezi de asemnenea [10]) astfel incat:
(1) ¢rrs(z) = ¢di(¢s(x)) pentru orice s, t > 0 gi x € F;
(2) ¢o(z) = = pentru orice = € F;
(3) Pentru oricare t > 0 functia F' 5 = — ¢;(z) este B(F')/B(F)-masurabila;
(4)

4) Pentru orice z € F' functia t — ¢4(x) este continua la dreapta pe [0, 00).

Curentul continuu la dreapta ¢ poate fi privit ca un proces Markov drept determinist
pe F cu timp de viata infinit, Y = (Q, F, F, Y;, 0, P%): Q = F, F = F, = B(R?),
Yi(z) := ¢i(x) =: O,(z) pentru orice x € 2, si P* = §,. Fie (St)i=0 functia de tranzitie
alui Y (adicd lui ¢), S,f(z) = f(¢u(z)) pentru orice t > 0, z € F, si f € By(F). In
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocala

particular, functia de tranzitie (S)i=0 pe F' este Markoviana.
Fie A generatorul slab al lui Y. Spunem de asemenea ca A este generatorul slab

al lut ¢, care este un operator de ordin intai, de tip ”gradient” in sensul ca domeniul

D(A) al lui A este o algebra si dacd u € D(A) atunci A(u?) = 2ulu; cf. [6].

Fie 7 : ' — [0, +o0] primul timp de intrare in 0D al lui ¢, adica, 7(z) = inf{t >
0 : ¢(x) € OD}. Presupunem ca 7 este marginit, atunci exista M € R astfel Incat

0 < 7(x) < M pentru orice x € F. Presupunem ca

(5.5) lim 7(z) = 0 pentru orice y € dD.

D3x—y

Consideram @, curentul ¢ stopat la frontiera lui D, adica, ®; = ¢ya, pentru t > 0.
Reiese (cf. [6] si [10]) c& @ este un curent continuu la dreapta pe E. In mod clar,
procesul Markov drept determinist pe E asociat X este mai exact procesul Y stopat
la frontiera lui D, X; = Y., t 2 0. Fie (T});>0 functia de tranzitia a lui X (i.e., a lui
D), T f(x) = f(Py(x)) pentru orice t > 0, z € E, i f € B, (F).

Notam cu L generatorul slab al lui ®. Putem observa ca L coincide pe D cu
restrictia la D a lui A, generatorul slab al lui ¢, in sensul urmator. Daca f € D(A)
atunci f|g € D(L) si L(f|g) = Af pe D si Lg = 0 pe 0D pentru oricare g € D(L).

Pentru orice functie masurabila Borel f : 0D — R definim
Hpf(xz) :=E*f(®;) = f(¢r@)(x)) pentru orice x € D.

Fie (by)r>1 un gir de numere pozitive astfel incat > b; < 1 si presupunem ca 1 <
i>1
my = Yy kb; < co. Fixam de asemenea o functie ¢ : F© — R astfel incat c(z) = ¢
=1
pentru x € D, unde ¢; este o constanta reala si 0 < ¢; < %, si ¢(z) = 0 pentru
re F\D.
Fie (Tf)i>o0 functia de tranzitie pe X omorata cu functionala multiplicativa indusa

de ¢, ie., pentruxz € E

T¢ f(x) = B {e 5 e®9% (@)} = e o000 (@, (2)), ¢ 2 0, f € bB.(E).
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocala

Pentru ca ¢ este 0 pe F'\ D, avem ca pentru x € E, t > 0, si f € B (F)
lim Te(flp) (@) = Jim e o D0 (@) = €70 f () (0) =2 Prf ().
Din (5.5)) si proprietatile lui ¢ reiese ca pentru orice f € bC,(0D) avem ca

(5.6) lim Pff(x)= lim Hpf(z) = f(¢o(y)) = f(y) pentru orice y € 9D.

D3z—y D3z—y

Observam ca validitatea lui inseamna ca este o conditie care implica
faptul ca solutia stocastica a problemei Dirichlet pentru generatorul slab L al lui ¢ este
solutia clasica, presupunand ca data la frontiera este continua.

Fie X° = (X?,P*, 2 € FE) procesul Markov trivial pe E pentru care orice punct
este un "trap”, adicd, pentru orice x € E, P*(X? = z) = 1 pentru toate t > 0,
sau echivalent, orice nucleu din functia de tranzitie (7))o este operatorul identitate,
T)f = f,t > 0si f € B.(E). Consideram procesul de ramificare ne-local X0 pe E
pentru care misgcarea spatiala este X° (vezi [19]); pentru ca de fapt X0 nu are miscare
spatiala se numeste proces de ramificare pur.

Principala presupunere este urmatoarea ”proprietate de comutare” a curentului ®
si a mecanismului de ramificare indus de girul (B;);>1 : pentru orice f € By (E), f < 1,
avem c& Bj(f o ®,)W) = B;fWD o®;, j > 1, t > 0; cf. conditiei (4.5) din [19].

Urmatorul rezultat corespunde Teoremei [5.1]in cadrul acestui subcapitol.

Teorema 5.2. ([12]) Fie ¢ € bB,.(0D), r > 0 astfel incat ||¢||e < 7, $i presupunem

9

ca

er_lbj <1 erj_lbj < 0.

j>1 j>1
Fizam o masura finita X pe D. Presupunem ca T este marginit pe D si satisface
iar [0,00) X E > (t,x) — ®y(x) este continua. Atunci ezxista o funclie masurabild
Borel g : 0D — R., o multime \-polard, \-neglijabild M, C D, si un proces de
ramificare nelocala X = ()?t,I/E?’“,,u € E) cu spatiul starilor E st miscarea spatiala D,

asfel incat exista

—_ —

(5.7) lim rI/Eiéz{(%)()?t)} = tli>rg> TI/EB(SI{(—) (@t()/(?))} =: u(x) pentru orice x € E.

t—o0

REAS
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Functia u este o solutie generalizata a problemer Dirichlet neliniare cu data la

frontiera ¢ si L, generatorul slab al lui ®, adica

(L—c)u+cY o bjBju? =0 in D
(5.8)
uw - ¢ pe D\ M,,

unde k = Hpg este A-integrabila si mulfimea exceptionalal A\-polara, \-neglijabila este

M, = [k = +o0].

6. APENDIX

Prezentam notiuni generale despre functii armonice, hiperarmonice si superarmo-
nice si rezultate clasice precum Teorema clasei monotone gi Principiul de minim. De
asemenea, prezentam schite de demonstratii pentru rezultate folosite de-a lungul acestei

teze (vezi Remarca 1.1 din [5], Corolarul 4.3 din [5] si Teorema 2.1 din [41]).
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