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Institutul de Matematică ”Simion Stoilow”
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1. INTRODUCERE

În această teză studiem existenţa soluţiilor pentru probleme Dirichlet liniare şi ne-

liniare, cu date la frontieră generale, nu neapărat continue. Esenţială este utilizarea

convergenţei controlate iniţiate de A. Cornea, care ı̂nlocuieşte convergenţa punctuală la

data la frontieră a soluţiei (cf. [25] şi [26]). Acest tip de convergenţă descrie comporta-

mentul la frontieră a soluţiilor problemelor la limită cu date la frontieră discontinue şi

a fost folosit atât pentru problema Dirichlet liniară pe un domeniu euclidian ı̂n [5], cât

şi pentru problema Dirichlet asociată operatorului Gross-Laplace pe un spaţiu Wiener

abstract (̂ın [8]), şi de asemenea pentru problema Neumann pe o bilă euclidiană (vezi

[17]).

În Capitolul 3 un rezultat important pentru convergenţa controlată este Teorema

3.4, unde este demonstrată existenţa soluţiei stocastice a problemei Dirichlet liniare

cu date la frontieră discontinue asociate generatorului unui proces Markov omorât

cu o funcţională multiplicativă indusă de o funcţie pozitivă şi Borel măsurabilă. De

asememea, cazul particular pentru operatorul Laplace este ilustrat de Corolarul 3.9,

care ı̂mbunătăşte ı̂n mod esenţial rezultatul principal din [5], Teorema 4.8. Oferim un

rezultat de unicitate a soluţiei problemei Dirichlet asociate operatorului 1
2
∆+ q.

Capitolul 4 tratează o ecuaţie eliptică semiliniară ı̂n sens slab, cu condiţie Dirichlet

la frontieră, care este un caz particular al problemei studiate de Chen, Williams şi Zhao

ı̂n [21]. Dacă D este un domeniu regulat şi mărginit ı̂n Rd, d ⩾ 3 şi data la frontieră

φ este o funcţie definită pe frontiera lui D, pozitivă, continuă, cu valori reale atunci

autorii au demonstrat existenţa unei soluţii clasice slabe care converge punctual la

φ, folosind teorema de punct fix a lui Schauder şi un criteriu de compactitate pentru

funcţii continue.

Dacă φ este discontinuă pe frontiera lui D atunci problema nu are soluţie clasică
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slabă, aşadar avem nevoie de un tip mai general de soluţie. Strategia este de a modifica

procedura din [21], pentru că lucrăm cu spaţii de funcţii discontinue, mai exact, crite-

riul de compactitate menţionat mai sus nu este adecvat. În schimb, folosim o ipoteza

suplimentară pentru termenul neliniar care permite utilizarea teoremei de punct fix a

lui Banach. Esenţială este aplicarea Coloralului 3.9 din Capitolul 3 pentru compor-

tamentul la frontieră a soluţiei folosind convergenţa controlată ı̂n loc de convergenţa

punctuală, ı̂n cazul ı̂n care c = 0 pentru operatorul Laplace. Drept consecinţă de-

monstrăm de asemenea, un rezultat de unicitate şi oferim o reprezentare probabilistă

a soluţiei.

În Capitolul 5, studiem probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de rami-

ficare nelocală cu mişcarea spaţiala dată de un proces Markov drept X cu generatorul

slab L. Existenţa soluţiei problemei pentru φ date continue la frontieră a fost studiată

ı̂n [41], [14], [15] (vezi de asemenea [38]), unde soluţia problemei converge punctual la

φ pe frontiera domeniului.

Scopul acestei capitol este dublu. Mai ı̂ntâi, rezolvăm problema pentru funcţii φ

care sunt discontinue, ı̂nlocuind convergenţa punctuală la data de frontieră cu convergenţă

controlată. Considerăm două cazuri:

(1) L este operatorul Laplace, mai precis L este generatorul slab al mişcării browniene

d-dimensionale care este o extensie a operatorului Laplace. În acest caz funcţia de

control este dată de o funcţie armonică (cu valori reale) pe un domeniu D mărginit

şi regulat din Rd, d ⩾ 1.

(2) L este un operator de tip gradient, generator al unui curent (flow) continuu ϕ =

(ϕt)t⩾0 pe un spaţiu topologic Lusin F , părăsind D ı̂n timp finit, unde D este un

domeniu mărginit din F cu ı̂nchiderea compactă. Aici, ca ı̂n [8], trebuie să considerăm

o mulţime excepţională pentru convergenţa controlată la data la frontieră.

Al doilea scop este de a arată că problema are o soluţie generalizată care admite

o reprezentare probabilistă. Ca ı̂n [11] şi[41], un instrument cheie al abordării noastre

este un proces Markov de ramificare nelocală X̂ = (X̂t, P̂µ, µ ∈ Ê) cu spaţiul stărilor

mulţimea Ê a configuraţiilor finite ale lui E ce descrie evoluţia ı̂n timp pe D a unui

sistem de particle; X̂ are mişcarea spaţială un proces Markov X şi mecanismul de

ramificare indus de un şir de nuclee Markoviene (pentru detalii vezi [11] şi [13]).
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Menţionăm contribuţia esenţială a lui E.B. Dynkin ı̂n utilizarea superproceselor

cu valori măsuri ca instrumente pentru rezolvarea ecuaţiilor semiliniare, cea tipică

fiind ∆u = uα, cu 1 < α ⩽ 2; vezi monografiile [31], [32], de asemenea [28]. În

consecinţă, pentru a urma procedura iniţiată de E.B. Dynkin avem nevoie de un proces

de ramificare nelocală X̂ ı̂n loc de un superproces.

În cazul (2), urmând [19], considerăm procesul Markov de ramificare X̂0 = (X̂0
t , P̂0

µ
, µ ∈

Ê) care are acelaşi mecanism de ramificare ca X̂ dar fără mişcare spaţială; X̂0 este

un proces de pură ramificare (pure branching process). Procesul cu valori măsuri X̂

admite o reprezentare printr-un curent de măsuri indus de mişcarea spaţială Φ (=

curentul pe E obţinut din ϕ prin stoparea la frontiera lui D) şi X̂0.

Rezultatele originale din această teză sunt incluse ı̂n următoarele articolele indexate

World of Science, ı̂n reviste cotate ISI:

� Lucian Beznea, Alexandra Teodor, Positive solutions to semilinear Dirichlet

problems with general boundary data. Analysis and Mathematical Physics 14

(2024), 39, https://doi.org/10.1007/s13324-024-00905-2

� Lucian Beznea, Oana Lupaşcu-Stamate, Alexandra Teodor, Nonlinear Dirich-

let problem of non-local branching processes, Journal of Mathematical Analysis

and Applications, 547,(2025), 129281, ISSN 0022-247X,

https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2025.129281.

2. PRELIMINARII

Scopul acestui capitol este de a introduce noţiuni preliminare care apar ı̂n această

teză. Prezentăm noţiuni şi rezultate fundamentale precum funcţii de tranziţie, rezol-

vante de nuclee, procese Markov drepte ı̂mpreună cu teorema clasică a lui Kolmogorov

de construţie a proceselor Markov, timpi de stopare, martingale (supermartingale), ge-

neratorul tare, slab, respectiv extins al unui proces Markov, funcţionale multiplicative
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3. Problema Dirichlet liniară cu date discontinue la frontieră

şi procesul omorât cu o funcţională multiplicativă.

3. PROBLEMA DIRICHLET LINIARĂ CU

DATE DISCONTINUE LA FRONTIERĂ

3.1. Cadrul general

Fie F un spaţiu topologic Luzin (adică F este homeomorf cu o submulţime Borel a

unui spaţiu metrizabil compact) si D un domeniu mărginit din F astfel ı̂ncât E := D

este o mulţime compactă. Fie B(F ) σ-algebra Borel a lui F . Pentru A ∈ B(F ), definim

B(A) σ–algebra Borel a lui A, B(A) = B(F )|A, B+(A) conul convex al funcţiilor nume-

rice, pozitive şi B(A)-măsurabile pe A iar bB+(A) este mulţimea de funcţii mărginite

din B+(A). Fie C(A) spaţiul de funcţii continue pe A cu valori reale, C+(A) spaţiul

de funcţii continue, pozitive pe A cu valori reale, Cb(A) spaţiul de funcţii continue,

mărginite pe A cu valori reale, bC+(A) spaţiul de funcţii continue pe A cu valori reale,

pozitive şi mărginite.

Fie Y = (Yt,Px, x ∈ F ) o difuzie pe F , adică, un proces Markov drept cu traiectorii

continue, cu spaţiul stărilor F .

Fie τ := inf{t ⩾ 0 : Yt ∈ ∂D} primul timp de intrare ı̂n ∂D, τo := inf{t > 0 : Yt ∈

∂D} primul timp de atingere (hitting time) al ∂D, şi τD := inf{t > 0 : Yt /∈ D} primul

timp de ieşire din D. Amintim că dacă x ∈ D atunci τ = τo Px-a.s. Pentru că D este

o mulţime deschisă, observăm că τo = τD.

Considerăm procesul stopat la frontiera lui D, adică, procesul X = (Xt,Px, x ∈ E)

cu spaţiul stărilor E, definit ca Xt := Yt∧τ . Prespunem că Px(τ < ∞) = 1 pentru orice

x ∈ D.

Fie (Tt)t⩾0 funcţia de tranziţie asociată lui X, adică pentru orice f ∈ bB+(E),

Ttf(x) := Exf(Xt), t ⩾ 0 şi L generatorul slab corespunzător (vezi Capitolul 2).

Semigrupul Feynman-Kac. Reamintim că c este o funcţie măsurabilă Borel pe

D, cu valori reale, pozitivă, mărginită şi extinsă cu 0 pe F \ D. Fie, ı̂n continuare,
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3. Problema Dirichlet liniară cu date discontinue la frontieră

(T c
t )t⩾0 funcţia de tranziţie a procesului obţinut din X prin omorârea cu o funcţională

multiplicativă indusă de c, exprimată prin semigrupul Feynman-Kac,

T c
t f (x) = Ex{e

−
t∫
0

c(Xs)ds
f(Xt)}, f ∈ bB+(E), x ∈ E.

Definim nucleul P c
τ pe F ca fiind

(3.1) P c
τ f(x) := Ex{e−

∫ τ
0 c(Ys)dsf (Yτ )}, f ∈ bB+(F ), x ∈ F.

În mod analog, definim nucleul P c
τo ; avem P c

τ f(x) = P c
τof(x) = P c

τ (f1∂D)(x) dacă

x ∈ D. Atunci

(3.2) lim
t→∞

T c
t (f |E) (x) = P c

τ f(x), x ∈ E, f ∈ bB+(F ).

3.1.1. Operatorul perturbat

Fie U = (Uα)α>0 rezolvanta procesului X. Notăm cu L− c generatorul slab asociat

lui (T c
t )t⩾0.

Teorema 3.1. Dacă L este generatorul slab al procesului X şi c ∈ bB+(E) o funcţie

fin continuă ı̂n raport cu U , atunci D(L) = D(L− c) şi (L− c)u = Lu− cu.

3.2. Funcţie de tranziţie tare Feller

Proprietatea tare Feller. O funcţie de tranziţie (Tt)t⩾0 pe un spaţiu topologic Lusin

F se numeşte tare Feller dacă Ttf este o funcţie continuă pe F pentru orice f ∈ bB+(F )

şi t > 0.

Următorul rezultat arată că proprietatea tare Feller a funcţiei de tranziţie este

păstrată prin omorâre.

Lema 3.2. ([12]) Fie (St)t⩾0 funcţia de tranziţie a unui proces Markov drept Y pe

un spaţiu topologic Lusin F , c ∈ bB+(F ), şi considerăm (Sc
t )t⩾0 funcţia de tranziţie

a procesului obţinut din Y prin omorârea cu funcţionala multiplicativă indusă de c.

Atunci au loc următoarele afirmaţii:

(i) Dacă (St)t⩾0 este tare Feller atunci şi (Sc
t )t⩾0 are aceeaşi proprietate.
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3. Problema Dirichlet liniară cu date discontinue la frontieră

(ii) Presupunem ı̂n plus că F este un spaţiu local compact cu o bază numărabilă.

Dacă (St)t⩾0 acţionează pe spaţiul funcţiilor continue care se anulează la infinit atunci

şi (Sc
t )t⩾0 are aceeaşi proprietate.

3.3. Soluţia stocastică a problemei Dirichlet liniare cu date

discontinue la frontieră, bazată pe convergenţa controlată

Punct regulat pe frontieră. Un punct x ∈ ∂D este punct regulat pe frontieră

(regular boundary point) al lui D dacă Px(τo = 0) = 1; vezi e.g. [30], vol. II, pagina 32,

sau [24], pagina 23. Domeniul D se numeşte regulat dacă orice punct de pe frontiera

∂D este punct regulat pe frontieră al lui D.

Nucleul potenţial. Notăm cu V nucleul pe F definit ca

V f(x) = Ex

∫ ∞

0

e
−

t∫
0

c(Ys)ds
f(Yt)dt, f ∈ bB+(F ), x ∈ F.

V se numeşte nucleul potenţial al procesului pe F obţinut din Y prin omorârea cu

funcţionala multiplicativă indusă de c.

Soluţia stocastică a problemei Dirichlet liniare cu date continue la frontieră

Următorul rezultat este o versiune a of Teoremei 13.1 din [30], vol II, pagina 32.

Demonstraţia se bazează ı̂n mod esenţial pe rezultatul din [30] menţionat mai sus.

Propoziţia 3.3. ([12]) Presupunem că F este un spaţiu local compact cu bază numărabilă.

Fie Y un proces Markov drept cu spaţiul stărilor F , având traiectorii continue, astfel

ı̂ncât funcţia sa de tranziţie (St)t⩾0 este tare Feller şi acţionează pe spaţiul funcţiilor

continue care au limita 0 la infinit şi D un domeniu regulat cu ı̂nchidere compactă.

Considerăm ı̂n plus că nucleul potenţial V este propriu, adică există o funcţie h ∈

B+(F ), h > 0, astfel ı̂ncât V h este o funcţie cu valori reale. Atunci

(3.3) lim
D∋x→y

P c
τ f(x) = f(y) pentru orice f ∈ bC+ (∂D) şi y ∈ ∂D.

3.3.1. Convergenţa controlată

Convergenţa controlată (cf. [25] şi [26])

Fie f : ∂D → R, Do ⊂ D şi h, k : D −→ R, k ⩾ 0, astfel ı̂ncât h|Do , k|Do sunt
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3. Problema Dirichlet liniară cu date discontinue la frontieră

funcţii cu valori reale. Spunem că h converge la f controlat de k pe Do (scriem h
k−→ f

pe Do) dacă pentru orice A ⊂ Do şi y ∈ ∂D ∩ A următoarele afirmaţii au loc:

(∗) Dacă lim sup
A∋x→y

k(x) < ∞ atunci f(y) ∈ R şi f(y) = lim
A∋x→y

h(x),

(∗∗) Dacă lim
A∋x→y

k(x) = ∞ atunci lim
A∋x→y

h(x)
1+k(x)

= 0.

Dacă mulţimeaDo nu este specificată, atunciDo = D şi scriem h converge la f controlat

de k. Cazul acesta a fost tratat ı̂n [26]. Funcţia k se numeşte funcţie de control.

3.3.2. Rezultatul principal

Considerăm D un domeniu regulat şi mărginit din F cu ı̂nchiderea compactă.

Enunţăm ı̂n continuare un rezultat important de convergenţă controlată pentru soluţia

stocastică a problemei Dirichlet liniare cu date la frontieră posibil discontinue. Îl fo-

losim apoi ı̂n mod esenţial ı̂n rezolvarea problemelor Dirichlet neliniare cu date la

frontieră generale (discontinue).

Teorema 3.4. ([12]) Fie λ o măsură finită pe D şi σ := λ ◦P c
τ . Presupunem că (3.3)

are loc şi fie φ ∈ L1
+(∂D, σ). Atunci există o funcţie Borel măsurabilă g : ∂D −→ R+

astfel ı̂ncât P c
τφ

k−→ φ pe Do = [k < ∞], unde k := P c
τ g ∈ L1(D,λ).

Remarca 3.5. Mulţimea D \Do = [k = ∞] in Teorema 3.4 este fin ı̂nchisă, λ–polară

şi λ-neglijabilă.

3.4. Cazul operatorului Laplace

Funcţii armonice. Problema Dirichlet liniară clasică. Considerăm F = Rd,

d ⩾ 1, D un domeniu mărginit din Rd iar ∂D este frontiera lui D. O funcţie h ∈ C2(D)

(cu valori reale) se numeşte armonică pe D dacă

∆h :=
d∑

i=1

∂2h

∂x2
i

= 0 pe D.

∆ se numeşte operatorul Laplace.
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3. Problema Dirichlet liniară cu date discontinue la frontieră

O soluţie pentru problema Dirichlet liniară clasică pe D cu data la frontieră φ :

∂D −→ R este o funcţie armonică h definită pe D care satisface conditţia la frontieră:

lim
D∋x→y

h(x) = φ(y) pentru orice y ∈ ∂D.

În acest subcapitol Y = (Yt)t⩾0 este mişcarea browniană d-dimensională pe Rd,

d ⩾ 1. Pentru f : ∂D −→ R o funcţie mărginită inferior şi Borel măsurabilă şi x ∈ D

definim

HDf(x) := Exf(Yτ ).

Remarca 3.6. Conform Teoremei 3.7 din [46], pagina 106, rezultă că HDf este o

funcţie armonică (cu valori reale) pe D cu condiţia că HDf nu este +∞ peste tot pe

D.

Problema Dirichlet bazată pe convergenţa controlată. O funcţie f : ∂D −→ R

se numeşte funcţie rezolutivă dacă există o funcţie armonică h pe D care converge la f

controlat de o funcţie k superarmonică, pozitivă şi cu valori reale. Dacă f este rezo-

lutivă, atunci soluţia unică h (pentru unicitate vezi Corolarul 3.8 mai jos) se numeşte

soluţia pe D a problemei Dirichlet cu data la frontieră f .

Remarca 3.7. O funcţie armonică h pe D este soluţie pentru problema Dirichlet

clasică liniară cu data la frontieră f dacă şi numai dacă h converge la f controlat

de o funcţie mărginită k; vezi [25], şi Remarca 5.2 (ii) din [8].

Următorul corolar este o versiune a Corolarului 4.3 din [5].

Corolarul 3.8. ([18]) Dacă problema Dirichlet are o soluţie atunci ea este unică. În

particular, dacă u este o funcţie armonică pe D care converge controlat de k la zero

atunci u = 0 pe D.

Soluţia stocastică a problemei Dirichlet liniare cu date la frontieră generale,

asociate operatorului ∆

Următorul rezultat este o consecinţă imediată a Teoremei (3.4) care ne arată că

soluţia stocastică rezolvă problema Dirichlet cu date la frontieră generale ı̂n cazul

operatorului Laplace. Este o ı̂mbunătăţire a rezultatului principal din [5], Teorema 4.8;

pentru legătura cu rezolutivitatea pentru metoda Perron-Wiener-Brelot vezi Corolarul

2.13 din [26].
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Corolarul 3.9. ([18]) Fie D ⊂ Rd un domeniu mărginit. Fie f : ∂D −→ R o funcţie

măsurabilă Borel şi mărginită inferior şi presupunem că HDf nu este +∞ peste tot

pe D. Atunci HDf este soluţia unică a problemei Dirichlet cu data la frontieră f .

Mai precis, există g ∈ B+(∂D) astfel ı̂ncât funcţia k := HDg are valori reale şi HDf

converge la f controlat de k.

3.5. Unicitatea soluţiei a problemei Dirichlet pentru

operatorul 1
2∆+ q ı̂n sensul convergenţei controlate

Fie J clasa Kato a funcţiei Green. Fie φ ∈ bB+(∂D). O funcţie u ∈ C (D) se

numeşte soluţie slabă a problemei Dirichlet asociate operatorului 1
2
∆ + q, cu data la

frontieră φ, dat fiind ca există o funcţie de control superarmonică k : D −→ R+ astfel

ı̂ncât 
1
2
∆u+ qu = 0 in D ı̂n sensul slab,

u converge la φ controlat de k.

Teorema 3.10. ([18]) Fie q ∈ J şi φ ∈ bB+(∂D). Dacă problema liniară Dirichlet

asociată operatorului 1
2
∆+q, cu data la frontieră φ, are o soluţie slabă ı̂n Cb (D) atunci

este unică.

4. PROBLEME DIRICHLET SEMILINIARE CU

DATE DISCONTINUE LA FRONTIERĂ

Acest capitolul este bazat pe lucrarea [18] unde studiem problema Dirichlet

(4.1)


1
2
∆u− F( · , u) = 0 ı̂n D,

u
k−→ φ

undeD este un domeniu regulat mărginit din Rd, d ≥ 3, condiţia la frontieră φ : ∂D −→

R este o funcţie pozitivă, mărginită, Borel măsurabilă, cu valori reale, nu neaparat
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4. Probleme Dirichlet semiliniare cu date discontinue la frontieră

continuă, F este o funcţie Borel măsurabilă cu valori reale, definită pe D× (0, b) pentru

un anume b ∈ (0,∞] astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ D funcţia F(x, ·) este continuă pe

(0, b) şi are loc

(4.2) 0 ≤ F(x, u) ≤ U(x)u

pentru orice (x, u) ∈ D×(0, b), unde U este o funcţie Green-tight pozitivă pe D, fixată.

Ecuaţia problemei este ı̂nţeleasă ı̂n sens slab, iar comportamentul soluţiei u la frontiera

φ este ilustrat cu ajutorul convergenţei controlate unde k : D −→ R+ este funcţia de

control.

Dacă φ este o funcţie definită pe ∂D, pozitivă, continuă, cu valori reale atunci

problema de mai sus este un caz particular al celei studiate ı̂n [21] unde soluţia u este

continuă pe E = D şi converge punctual la frontiera φ, adică limD∋x→y u(x) = φ(y),

pentru orice y ∈ ∂D. Reamintim că ı̂n acest caz u este o soluţie clasică slabă. Dacă

φ este discontinuă atunci următorul rezultat ne arată ca problema nu poate avea o

soluţie clasică slabă. Aşadar trebuie să ı̂nlocuim convergenţa punctuală la data la

frontieră cu convergenţa controlată, obţinând un tip de soluţie mai general. O funcţie

u ∈ C (D) se numeşte soluţie slabă a problemei Dirichlet neliniare cu data la frontieră

φ ∈ bB+ (∂D), asociată operatorului 1
2
∆u − F (·, u), dacă există o funcţie de control

k : D −→ R+ superarmonică pe D astfel ı̂ncât u să verifice problema (4.1).

4.1. Existenţa soluţiei

Pentru a demonstra existenţa soluţiei folosim câteva argumente din [21]. Fie b ∈

(0,∞] astfel ı̂ncât ∥φ∥∞ < b, unde ∥·∥∞ este norma supremum. Ca ı̂n [21], (3.8)-(3.10),

fie

γ0 := inf{φ(x) : x ∈ ∂D}, β := c ||U ||D ,

şi

Λ := {u ∈ bB+(D) : m := e−βγ0 ≤ u ≤ ||φ||∞ =: m̃ pe D}.

Presupunem că γ0 > 0, deci m = e−βγ0 > 0. Înzestrăm pe Λ cu metrica indusă de

norma supremum şi ı̂n mod evident obţinem un spaţiu metric complet.

Considerăm o bilă B de rază Ro centrată ı̂n origine ce conţine D. Fie Y = (Yt)t⩾0
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mişcarea browniană d-dimensională pe Rd, d ⩾ 3.

Teorema 4.1. ([18]) Fie φ o funcţie mărginită şi Borel măsurabilă pe ∂D astfel ı̂ncât

γ0 > 0. Considerăm F o este o funcţie cu valori reale, Borel măsurabilă pe D × (0, b)

ce satisface condiţia (4.2) şi presupunem că pentru orie x ∈ D funcţia Hx : [m, m̃] −→

[0,∞) definită ca Hx(y) :=
F(x,y)

y
este continuă Lipschitz pe [m, m̃] cu constanta C care

nu depinde de x. Presupunem că φ este aşa ı̂ncât

(4.3) ||φ||∞ <
d

R2
oC

.

Atunci problema Dirichlet neliniară cu data la frontieră φ asociată operatorului u 7−→
1
2
∆u− F(·, u) are o soluţie slabă u ∈ C (D), adică ,

(4.4)


1
2
∆u− F (·, u) = 0 in D ı̂n sensul slab,

u converge la φ controlat de k,

unde funcţia de control este k := HDg = Exg(Yτ ) pentru o anume funcţie g ∈ B+(∂D).

Remarca 4.2. (i) Demonstraţia Teoremei 4.1 ne permite să evidenţiem următoarea

reprezentare probabilistă a soluţiei problemei Dirichlet neliniare (4.1). Let v0 ∈ Λ

şi definim relaţia de recurenţă

vn+1 := E·[eqvn (τD)φ (YτD)] pentru n ≥ 0.

Atunci şirul (vn)n≥0 din Λ converge uniform la soluţia problemei (4.1).

(ii) Condiţia (4.3) legată de ”mărimea” lui φ este similară cu condiţia (b) a Teoremei

1.1 din [21].

În continuare prezentăm un rezultat de unicitate a soluţiei problemei (4.1).

4.2. Unicitatea soluţiei

Teorema 4.3. ([18]) Dacă problema Dirichlet asociată operatorului v 7−→ 1
2
∆v −

F(·, v), cu data la frontieră φ ∈ bB+ (∂D), are o soluţie slabă ı̂n Λ atunci ea este

unică.
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocală

5. PROBLEME DIRICHLET NELINIARE

ASOCIATE UNOR PROCESE DE

RAMIFICARE NELOCALĂ

Acest capitol este bazat pe articolul [12]. Prezentarea care urmează a proceselor de

ramificare este ı̂n conformitate cu abordările din [4], [11] şi [13].

În această secţiune considerăm F un spaţiu topologic Lusin şi D un domeniu

mărginit din F astfel ı̂ncât E := D este o mulţime compactă. Fie X un proces Markov

drept X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,Px) pe (E,B(E)) cu timp de viaţă ξ infinit, funcţia de

tranziţie (Tt)t⩾0, Ttf(x) = Ex{f(Xt)}, f ∈ B+(E), x ∈ E, t ⩾ 0 şi generatorul slab L.

Procesul X reprezintă mişcarea de bază pentru sau mişcarea spaţială (spatial motion)

a particulelor ı̂ntre momentele de ramificare.

Considerăm problema la limită studiată ı̂n acest capitol:

(5.1)


(L− c)u+ c

∑
j⩾1

bjBju
(j) = 0 ı̂n D

u
k−→ φ

unde c ∈ B(D) este o funcţie cu valori reale, pozitivă, mărginită şi extinsă cu 0 pe F \D,

(bj)j⩾1 este un şir de funcţii Borel măsurabile pozitive pe E astfel ı̂ncât
∑

j⩾1 bj ⩽ 1,

pentru orice j ⩾ 1 Bj este un nucleu Markovian de la E(j), puterea simetrică de ordin

j a lui E, către E şi φ : ∂D −→ R+ este o funcţie Borel măsurabilă şi mărginită, nu

neapărat continuă, u este o funcţie măsurabilă Borel pe E cu valori reale şi pozitive

care aparţine domeniului lui L, astfel ı̂ncât u ⩽ 1, şi pentru orice j ∈ N, j ⩾ 1,

notăm cu u(j) : E(j) −→ R funcţia definită ca u(j)(x) := u(x1) · ... · u(xj) pentru orice

x = (x1, ..., xj) ∈ E(j).

Comportamentul la frontieră al soluţiei u este dat de convergenţa controlată de k

la funcţia φ, unde k : D −→ R+ este o funcţie L-superharmonică pe D.

13



5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocală

O funcţie Borel măsurabilă pe E cu valori reale, pozitivă ce satisface (5.1) se

numeşte soluţie generalizată a problemei. Presupunem că u aparţine domeniului de

definiţie al lui L− c şi că ecuaţia este satisfacută punctual ı̂n D.

Esenţială este utilizarea unui proces de ramificare X̂ cu spaţiul stărilor Ê (mulţimea

de configuraţii finite ale lui E, vezi mai jos), cu mişcarea spaţială dată de procesul

Markov X şi cu mecanismul de ramificare generat de şirul (Bj)j⩾1.

În continuare ilustrăm interpretarea probabilistă a mecanismului de ramificare al

procesului de ramificare X̂, mai exact modalitatea ı̂n care sunt create noi particule:

dacă j > 1 şi x ∈ E, atunci bj(x) este probabilitatea ca o particulă să fie distrusă ı̂ntr-

un punct x şi să aibă j descendenti, ı̂n timp ce probabilitatea Bj,x indusă de nucleul

Markovian Bj este distribuţia celor j descendenţi; amintim că Bj,x este o măsură de

probabilitate pe E(j) astfel ı̂ncât
∫
E(j) fdBj,x = Bjf(x) pentru orice g ∈ B+(E

(j)). În

consecinţă, pentru că descendenţii nu apar neapărat ı̂n punctele unde părintele a murit,

astfel de ramificare se numeşte nelocală. Numai ı̂n cazul particular legat de problema

(5.1) procesul de ramificare are proprietatea că descendenţii pornesc mereu din punctul

unde a murit părintele, pentru că ı̂n acest caz avem Bj,x = δx for all x ∈ E.

5.1. Procese de ramificare nelocală

Notăm cu M(E) mulţimea de măsuri pozitive finite pe E, ı̂nzestrată cu topologia

slabă, adică µn → µ dacă şi numai dacă
∫
E
fdµn →

∫
E
fdµ pentru orice f ∈ C(E)

mărginită. Definim M(E) σ-algebra Borel corespunzătoare a lui M(E).

Spaţiul configuraţiilor finite ale lui E. Considerăm următorul spaţiu Ê ⊆ M(E)

de sume finite de măsuri Dirac pe E,

Ê := {
∑
i⩽i0

δxi
: i0 ∈ N, i0 ⩾ 1, xi ∈ E pentru orice 1 ⩽ i ⩽ i0} ∪ {0},

unde 0 este măsura zero (vezi [44]). Reamintim că E(j), puterea simetrică de ordin

j, reprezintă factorizarea produsului cartezian Ej ı̂n raport cu relaţia de echivalenţă

indusă de grupul de permutare σj. Atunci Ê se identifică cu Ê =
⋃
j⩾0

E(j), unde E(0) :=

{0}. Mulţimea Ê se numeşte spaţiul configuraţiilor finite ale lui E şi este ı̂nzestrat cu

topologia slabă pe măsurile finite pe E şi σ-algebra Borel B(Ê) corespunzătoare.
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocală

Proces de ramificare. Un proces Markov drept cu spaţiul stărilor Ê se numeşte

proces de ramificare dacă pentru oricare două copii independente X1 and X2 ale pro-

cesului dat pe Ê, pornind din măsurile µ1 şi, respectiv, µ2 aparţinând lui Ê, X1 +X2

şi procesul pornind din µ1 + µ2 sunt egale ı̂n distribuţie.

Fie p1 şi p2 două măsuri finite pe Ê. Convoluţia p1 ∗ p2 este o măsură finită pe

Ê definită ca
∫
Ê
p1 ∗ p2 (dν)F (ν) :=

∫
Ê
p1 (dν1)

∫
Ê
p2 (dν2)F (ν1 + ν2) pentru orice

F ∈ bB+(Ê).

Amintim (vezi e.g. [48]) că un nucleu sub-Markovian N pe (Ê,B(Ê)) se numeşte

nucleu de ramificare dacă pentru orice µ, ν ∈ Ê avem Nµ+ν = Nµ ∗ Nν , unde Nµ este

măsura pe Ê indusă de N şi µ, adică
∫
Ê
gdNµ = Ng (µ) pentru orice g ∈ bB+(Ê).

Un proces Markov cu spaţiul stărilor Ê este un proces de ramificare dacă şi numai

dacă funcţia sa de tranziţie este formată din nuclee de ramificare (vezi e.g. [39] şi [11];

şi [13] şi [9]).

Pentru orice funcţie B-măsurabilă cu valori reale f definim funcţia multiplicativă

f̂ : Ê → R+ ca f̂(x) =


∏
i⩾1

f(xi), dacă x = (xi)i⩾1 ∈ Ê, x ̸= 0

1, dacă x = 0,

cf. [48]. Cu alte

cuvinte, f̂ |E(j) = f (j) dacă j ⩾ 1 şi f̂(0) = 1.

5.2. Ecuaţii neliniare de evoluţie corespunzătoare unor

procese de ramificare

5.3. Cazul operatorului Laplace

Fie F = Rd, d ⩾ 1, D ⊂ Rd un domeniu mărginit regulat, şi E = D. Fie

Y = (Yt,Px, x ∈ Rd) mişcarea Browniană d-dimensională, τ primul timp de intrare

ı̂n ∂D a mişcării Browniene.

Fie X = (Xt)t⩾0 mişcarea Browniană stopată la frontiera lui D, mai exact Xt =

Yt∧τ . Reamintim că X este un proces Markov continuu. Fie L = ∆, adică L este

generatorul slab al mişcării Browniene d-dimensionale stopate la frontiera lui D.

Folosind tehnici din [14], [15], [41] şi [11] (vezi şi [13]) demonstrăm următorul re-

zultat.

Teorema 5.1. ([12]) Fie φ : ∂D −→ R+ o funcţie Borel măsurabilă, mărginită, extinsă
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocală

la o funcţie pe E cu zero pe D. Fie r > 0 astfel ı̂ncât ∥φ∥∞ ⩽ r. Presupunem că

(5.2) sup
x∈E

∑
j⩾1

rj−1bj (x) ⩽ 1 şi sup
x∈E

∑
j⩾1

jrj−1bj (x) < ∞.

Atunci există o constantă c0 > 0 astfel ı̂ncât dacă c < c0, atunci există o funcţie Borel

măsurabilă g : ∂D −→ R+ şi un proces de ramificare nelocală X̂ = (X̂t, P̂µ, µ ∈ Ê) cu

spaţiul stărilor Ê (spaţiul configuraţiilor finite ale lui E) şi mişcarea spaţială X, astfel

ı̂ncât există

(5.3) lim
t→∞

rÊδx{(̂φ
r
)(X̂t)} =: u (x) pentru orice x ∈ E

şi u este o soluţie generalizată a problemei Dirichlet neliniare (5.1) cu data la frontieră

φ, asociată operatorului u 7−→ (∆− c)u+ c
∑
j⩾1

bjBju
(j), adică

(5.4)


(∆− c)u+ c

∑
j⩾1

bjBju
(j) = 0 ı̂n D

u
k−→ φ,

unde k este o funcţie armonică pe D, definită ca k = HDg.

5.4. Cazul operatorului de tip gradient

Curent (flow) continuu la dreapta. În capitolul acesta F este un spaţiu topologic

Lusin, D este un domeniu mărginit al lui F , E = D, şi ϕ = (ϕt)t⩾0 este un curent

(flow) continuu la dreapta pe F . Un curent continuu la dreapta pe F este o familie

ϕ = (ϕt)t⩾0 de aplicaţii pe F (cf. [47], pagina 41; vezi de asemnenea [10]) astfel ı̂ncât:

(1) ϕt+s(x) = ϕt(ϕs(x)) pentru orice s, t > 0 şi x ∈ F ;

(2) ϕ0(x) = x pentru orice x ∈ F ;

(3) Pentru oricare t > 0 funcţia F ∋ x 7−→ ϕt(x) este B(F )/B(F )-măsurabilă;

(4) Pentru orice x ∈ F funcţia t 7−→ ϕt(x) este continuă la dreapta pe [0,∞).

Curentul continuu la dreapta ϕ poate fi privit ca un proces Markov drept determinist

pe F cu timp de viaţă infinit, Y = (Ω,F ,Ft, Yt, θt,Px): Ω = F, F = Ft = B(Rd),

Yt(x) := ϕt(x) =: θt(x) pentru orice x ∈ Ω, şi Px = δx. Fie (St)t⩾0 funcţia de tranziţie

a lui Y (adică lui ϕ), Stf(x) = f(ϕt(x)) pentru orice t ⩾ 0, x ∈ F , şi f ∈ B+(F ). În
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5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocală

particular, funcţia de tranziţie (St)t⩾0 pe F este Markoviană.

Fie Λ generatorul slab al lui Y . Spunem de asemenea că Λ este generatorul slab

al lui ϕ, care este un operator de ordin ı̂ntâi, de tip ”gradient” ı̂n sensul că domeniul

D(Λ) al lui Λ este o algebra şi dacă u ∈ D(Λ) atunci Λ(u2) = 2uΛu; cf. [6].

Fie τ : F → [0,+∞] primul timp de intrare ı̂n ∂D al lui ϕ, adică, τ(x) = inf{t ⩾

0 : ϕt(x) ∈ ∂D}. Presupunem că τ este mărginit, atunci există M ∈ R astfel ı̂ncât

0 ⩽ τ(x) ⩽ M pentru orice x ∈ F . Presupunem că

(5.5) lim
D∋x→y

τ(x) = 0 pentru orice y ∈ ∂D.

Considerăm Φ, curentul ϕ stopat la frontiera lui D, adică, Φt = ϕt∧τ pentru t ⩾ 0.

Reiese (cf. [6] şi [10]) că Φ este un curent continuu la dreapta pe E. În mod clar,

procesul Markov drept determinist pe E asociat X este mai exact procesul Y stopat

la frontiera lui D, Xt = Yt∧τ , t ⩾ 0. Fie (Tt)t⩾0 funcţia de tranziţia a lui X (i.e., a lui

Φ), Ttf(x) = f(Φt(x)) pentru orice t ⩾ 0, x ∈ E, şi f ∈ B+(E).

Notăm cu L generatorul slab al lui Φ. Putem observa că L coincide pe D cu

restricţia la D a lui Λ, generatorul slab al lui ϕ, ı̂n sensul următor. Dacă f ∈ D(Λ)

atunci f |E ∈ D(L) şi L(f |E) = Λf pe D şi Lg = 0 pe ∂D pentru oricare g ∈ D(L).

Pentru orice funcţie măsurabilă Borel f : ∂D −→ R definim

HDf(x) := Exf(Φτ ) = f(ϕτ(x)(x)) pentru orice x ∈ D.

Fie (bk)k⩾1 un şir de numere pozitive astfel ı̂ncât
∑
j⩾1

bj ⩽ 1 şi presupunem că 1 <

m1 :=
∑
j⩾1

kbj < ∞. Fixăm de asemenea o funcţie c : F → R astfel ı̂ncât c(x) = c1

pentru x ∈ D, unde c1 este o constantă reala şi 0 < c1 ⩽ m1

m1−1
, şi c(x) = 0 pentru

x ∈ F \D.

Fie (T c
t )t⩾0 funcţia de tranziţie pe X omorâtă cu funcţionala multiplicativă indusă

de c, i.e., pentru x ∈ E

T c
t f(x) := Ex{e−

∫ t
0 c(Φs)dsf(Φt)} = e−

∫ t
0 c(Φs(x))dsf(Φt(x)), t ⩾ 0, f ∈ bB+(E).

17



5. Probleme Dirichlet neliniare asociate unor procese de ramificare nelocală

Pentru că c este 0 pe F \D, avem că pentru x ∈ E, t ⩾ 0, şi f ∈ B+(F )

lim
t→∞

T c
t (f |E)(x) = lim

t→∞
e−

∫ t
0 c(Φs(x))dsf |E(Φt(x)) = e−c1τ(x)f(ϕτ(x)(x)) =: P c

τ f(x).

Din (5.5) şi proprietăţile lui ϕ reiese că pentru orice f ∈ bC+(∂D) avem că

(5.6) lim
D∋x→y

P c
τ f(x) = lim

D∋x→y
HDf(x) = f(ϕ0(y)) = f(y) pentru orice y ∈ ∂D.

Observăm că validitatea lui (5.6) ı̂nseamnă că (5.5) este o condiţie care implică

faptul că soluţia stocastică a problemei Dirichlet pentru generatorul slab L al lui ϕ este

soluţia clasică, presupunând că data la frontieră este continuă.

Fie X0 = (X0
t ,Px, x ∈ E) procesul Markov trivial pe E pentru care orice punct

este un ”trap”, adică, pentru orice x ∈ E, Px(X0
t = x) = 1 pentru toate t ⩾ 0,

sau echivalent, orice nucleu din funcţia de tranziţie (T 0
t )t⩾0 este operatorul identitate,

T 0
t f = f , t ⩾ 0 şi f ∈ B+(E). Considerăm procesul de ramificare ne-local X̂0 pe Ê

pentru care mişcarea spaţială este X0 (vezi [19]); pentru că de fapt X̂0 nu are mişcare

spaţială se numeşte proces de ramificare pur.

Principala presupunere este următoarea ”proprietate de comutare” a curentului Φ

şi a mecanismului de ramificare indus de şirul (Bj)j⩾1 : pentru orice f ∈ B+(E), f ⩽ 1,

avem că Bj(f ◦ Φt)
(j) = Bjf

(j) ◦ Φt, j ⩾ 1, t ⩾ 0; cf. condiţiei (4.5) din [19].

Următorul rezultat corespunde Teoremei 5.1 ı̂n cadrul acestui subcapitol.

Teorema 5.2. ([12]) Fie φ ∈ bB+(∂D), r > 0 astfel ı̂ncât ∥φ∥∞ < r, şi presupunem

că ∑
j⩾1

rj−1bj ⩽ 1 şi
∑
j⩾1

jrj−1bj < ∞.

Fixăm o măsură finită λ pe D. Presupunem că τ este mărginit pe D şi satisface (5.5)

iar [0,∞) × E ∋ (t, x) 7−→ Φt(x) este continuă. Atunci există o funcţie măsurabilă

Borel g : ∂D −→ R+, o mulţime λ-polară, λ-neglijabilă Mo ⊂ D, şi un proces de

ramificare nelocală X̂ = (X̂t, P̂µ, µ ∈ Ê) cu spaţiul stărilor Ê şi mişcarea spaţială Φ,

asfel ı̂ncât există

(5.7) lim
t→∞

rÊδx{
(̂φ
r

)
(X̂t)} = lim

t→∞
rÊ0

δx
{
(̂φ
r

)
(Φt(X̂0

t ))} =: u(x) pentru orice x ∈ E.
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Funcţia u este o soluţie generalizată a problemei Dirichlet neliniare (5.1) cu data la

frontieră φ şi L, generatorul slab al lui Φ, adică

(5.8)


(L− c)u+ c

∑
j⩾1 bjBju

(j) = 0 ı̂n D

u
k−→ φ pe D \Mo,

unde k = HDg este λ-integrabilă şi mulţimea excepţionalăl λ-polară, λ-neglijabilă este

Mo = [k = +∞].

6. APENDIX

Prezentăm noţiuni generale despre funcţii armonice, hiperarmonice şi superarmo-

nice şi rezultate clasice precum Teorema clasei monotone şi Principiul de minim. De

asemenea, prezentăm schiţe de demonstraţii pentru rezultate folosite de-a lungul acestei

teze (vezi Remarca 1.1 din [5], Corolarul 4.3 din [5] şi Teorema 2.1 din [41]).
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