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Anexa nr.6

REZUMATUL TEZEI DE ABILITARE*

TITLU: Foliatii, tangente si dinamica aplicatiilor Hénon

Domeniul de abilitare: MATEMATICA

Autor: TANASE Raluca-Elena

Punctele critice joaca un rol important in teoria sistemelor dinamice. In dinamica complexi unu-dimensionala,
orbitele lor influenteaza geometria si topologia multimilor polinomiale Julia. In teoria ecuatiilor diferentiale,
punctele de echilibru si varietitile invariante sunt obiecte centrale pentru studiul comportamentului solutiilor unui
sistem autonom de ecuatii diferentiale ordinare. In mai multe variabile complexe, notiunea relevanta de punct critic
capatd insd un caracter mai geometric. Aplicatiile Hénon complexe reprezinta o clasa speciald de automorfisme
polinomiale ale lui C? i, fiind biholomorfisme, nu au puncte critice in sens obisnuit. Cu toate acestea, dinamica
lor este complicata si prezintd numeroase fenomene coexistente: foldings, tangente, tranzitii intre regimuri regulate
si haotice, strange attractors si haos. Dinamica aplicatiilor Hénon complexe reprezintd un domeniu activ de
cercetare, dezvoltat incepand cu anii 1990 prin lucrarile lui Friedland si Milnor, Benedicks si Carleson, Forneess
si Sibony, Hubbard si Oberste-Vorth, Bedford si Smillie, Lyubich etc. si continuat, mai recent, prin lucrarile lui
Bedford, Smillie si Ueda, Gaidashev, Radu si Yampolsky, Lyubich si Dujardin, Lyubich si Peters, Berger etc.

In studiul dinamicii aplicatiilor Hénon, atat reale, cét si complexe, se analizeazi adesea tangentele dintre laminatii,
foliatii sau curbe definite dinamic, introducandu-se astfel diverse notiuni de puncte critice. Benedicks si Carleson
au definit puncte critice pe curbe instabile pentru a controla hiperbolicitatea neuniforma a aplicatiilor Hénon reale.
Bedford si Smillie au studiat punctele critice ale functiei Green care descrie cresterea orbitelor la infinit, restransa
la varietatile instabile ale punctelor periodice de tip saddle, stabilind legaturi cu exponentii Lyapunov si cu
conexitatea multimilor Julia. Dujardin si Lyubich au folosit tangente din interiorul bazinelor semi-parabolice
pentru a investiga bifurcatiile. Bedford, Smillie si Ueda, precum si, mai recent, Astorg si Bianchi, au considerat o
notiune de puncte critice exprimatd prin tangente intre curba asimptotica si foliatia puternic stabila. Curba
asimptotica a fost introdusd de Ueda ca multimea punctelor ale caror iterate negative converg citre punctul fix
semi-parabolic.

Fie U* multimea punctelor ale caror orbite scapd la infinit sub iterate pozitive ale aplicatiei Hénon. Frontiera
topologicd J*a lui U™ este un obiect fractal complicat, pe care aplicatia Hénon se comporta haotic (in literatura de
specialitate aceasta se numeste forward Julia set). De exemplu, pentru perturbari singulare ale unui polinom
patratic hiperbolic, J* are dimensiune 3 si constituie frontiera unui domeniu Fatou-Bieberbach din C2. Existi
putine rezultate in literatura de specialitate care sa fie valabile in deplind generalitate, pentru intreaga familie a
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aplicatiilor Hénon. Un exemplu il constituie teorema lui Hubbard si Oberste-Vorth privind structura analitica a lui
U™: multimea U™ este catul spatiului (C — D) X C prin actiunea unui grup discret de automorfisme T', izomorf cu
Z[1/d]/Z, unde d > 2 este gradul aplicatiei Hénon. Intelegerea multimii U™ este esentiald pentru intelegerea
dinamicii aplicatiei Hénon.

In capitolul 4 studiem in ce masura structura complex-analitici a multimii U+ determina aplicatia Hénon. Desi
multimile U*asociate aplicatiilor Hénon complexe admit spatii de acoperire biholomorf echivalente, actiunile de
grup asociate depind de aplicatia Hénon. In grad doi demonstrim urmatorul rezultat de rigiditate: daca multimile
U+ asociate a doud aplicatii Hénon sunt biholomorfe, atunci aplicatiile Hénon coincid. In grade superioare, aceast
rigiditate nu mai este adevarata, deoarece structura analiticd a lui U nu determind in mod unic aplicatia Hénon
(apare o ambiguitate care creste odata cu gradul topologic).

In capitolele 2 si 3 studiem varietatea critica a unei aplicatii Hénon, definitd ca multimea punctelor de tangenti
dintre foliatiile lui U* si U~ (multimea punctelor ale caror orbite scapa la infinit sub iterate negative). Notam cu
J* frontierele topologice ale multimilor U* si cu] = J~ N ]* multimea Julia a aplicatiei Hénon.

In capitolul 2 analizim clasa perturbarilor mici ale polinoamelor hiperbolice sau parabolice pentru care multimea
Julia este conexa (din punct de vedere topologic, aceasta este catul unui solenoid printr-o relatie de echivalent),
in timp ce in capitolul 3 analizam aplicatiile Hénon din regiunea horseshoe, pentru care multimea Julia nu este
conexi (este o multime Cantor). Studiul varietitii critice necesitd o buni intelegere a geometriei multimilor U si
a foliatiilor acestora. In context perturbativ, Lyubich si Robertson au caracterizat varietatea criticd pentru
perturbari ale polinoamelor pentru care multimea Julia nu este conexa si au identificat o componentd primara a
varietatii critice, asimptotic la axa x. In capitolul 2 folosim componenta primara a varietitii critice drept transversa
comund pentru laminatia lui J* si foliatia lui U*, care se imbind continuu conform rezultatelor lui Bedford si
Smillie din context hiperbolic. Extindem apoi teorema Iui Hubbard si Oberste-Vorth la frontierd si reprezentam
multimea Julia J* drept catul spatiului (S! x C)/T printr-o relatie de echivalentd. Pentru a extinde rezultatele
capitolului 2 la cazul parabolic, utilizim rezultate recente (in colectiv cu Radu) privind structura multimii Julia
asociatd unei aplicatii Hénon semi-parabolice perturbate, precum si rezultatul nostru privind continuitatea
foliatiilor si a laminatiilor. Multimea J* este laminatd de copii ale lui C, care corespund varietatilor stabile ale
punctelor din J. Acestea sunt insd scufundate intr-un mod complicat in C%; de fapt, orice varietate stabild a unui
punct periodic de tip saddle este densa in intreaga multime /. Asadar, varietatea criticd reprezintd un instrument
util pentru studiul unei dinamici globale.

In capitolul 3 aratam cum pot fi utilizate teoria foliatiilor, numarul Milnor al unei singularititi, teorema de fibratie
a lui Ehresmann si teorema de extensie a lui Hartogs pentru a descrie structura geometrica a varietétilor critice ale
aplicatiilor Hénon din regiunea horseshoe. Firsova a descris varietatea critica pentru acele aplicatii Hénon obtinute
din perturbiri ale polinoamelor patratice ale ciror multimi Julia nu sunt conexe. In capitolul 3 dezvoltim tehnici
noi 1n context general (nu doar pentru perturbari) si demonstram cé varietatea critica este o suprafatd Riemann de
gen infinit homeomorfa cu o reuniune numaérabila de sfere trunchiate, conectate intre ele prin manere. Varietatea
critica se afld in complementul multimii Julia si completeaza in mod natural structura sistemelor dinamice de tip
Hénon din regiunea horseshoe. Analizdm, de asemenea, actiunea de monodromie si componentele frontierei
varietatii critice, precum si legatura acestuia cu multimile Julia si cu varietatile critice stabile si instabile introduse
de Bedford si Smillie.

In aceastd teza dezvoltim tehnici de lucru care se pot aplica si in alte domenii, precum geometria algebrica,
topologie, teoria singularitatilor, teoria foliatiilor, studiul bifurcatiilor, etc. In capitolul 1 prezentdm mai multe

directii de cercetare adecvate doctoranzilor si cercetitorilor postdoctorali.

*1n cazul in care teza va fi redactata intr-o limba straina, textul in limba roméana va fi adaptat



