-4 N
i N
1601

7 Ao
N\ 56 . 218,47

S=y=

ACADEMIA ROMANA
SCOSAAR

Anexa nr. 6

REZUMAT AL TEZEI DE ABILITARE
ON STANLEY AND HILBERT DEPTHS

DOMENIUL DE ABILITARE: MATEMATICA

AUTHOR: BOGDAN NICOLAE ICHIM

Prin graduare ne vom referi la o Z-graduare, iar prin multigraduare ne
vom referi la o Z"-graduare. Fie K un corp si A o algebrd finit generatd
pozitiv graduatd sau multigraduatd. Seriile Hilbert sunt cel important in-
variant numeric a modulelor finit generate graduate sau multigraduate peste
A si formeaza puntea de legaturd intre algebra si aplicatiile sale combi-
natoriale. Ele joaca un rol crucial in mai multe domenii matematice, fi-
ind cunoscute de exemplu ca functii generatoare in teoria numerelor sau
teoria probabilitafilor si ca serii Ehrhart in geometria discretd. Notiunile
de polinoame Hilbert (Ehrhart) si cvasi-polinoame Hilbert (Ehrhart) sunt
consecinte imediate ale unor rezultate celebre datorate lui Hilbert, Serre,
Ehrhart si Stanley care descriu structura seriilor Hilbert.

In legaturd cu studiul sistemelor de ecuatii diofantice liniare in [12], R.
Stanley a introdus notiunea de descompunere Stanley a unui modul finit
generat multigraduat M peste K-algebra multigradatda A. Asociatd notiunii
de descompunere Stanley, el a introdus si o notiune combinatorica de pro-
funzime (depth), care a fost numitd ulterior Stanley depth. Mai mult, in
[12] a propus o conjecturd care afirma ca existd intotdeauna o descom-
punere Stanley a unui modul finit generat multigraduat M peste A, astfel
incat Stanley depth-ul sdu este marginit inferior de depth-ul modulului M.

In 2010, Bruns, Krattenthaler si Uliczka [2] au introdus o noua descom-
punere a unui modul finit generat multigraduat M, pe care o numesc de-
scompunere Hilbert, deoarece depinde doar de seria Hilbert a M. Asociata
descompunerii Hilbert, ei introduc de asemenea o notiune de profunzime
(depth), numitd Hilbert depth.

Rolul pe care autorul acestei teze 1-a jucat in studiul descompunerilor
Stanley si Hilbert, precum si al Stanley si Hilbert depth-urilor asociate este
prezentat aici. Aceasta Tezd de Abilitare contine o colectie de sapte lucrari

[1,6,7,8,9, 10, 11] fiecare fiind legatd de rezultate importante obtinute pe
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aceste teme. Acestea constituie o parte semnificativd a activitatii de cerc-
etare efectuatd de autor in ultimii ani.

Continutul acestei teze este rezumat in cele ce urmeazi. In [1], a fost
obtinutd o teorema foarte eficientd care extinde un rezultat clasic al lui J. P.
Serre asupra constantei coeficientilor cvasipolinoamelor Hilbert. Lucrarea
este inclusd in tezd in Capitolul 1.

In [10] este dezvoltati pentru prima datd o metoda de calculare a Hilbert
depth-ului unui modul finit generat multigradat M, care este prezentatd aici
in Capitolul 2. Un algoritm [11] bazat pe aceastd metoda a fost ulterior
dezvoltat, implementat si folosit pentru a raspunde la unele intrebari de-
schise ridicate de Herzog in [5]. Acest algoritm este inclus 1n aceastd teza
in Capitolul 3. Este de mentionat faptul ca algoritmul [11] a fost utilizat
pentru a verifica foarte rapid cu un computer importantul contraexemplu dat
in [3] la conjectura (veche de peste) 30 de ani propusa de R. Stanley in [12].

Este de remarcat faptul cd descompunerile Hilbert pot fi utilizate pen-
tru a calcula efectiv Stanley depth-ul unui modul finit generat multigradat
peste inelul de polinoame. Aceasta a fost o probleméd importantd (anterior
deschisa) de calculabilitate propusa de Herzog in [5] si la care s-a raspuns
in [9] prin introducerea unui algoritm pentru calcularea Stanley depth-ului
pentru module finit generate multigradate peste inelul de polinoame. Algo-
ritmul a fost utilizat eficient pentru a da un raspuns negativ la intrebarea
dacd o versiune slabd a lemei depth-ului este valabild si pentru Stanley
depth. Algoritmul este prezentat in aceasta teza in Capitolul 4.

Un rezultat important publicat in [6] aratd ca conjectura Stanley pentru
factorii inelelor de polinoame este echivalentd cu conjectura despre com-
plexele simpliciale Cohen-Macaulay partitionabile formulatd de A. Gar-
sia in [4]. Articolul este inclus in aceastd teza in Capitolul 5. In [7] se
demonstreaza cd laticea Ilcm determind Stanley depth-ul, precum si depth-ul
obignuit. Acest rezultat important permite introducerea unor demonstratii
simple intr-un context unificat pentru multe rezultate noi sau deja cunos-
cute. De exemplu, se poate da o generalizare a unei teoreme importante
despre polarizare obtinutd in [6]. Aceste rezultate sunt prezentate in aceastd
teza in Capitolul 6.

Mai mult, ca o consecintd a rezultatelor importante ale articolului [7],
idealele cu pand la 5 generatori au fost clasificate complet in functie de
Stanley depth printr-un experiment computational in [8], care este inclus Tn
aceastd tezd in Capitolul 7.

Dorim sa mentionam ca cercetarea prezentatd aici a fost sustinutd de
un program pentru calcularea Hilbert depth-ului unui modul finit generat
multigradat peste inelul de polinoame (implementat de autor in colaborare
cu A. Zarojanu). Conform cu http://www.swmath.org/software/12186 acest
program a fost citat de 10 ori in articole publicate si indexate in Zentralblatt
MATH.

La final, in Capitolul 8 este schitatd o baza pentru cercetarea viitoare pe
termen mediu si lung a autorului.
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