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Rezumat

Existenµa unei metrci Kähler, de³i central  în geometria complex , impune con-

strângeri profunde ³i extrem de restrictive asupra unei variet µi complexe compacte.

Un peisaj vast de variet µi complexe semni�cative ³i care apar în mod natural se

a�  în afara domeniului Kähler. Înµelegerea structurii, clasi�c rii si proprietatilor

intrinseci ale acestor variet µi non-Kähler r mane o provocare fundamentala.

În geometria complex , pe o varietate complex , o metric  Kähler este o form 

(1, 1) pozitiv de�nit , nedegenerat , ω, astfel încât ea este d-inchisa. A³adar, o

metrica Kähler satisface dou  condiµii:

ω > 0 (0.0.1)

³i

dω = 0 (0.0.2)

O abordare posibi�la a lumii non-Kähler este relaxarea uneia dintre cele doua

condiµii 0.0.1 sau 0.0.2 de mai sus.

In primul caz, dac  dorim s  sl bim ecuaµia dω = 0, dar p str m condiµia ω > 0,

am putea înlocui aceasta cu condiµii precum ∂∂̄ω = 0 sau ∂∂̄ωn−2 = 0 sau dωn−1 = 0,

unde n este dimensiunea variet µii. Aceast  abordare conduce la diverse noµiuni,

incluzând metrici SKT (Strongly Kähler with Torsion), metrici astheno-Kähler,

metrici balansate etc.

În al doilea caz, când relax m condiµia ω > 0, dar p str m condiµia dω = 0, am

putea inlocui aceasta cu ω ≥ 0, adic  forma (1, 1) ω poate � degenerat , putând

avea anumite valori proprii nule. Aceasta conduce la noµiunea de rang Kähler al unei

variet µi complexe compacte. Aceast  noµiune a fost introdus  iniµial de Harvey

³i Lawson ca o cantitate destinat  s  m soare cat de departe se a�  o suprafaµ 

compacta (non-Kähler) de a � Kähler.

Având în vedere punctele menµionate mai sus, teza noastr  este împ rµit  în

dou :

În prima parte a acestei teze, obµinem mai multe rezultate legate de metrici care
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nu sunt neap rat d-inchise.

În primul capitol, ar t m c  o varietate care se a�  in clasa Fujiki C ³i care

admite o metric  SKT este de fapt Kähler. Acest rezultat implic  faptul c , pe

o varietate complex  compact  din clasa Fujiki C care nu este Kähler, exist  un

curent i∂∂̄-exact nenul de bidimensiune (1, 1). Acest rezultat are doua implicaµii.

Mai întâi, con�rm , în cazul variet µilor din clasa Fujiki C, urm toarea conjectur :

o varietate balansata ³i care admite o metrica SKT este de fapt Kähler. În al doilea

rând, implic  faptul c , pe o varietate complex  compact  de dimensiune 3 din clasa

Fujiki C ³i care nu e Kähler, exist  o curba care face parte din curentul i∂∂̄-exact.

Ingredientul principal in demonstratie este o aplicare a teoremei lui Stokes pentru

anumite forme diferenµiale particulare, combinat  cu rezultatul principal din J.-P.

Demailly, M. P un, Annals of Math., 2004.

În al doilea capitol, ar t m c  o varietate proiectiv  de dimensiune n este uniru-

lat  dac  ³i numai dac  admite o metric  balansat  ωn−1 astfel încat ωn−1 ·KX < 0.

Ar t m c  un rezultat similar este valabil pentru variet µile Kähler de dimensiune 3.

Ingredientele principale ale acestor demonstratii sunt teoremele de dualitate dintre

conurile nef si conurile pseudoefective pe variet µile complexe compacte balansate,

precum si rezultatul principal din S. Boucksom, J.-P. Demailly, M. P un, T. Pe-

ternell, J. Algebraic Geom., 2013. Aceast  lucrare a fost motivat  de urmatoarea

conjectur : o varietate complex  compact  proiectiv X este unirulat  dac  ³i numai

dac  exista un �brat în drepte amplu H pe X astfel încat Hn−1 ·KX < 0.

În al treilea capitol, studiem condiµia B = G, unde B ⊂ Hn−1,n−1
BC (X,R) este

conul balansat, iar G ⊂ Hn−1,n−1
A (X,R) este conul Gauduchon al unei variet µi

complexe compacte de dimensiune n. Ar t m ca egalitatea B = G nu este valabil 

pe multe spaµii twistor, ar tând astfel c  o conjectur  a lui Fu ³i Xiao, Adv. Math.,

2014 (care a�rm  c  pe o varietate complex  compact  balansat  avem B = G) nu
este adevarat . Arat m c  egalitatea B = G este valabil  pe variet µile Moishezon.

Mai mult, arat m c  o varietate complex  compact  de dimensiune 3 pe care conul

balansat este egal cu conul Gauduchon ³i care admite o metric  SKT este de fapt

Kähler. Pentru acest rezultat, ar t m c  o anumita clas  Bott-Chern este atât nef,

cât ³i de auto-intersecµie pozitiv , ³i apoi folosim rezultatele principale din I. Chiose,

J. Geom. Anal., 2016 ³i M. P un, Math. Ann., 1998.

În al patrulea capitol, ar t m c  o varietate astheno-Kähler trebuie s  satisfac 

o anumita restricµie cohomologic , ³i anume: �e H0,1
BC(X) grupul de cohomologie

Bott-Chern de bigrad (0, 1) al unei variet µi astheno-Kähler, ³i H0,1
A (X) grupul de
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cohomologia Aeppli de bigrad (0, 1). Atunci

dimH0,1
BC(X) ≤ dimH0,1

A (X) ≤ dimH0,1
BC(X) + 1

Rezultatul-cheie in demonstraµie este teorema lui Gauduchon care a�rm  c , dat 

o metric  Hermitian  g pe o varietate complex  compact , exist  f : X → R o

funcµie C∞ astfel încât i∂∂̄efgn−1 = 0. Studiem apoi câteva exemple relevante. Pen-

tru a face aceasta, trebuie s  demonstr m o formul  Kuneth slab  pentru grupurile

de cohomologie Aeppli. Not m c  Jost si Yau (autorii care au introdus metricile

astheno-Kähler în J. Jost, S.-T. Yau, Acta Math., 1993) au demonstrat, de aseme-

nea, o condiµie cohomologic  satisfacut  de variet µile astheno-Kähler, ³i anume c 

mor�smul natural H1,0
BC(X) → H1,0

∂̄
(X) este surjectiv. Condiµia noastr  cohomolog-

ic  este independent  de condiµia Jost-Yau, adic  construim variet µi care satisfac

condiµia Jost-Yau, dar nu o satisfac pe a noastr .

În al cincilea capitol, caracteriz m metricile Hermitiene care las  neschimbat

volumul total Monge-Ampère, adic  metricile g care satisfac∫
X

(g + i∂∂̄φ)n =

∫
X

gn

pentru orice φ ∈ PSH(X, g). Ar t m c  aceste metrici satisfac i∂∂̄gk = 0,∀k = 1, n.

Acest rezultat a fost conjecturat în S. Dinew, V. Guedj, A. Zeriahi, Complex Var.

Elliptic Equ., 2016.

Aceast  prim  parte se bazeaz  pe I. Chiose, Proc. Amer. Math. Soc., 2014,

I. Chiose, R. R sdeaconu, I. �uvaina, Comm. Anal. Geom., 2019, I. Chiose, R.

R sdeaconu, I. �uvaina, Ann. Mt. Pura. Appl., 2022, I. Chiose, R. R sdeaconu,

Ann. Global Anal. Geom., 2023 ³i I. Chiose, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math., 2024.

În a doua parte, discut m noµiunea de rang Kähler al unei variet µi complexe

compacte. Generaliz m de�niµia lui Harvey-Lawson, adic  de�nim rangul Kähler al

unei variet µi complexe compacte X ca

Kr(X) = max{k| ∃ω ∈ C∞
1,1(X,R), ω ≥ 0, ωk ̸= 0, dω = 0}

adic  este rangul maxim pe care îl poate atinge o form  (1, 1) pozitiv  d-inchis  pe

X.

În capitolul ³ase, enunµ m câteva proprietaµi ale rangului Kähler ³i arat m c ,

pentru suprafeµele complexe compacte, exist  o corespondenµa între formele pozitive

închise pe o suprafata non-Kähler ³i cele de pe blow-up-ul intr-un punct. Apoi
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ar t m c , în anumite condiµii suplimentare, o varietate cu rang Kähler egal cu

n este de fapt Kähler. Pentru a face aceasta, demonstr m un caz particular al

unei conjecturi a lui Grauert-Riemenschneider, care a�rma ca o clasa nef cu auto-

intersecµie strict pozitiv  este big.

În capitolul ³apte, obµinem o clasi�care a suprafeµelor complexe compacte de rang

Kahler egal cu 1. Acestea sunt �e suprafeµe eliptice, �e unele suprafeµe Hopf, �e

suprafeµe Inoue. De asemenea, obµinem o demonstraµie a invariantiei bimeromorfe

a rangului Kähler pentru suprafeµele complexe compacte. Rezultatele-cheie pe care

le folosim sunt o teorem  a lui Marinescu ³i Dinh din Invent. Math., 2006 (conform

c reia un cap t hyper 1-concav poate � compacti�cat), ³i rezultatul important al

lui Brunella din Comment. Math. Helv., 2013.

A doua parte se bazeaz  pe I. Chiose, M. Toma, Amer. J. Math., 2013 ³i I.

Chiose, J. Geom. Anal., 2016.
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