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Rezumat

Existenta unei metrci Kahler, desi centrala in geometria complexa, impune con-
strangeri profunde si extrem de restrictive asupra unei varietiti complexe compacte.
Un peisaj vast de varietati complexe semnificative gi care apar in mod natural se
afld in afara domeniului Kihler. Intelegerea structurii, clasificirii si proprietatilor
intrinseci ale acestor varietati non-Kéhler rdmane o provocare fundamentala.

In geometria complexi, pe o varietate complexi, o metrica Kihler este o formsi
(1,1) pozitiv definitd, nedegenerata, w, astfel incat ea este d-inchisa. Asadar, o

metrica Kéhler satisface doua conditii:

w>0 (0.0.1)

si
dw =20 (0.0.2)

O abordare posibila a lumii non-Kihler este relaxarea uneia dintre cele doua
conditii [0.0.1] sau [0.0.2| de mai sus.

In primul caz, daca dorim sa slabim ecuatia dw = 0, dar pastrdm conditia w > 0,

am putea inlocui aceasta cu conditii precum 00w = 0 sau J0w™ 2 = 0 sau dw™ " = 0,
unde n este dimensiunea varietatii. Aceasta abordare conduce la diverse notiuni,
incluzand metrici SKT (Strongly Kéhler with Torsion), metrici astheno-Kahler,
metrici balansate etc.

In al doilea caz, cand relaxam conditia w > 0, dar pistram conditia dw = 0, am
putea inlocui aceasta cu w > 0, adica forma (1,1) w poate fi degenerata, putand
avea anumite valori proprii nule. Aceasta conduce la notiunea de rang Kdahler al unei
varietati complexe compacte. Aceasta notiune a fost introdusa initial de Harvey
si Lawson ca o cantitate destinata si masoare cat de departe se afla o suprafata
compacta (non-Kéhler) de a fi Kéhler.

Avand in vedere punctele mentionate mai sus, teza noastra este impartita in
doua:

In prima parte a acestei teze, obtinem mai multe rezultate legate de metrici care



nu sunt neaparat d-inchise.

In primul capitol, aridtim ci o varietate care se afli in clasa Fujiki C si care
admite o metrici SKT este de fapt Kéhler. Acest rezultat implicd faptul ci, pe
o varietate complexa compacta din clasa Fujiki C care nu este Kéhler, exista un
curent i0d-exact nenul de bidimensiune (1,1). Acest rezultat are doua implicatii.
Mai intai, confirma, in cazul varietétilor din clasa Fujiki C, urmatoarea conjectura:
o varietate balansata si care admite o metrica SKT este de fapt Kéhler. In al doilea
rand, implica faptul ca, pe o varietate complexa compacta de dimensiune 3 din clasa
Fujiki C si care nu e Kihler, existi o curba care face parte din curentul i00-exact.
Ingredientul principal in demonstratie este o aplicare a teoremei lui Stokes pentru
anumite forme diferentiale particulare, combinata cu rezultatul principal din J.-P.
Demailly, M. Paun, Annals of Math., 2004.

In al doilea capitol, ariitdm cii o varietate proiectivd de dimensiune n este uniru-
lata daca si numai daca admite o metrici balansata w™ ! astfel incat w"!- Kx < 0.
Ardtam cad un rezultat similar este valabil pentru varietatile Kéhler de dimensiune 3.
Ingredientele principale ale acestor demonstratii sunt teoremele de dualitate dintre
conurile nef si conurile pseudoefective pe varietatile complexe compacte balansate,
precum si rezultatul principal din S. Boucksom, J.-P. Demailly, M. Paun, T. Pe-
ternell, J. Algebraic Geom., 2013. Aceastd lucrare a fost motivatd de urmatoarea
conjectura: o varietate complexa compacta proiectiva X este unirulata daca si numai
dacd exista un fibrat in drepte amplu H pe X astfel incat H" ! - Kx < 0.

In al treilea capitol, studiem conditia B =G, unde B C Hggl’”_l(X, R) este
conul balansat, iar G € H% " '(X,R) este conul Gauduchon al unei varietiti
complexe compacte de dimensiune n. Aratam ca egalitatea B = G nu este valabila
pe multe spatii twistor, ardtand astfel ci o conjectura a lui Fu si Xiao, Adv. Math.,
2014 (care afirmd ca pe o varietate complexd compactd balansatd avem B = G) nu
este adevarata. Aratam ca egalitatea B = G este valabila pe varietatile Moishezon.
Mai mult, aratam ca o varietate complexa compacta de dimensiune 3 pe care conul
balansat este egal cu conul Gauduchon gi care admite o metrica SKT este de fapt
Kahler. Pentru acest rezultat, ardtim ca o anumita clasa Bott-Chern este atat nef,
cat si de auto-intersectie pozitiva, si apoi folosim rezultatele principale din I. Chiose,
J. Geom. Anal., 2016 si M. Paun, Math. Ann., 1998.

In al patrulea capitol, aritim ci o varietate astheno-Kihler trebuie si satisfaci
o anumita restrictie cohomologica, si anume: fie H%’é(X ) grupul de cohomologie
Bott-Chern de bigrad (0,1) al unei varietiti astheno-Kihler, si H'(X) grupul de



cohomologia Aeppli de bigrad (0,1). Atunci
.70, 70,1 .01
dimH g, (X) < dimH, (X) < dimH g (X) + 1

Rezultatul-cheie in demonstratie este teorema lui Gauduchon care afirma ca, data
o metricd Hermitiand g pe o varietate complexd compacta, existda f : X — R o
functie C™ astfel incat i00ef g"~' = 0. Studiem apoi cateva exemple relevante. Pen-
tru a face aceasta, trebuie sa demonstram o formula Kuneth slaba pentru grupurile
de cohomologie Aeppli. Notam cd Jost si Yau (autorii care au introdus metricile
astheno-Kéhler in J. Jost, S.-T. Yau, Acta Math., 1993) au demonstrat, de aseme-
nea, o conditie cohomologica satisfacuta de varietatile astheno-Kahler, si anume ca
morfismul natural Hyg(X) — Hg’O(X) este surjectiv. Conditia noastra cohomolog-
icd este independentd de conditia Jost-Yau, adica construim varietéti care satisfac
conditia Jost-Yau, dar nu o satisfac pe a noastra.

In al cincilea capitol, caracterizaim metricile Hermitiene care lasi neschimbat

volumul total Monge-Ampére, adica metricile g care satisfac

/X(gﬂaéw)”:/xg”

pentru orice ¢ € PSH(X, g). Ardtam ca aceste metrici satisfac i0dg* = 0,Vk = 1, n.
Acest rezultat a fost conjecturat in S. Dinew, V. Guedj, A. Zeriahi, Complex Var.
Elliptic Equ., 2016.

Aceasta prima parte se bazeaza pe 1. Chiose, Proc. Amer. Math. Soc., 2014,
I. Chiose, R. Rasdeaconu, I. Suvaina, Comm. Anal. Geom., 2019, 1. Chiose, R.
Risdeaconu, I. Suvaina, Ann. Mt. Pura. Appl., 2022, 1. Chiose, R. Risdeaconu,
Ann. Global Anal. Geom., 2023 gi 1. Chiose, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math., 2024.

In a doua parte, discutdm notiunea de rang Kihler al unei varietiti complexe
compacte. Generalizam definitia lui Harvey-Lawson, adicd definim rangul Kéhler al

unei varietati complexe compacte X ca
Kr(X) =max{k|Jw € C;3(X,R),w > 0,w" # 0, dw = 0}

adicd este rangul maxim pe care il poate atinge o forma (1, 1) pozitivd d-inchisa pe
X.

In capitolul sase, enuntdm cateva proprietati ale rangului Kihler si aratim ci,
pentru suprafetele complexe compacte, existd o corespondenta intre formele pozitive

inchise pe o suprafata non-Kéhler si cele de pe blow-up-ul intr-un punct. Apoi



aratam ca, in anumite conditii suplimentare, o varietate cu rang Kéahler egal cu
n este de fapt Kédhler. Pentru a face aceasta, demonstram un caz particular al
unei conjecturi a lui Grauert-Riemenschneider, care afirma ca o clasa nef cu auto-
intersectie strict pozitiva este big.

In capitolul sapte, obtinem o clasificare a suprafetelor complexe compacte de rang
Kahler egal cu 1. Acestea sunt fie suprafete eliptice, fie unele suprafete Hopf, fie
suprafete Inoue. De asemenea, obtinem o demonstratie a invariantiei bimeromorfe
a rangului Kahler pentru suprafetele complexe compacte. Rezultatele-cheie pe care
le folosim sunt o teoremd a lui Marinescu si Dinh din Invent. Math., 2006 (conform
cdreia un capit hyper 1-concav poate fi compactificat), si rezultatul important al
lui Brunella din Comment. Math. Helv., 2013.

A doua parte se bazeazd pe I. Chiose, M. Toma, Amer. J. Math., 2013 si L.
Chiose, J. Geom. Anal., 2016.
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