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1 INTRODUCERE

In aceasti tezi ne ocupim de cateva probleme inverse referitoare la fenomenul
de invazie a filtratului de noroi de foraj intr-un rezervor de petrol (fenomenul
de invazie). Punctul de plecare in elaborarea acestei teze constd in doud
articole pe care le-am publicat in anul 2017 in Journal of Petroleum Science
and Engineering (actualmente Geoenergy Science and Engineering) [6], [7].
Pentru a studia fenomenul de invazie prezentdm in Capitolul 2 primul
model neliniar de invazie cu o fazd a filtratului de noroi de foraj. Acest
model consta dintr-o problema mixta pentru o ecuatie parabolicd de dimen-
siune 1 (care modeleazi difuzia filtratului de noroi in rezervorul de petrol) si
o problem# Cauchy pentru o ecuatie diferentiald de ordinul intai (care mod-
eleazd formarea turtei de noroi de foraj). Cele doud ecuatii ale sistemului de
stare sunt cuplate prin aga numita "ratd de filtrare" [16], notatd in tezd prin
q. Referitor la acest model prezentdm doud probleme de identificare (vezi
Capitolele 2 si 3). In Capitolul 4 introducem al doilea model neliniar de in-
vazie cu o faz# a filtratului de noroi de foraj [5]. In acest model {inem seama
de variatia permeabilititii rezervorului de petrol datoratd fenomenului de in-
vazie. In acest context introducem aga numita permeabilitate deteriorati.
In Capitolul 4 al acestei teze prezentdm 2 probleme de identificare referitoare

la acest model.

1.1 Structura tezei si rezultate principale

In aceasd subsectiune prezentam pe scurt problemele inverse de care ne
ocupdm si rezultatele pe care le-am obtinut. Subsectiunea 1.2 contine definitii,

notatii si teoreme standard de analiz& functionald pe care le-am utilizat in
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aceasta teza.

Capitolul 2 are la bazi articolul [3].
In acest capitol studiem o problemi inversi (o problem# de identificare)
referitoare la primul model neliniar de invazie cu o fazi a filtratului de noroi
de foraj. In problema inversi ne ocupim de identificarea ratei de invazie u
plecadnd de la valori experimentale ale concentratiei filtratului de noroi de
foraj la timpul final 7" al fenomenului de invazie.

Principalele rezultate ale acestui capitol sunt:
1) demonstram existenta si unicitatea solutiei sistemului de stare;
2) demonstrdm cid problema de minimizare are cel putin o solutie gi obtinem
conditia de optimalitate de ordinul intai;
3) obtinem conditia suficientd de optimalitate de ordinul 2.

Capitolul 3 are la bazi articolele [6] si [7].
In problema inversd de care ne ocupim aici studiem identificarea permeabil-
itatii unui rezervor de petrol k € [k, kys|, permeabilitate care este solutia

urmdatoarei probleme de minimizare:

: Lk 2
ke[igﬁmﬁ 5" (T.) = res O

problem4 referitoare la primul model neliniar de invazie cu o faz a filtratului
de noroi de foraj (sistemul de stare).

Principalele rezultate ale acesui capitol sunt urmatoarele:
1) demonstram existenta si unicitatea solutiei sistemului de stare;
2) demonstram cid problema de minimizare are cel putin o solutie gi obtinem
conditia de optimalitate de ordinul intai;
3) obtinem conditia suficientd de optimalitate de ordinul 2.

Capitolul 4 are la bazi articolele [5] si [4].

In acest capitol ne ocupim cu doust probleme de identificare referitoare la al
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doilea model neliniar de invazie cu o faz# a filtratului de noroi de foraj. In
prima problema dorim si identificim permeabilitatea deterioratd y € U prin

rezolvarea urmatoarei probleme de minimizare:

! 2
inf S (T ) = eres(Mlza

referitoare la al doilea model neliniar de invazie cu o fazd a filtratului de
noroi de foraj. In a doua problema de identificare impunem urmaitoarea

permeabilitate deteriorata

1
Oz+(1—a)(1—7)2’

X (1) =

in care determinam scalarul « € [k, 1] prin rezolvarea urméitoarei problema

de minimizare:

1

. (04 2
Lt ST ) = e Ol

Sistemul de stare este acelagi cu cel din problema precedenti.

Principalele rezultate ale acestui capitol sunt urmétoarele:

1) propunem un model neliniar al fenomenului de invazie (al doilea model
neliniar de invazie cu o fazd a filtratului de noroi de foraj);

2) demonstrim existenta gi unicitatea solutiei sistemului de stare;

3) demonstram c& fiecare din cele doud probleme de minimizare are cel putin

o solutie si obtinem conditiile de optimalitate de ordinul intai.

1.2 Cateva rezultate de analiza functionala

In aceasta subsectiune prezentam definitii, notatii si rezultate matematice

standard pe care le utilizdm in aceasta teza.
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1.2.1 Spatii Banach

Aici prezentdm teorema de punct fix a lui Schauder, definitia functiilor deriv-

abile Gateaux si definim tripletul variational (tripletul Gelfand).

1.2.2 Spatii Holder

Aici prezentdm definitia functiilor continue Holder cu exponent +y, introducem

spatiul Holder C™7(I), si spatiile Holder parabolice C37(Q) si C1+2247(Q).

1.2.3 Spatii Lebesgue si Sobolev

In aceast subsectiune introducem spatiile Lebesgue LP(2), unde & C R"
este o multime deschisd si marginitd cu frontiera OS2 suficient de regulata si
1 < p < oo, spatiile Sobolev W*?(I), I = (1,L), L > 1, spatiile Hilbert
H*(I) = W*2(I) si enuntim lema lui Stampacchia. ([13], p. 289) si teorema
lui Arzela ([8], p. 111, [17], p. 85).

1.2.4 Functii cu valori vectoriale

Fie X un spatiu vectorial normat real cu norma ||-|| - . O funcie f : [0,7] — X
se numegte functie cu valori vectoriale. In aceast# subsectiune definim spatiul
functiilor continue cu valori vectoriale C'([0, T']; X), spatiul Lebesque-Bochner
LP(0,T;X), 1 < p < oo si derivata slabd f" a unei functii f € L(0,T; X).
Fie V un spatiu Banach reflexiv cu dualul V', H un spatiu Hilbert si
V C H, cu injectia continud gi densd. Identificim H cu dualul siu H' si
considerdm tripletul variational V' C H C V’. La sfarsitul acestei subsectiuni

enuntdm teorema Lions-Aubin’s [12] si teorema Ascoli-Arzela’s [11], p. 55.
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1.2.5 Problema Cauchy: abordare variationala

In aceasta sectiune enuntam teorema lui Lions, teorema pe care o utilizdm

de mai multe ori in aceasta tezi.

1.3 Notatii

Vom utiliza urmétoarele notati: p, este viscozitatea filtratului de noroi
(Pa - s); p, este densitatea turtei de noroi (kg/m”); ® este porozitatea rez-
ervorului de petrol (adimensionald, 0 < ® < 1); &, este porozitatea turtei
de noroi (adimensionald, 0 < ®. < 1); £ este grosimea turtei de noroi (m); ¢
(sau O) este concentratia filtratului de noroi de foraj (kg/m®); C; este con-
centratia filtratului de noroi de foraj in noroiul de foraj (kg/m®); ¢,es (sau
Ches) 0 valoare de referintd a concentratiei (kg/m®); ¢, este concentratia de
particule solide din noroiul de foraj (kg/ m?’); co (sau Cp) este concentratia
initiald a filtratului de noroi de foraj (kg/m®); D este coeficientul de difuzie
(m?/s); h este grosimea rezervorului de petrol (m); k este permeabilitatea
rezervorului de petrol (m?); ko este permeabilitatea rezervorului de petrol in
zona necontaminatd (m?); k. este permeabilitatea turtei de noroi (m?); m..
este masa particulelor depozitate pe peretele sondei (kg); p. este presiunea
rezervorului de petrol (Pa); Sy este saturatia in apd ireductibild (adimen-
sionald); S, este saturatia in apd reziduald (adimensionald); ¢ este rata de
invazie (m?®/s); x este distanta radiald fata de axa sondei (m); x,, este raza

gaurii de sondid (m); z. este raza de drenaj (m).



2 IDENTIFICAREA RATEI DE INVAZIE
IN PRIMUL MODEL NELINIAR DE IN-
VAZIE CU O FAZA A FILTRATULUI DE
NOROI

In acest capitol studiem o problems de identificare referitoare la primul model
neliniar de invazie cu o fazd a filtratului de noroi de foraj. Acest model il

prezentdm pe scurt in Sectiunea 2.1, utilizand lucrarile [16], [9].

2.1 Primul model neliniar de invazie cu o faza a filtrat-

ului de noroi

Modelul fenomenului de invazie pe care il utilizidm in acest capitol este format
din doud parti: prima parte descrie cresterea turtei de noroi iar a doua parte
descrie dispersia (invazia) filtratului de noroi de foraj in rezervorul de petrol
(vezi [16], [9]).

a. Cregterea grosimii turtei de noroi

Prin utilizarea unor ipoteze simplificatoare, in [16] se aratd cd grosimea turtei

de noroi ¢ satisface urmatoarea problema:

a  q(§)
% - quw_g’ (21)
£(0) = 0, (2.2)
unde
ke | Ze
(&) = qo7; e (2.3)
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2rkhA
do = 71,59, (2.4)
pyln gy
1—®)c,
(1-®)c (2.5)

T omh(1—®,)p,

Datorita unui considerent de ordin fizic impunem urmaétoarea conditie:
0<E&<Ey <ay— 4. (2.6)

b. Dispersia filtratului de noroi de foraj in rezervorul de petrol
In [16] se arats ci dispersia C' a filtratului de noroi de foraj in rezervorul

de petrol este solutia urmatoarei probleme mixte:

0C 10 (00N a4l oc
ot oz (”“"D (€) 8:1:) e (1= Son =Sy 02" 27
pentru (t,2) € (0,T) X (X, xe), T >0, 2y < T,
C(0,z) = Co(x), © € (T, xe), (2.8)
C(t,xy)=0Cp, C(t,z.) =0, te(0,7). (2.9)

Consideram c& este verificatd urmatoarea conditie de cétre concentratia in-

itiald a filtratului de noroi de foraj Cy:

0<Cy <y, (2.10)

si impunem urmatoarea conditie

0 < Syir + S < 1. (2.11)

10
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Cea mai utilizata formuld pentru calcularea coeficientului de difuzie este:

D(§) =a (5;2)5 (2.12)

unde > 0 ¢i f > 1 sunt parametri empirici. In form&d adimensionald,

modelul (2.1)-(2.2), (2.7)-(2.9) devine

d

d—f - le(_g)g (2.13)
§(0) = 0, (2.14)
- i 2.15
O eyt (2.15)

oC 0 oC oC
= = <P6‘1x‘5q5 (€) %> +(Pe a7 (&) —a7lq(€) 5 (2.16)
C(0,z)=Cy, z€(1,L), (2.17)
Ct1)=1, C(t,L)=0, t€(0,T). (2.18)

unde
o(1-@ 1_Swi7‘_Sor s
Pe = Lﬁ (2.20)
Oéto (ngow—h)

este numarul Péclet. In (2.20) avem 8 > 1. In forma adimensionald conditiile
(2.10) si (2.6) devin:
0<Cp <1, (2.21)

0<{<&y <l (2.22)

11



CAPITOLUL 2. IDENTIFICAREA RATEI DE INVAZIE

Sistemul (2.13)-(2.18) se numeste primul model neliniar de invazie cu o fazd

a filtratului de noroi de foraj.

2.2 Problema inversa

Asa cum am ardtat in Sectiunea 2.1 fenomenul de invazie este descris de
dubletul (£, C) (cresgterea grosimii turtei de noroi £ si concentratia filtratului
de noroi de foraj C'). Reamintim c& problema Cauchy (2.13)-(2.14) descrie
cresterea grosimii turtei de noroi. Dacd toate marimile fizice care apar in
(2.15) si (2.19) se cunosc, putem rezolva problema Cauchy (2.13)-(2.14) si

astfel putem determina functia & = £(¢). Fie functia

w:[0,T] — Ry, u(t) = q(E(t)). (2.23)

Daci utilizém aceastd functie in (2.16), atunci problema mixta (2.16)-(2.18)

devine:
@ _g -1..-8,8 @ -1,.-6-1,8 _ 1 @
5% = O <Pe x P uP (t) 8x)+(Pe x u’ () —xu(t)) o (2.24)
C(0,z)=Cy, z€(1,L), (2.25)
C(t,1)=1, C(t,L)=0, t e (0,T). (2.26)

Concentratia C(t,z) a filtratului de noroi de foraj se obtine prin rezolvarea
problemei mixte (2.24)-(2.26).

In acest capitol presupnem c& nu cunoastem valorile tuturor marimilor
fizice care apar in (2.15) si (2.19) (de exemplu nu cunoastem valoarea per-
meabilitatii turtei de noroi k.), deci nu putem determina rata de invazie ¢
prin utilizarea formulei (2.15). In consecintd nu putem determina solutia ¢ a

problemei Cauchy (2.13)-(2.14) si functia u datd de (2.23). Astfel, in prob-

12
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lema inversa pe care o studiem in acest capitol ne ocupadm cu determinarea
functiei v (rata de invazie) datd de (2.23) plecand de la valori observate ex-
perimental (valori de referintd) ale concentratiei filtratului de noroi C(7, z)
la timpul final 7" Fie C,.; valorile observate experimental (valori de refer-
intt) ale concentratiei filtratului de noroi C(T', z) la timpul final T. In cele ce
urmeaza identificim rata de invazie u prin rezolvarea urméitoarei probleme

de minimizare:

o1
inf 9 |1C(T,-) - Cref(')Hiz(LL) ’

unde C (T, -) este solutia problemei mixte (2.24)-(2.26), pentru orice u din

multimea
U={ueWh*(0,T); 0 <u, <u(t)<1, ae te(0,7),

w(0) =1, u(T) = up, [v ()] <uxl, (2.27)

unde 0 < u,, < 1 §i us > 0 sunt constante date. Reducem aceastd problema
la o problema de control optimal, in care controlul apare in toti coeficientii
ecuatiei parabolice. Pentru u € U, fie C(t, z) solutia sistemului (2.24)-(2.26).
Acest sistem se numeste sistemul de stare. Fie C,..; € L*(0,1) o functie

cunoscutd. Definim functionala cost
1
Jl (u) = 5 HC (Ta ) - Cref (.)Hiﬁ(l,L) y (228)

si introducem urmétoarea problema de minimizare:

inf J; (u) . (2.29)

uelU

13
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Dacd efectudm transformarea

L—=x

C = .
N

atunci sistemul de stare (2.24)-(2.26) devine:

0 0 0 0
%zégemkgywmb%+ﬂw,w@€@

y(0,$)2y0($), S (1>L)>

y(t,1)=y(t,L)=0,t€(0,T).

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Coeficientii sistemului de stare a, b si f din (2.31) depind de z si u. In cele

ce urmeazd este foarte important pentru noi cum depind acesti coeficienti de

controlul u. De aceea, pentru a simplifica scrierea notam:
a(u) = Pe o™ PuP,
b(u) = Pelz PP — a7,
fw=Pe (-1 (L—1)"2 W —(L—1)" 27,
yo (2) = Co(z) + (L—1)"" (= L).

Cu transformarea (2.30) functionala cost (2.28) devine:

Lo
T (@) = 5 19" (T) = gres Oll .y

unde
L—=z
L—-1

Yrep (¥) = Creg (2) =

(2.34)

(2.35)
(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

In (2.38) y" reprezintd solutia sistemului de stare (2.31)-(2.33) care core-

14



CAPITOLUL 2. IDENTIFICAREA RATEI DE INVAZIE

spunde lui v € U. In aceste conditii problema de minimizare (2.29) devine:

inf J (u) . (P)

uelU

Vom folosi notatia ’ pentru a semnifica derivarea in raport cu controlul

u. Astfes utilizdm notatiile:
d (u):=p-Pet-g7F (2.40)
V(u):=p-Pet oty — g7t (2.41)

/ L B(ﬁ_l) uﬁil 1
W= o=y v =D o

(2.42)

2.3 Teorema de existenta a solutiei sistemului de stare

FieV=H}(1,L),H=L*(1,L)siV' = H ' (1, L) dualul lui V. IdentificAim
H cudualul sfusiV — H = H — V', cu injectii continue si dense. Fie

Yo € H (see (2.37)) siu e U.

Teorema 2.1 Fie yg € H gi u € U. Sistemul de stare (2.31)-(2.33) are o

solutie unica y*,

y* € C([0,T); HYNL*(0,T; V) n W' (0,T;V"). (2.43)

15
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Au loc estimdrile

T
sup [ly* (0)]% + / ly" OI2 dt < C. (2.44)

t€[0,T]
T
/

unde constantele C' §i Cy nu depind de w. Dacdu; € Ui =1,2 iy, 1 =1,2

2
dt < Oy, (2.45)

V/

dy"
— (2

sunt solutitle corespunzatoare ale sistemului de stare atunci are loc estimarea

u1

ug |12 U ug |12 2
19" =y o + 19 = ¥ 2019y < Collun —well,,  (2.46)

unde Cy nu depinde de uy §i us.

Teorema 2.2 Fiey € L*(0,T;V) cuy € L*(0,T;V") solutia slabd a prob-
lemei (2.31)-(2.33).

i) Dacd yo € V' atunci
y € L*(0,T; H*(1,L)) N L>(0,T;V),y € L*(0,T; H) (2.47)

st

>

2 2 2
esssup [ly(¢)|ly + ||1/HL2(0,T;H2(1,L)) + ||y/||L2(0,T;H)
1<t<T
2 2
< O w220,y + lwolly)- (2.48)
i) Dacd yo € V N H*(1, L) atunci

y € L=(0,T; H*(1,L)), v € L>=(0,T; H)n L*(0,T;V), y" € L*(0,T; V")
(2.49)

§t

16
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2 2 2 2
esssup(ly(0) 50y + 1 13) + 1/ 50 + 1 o

< OO @z o,rsmny + Noll e, z)- (2.50)

2.4 Teorema de existenti a solutiei problemei ( P)

Aratdm cd problema de minimizare (P) are cel putin o solutie.

Teorema 2.3 Fie y,.; € H (vezi 2.39). Problema (P) are cel putin o solutie

u* cu solutia sistemului de stare

v € C([0,T]; H)NL*(0,T; V)N H' (0, T; V). (2.51)

2.5 Sistemul in variatii de ordinul intai

Teorema 2.1 afirma ca pentru fiecare u € U existd o unicd solutie y" a
sistemului de stare (2.31)-(2.33). Accest fapt ne permite si definim aplicatia

control-stare S. Fie:
X :=L>(0,7T), Y :=C(0,T);H)NnL*(0,T;V). (2.52)
Definim aplicatia control-stare astfel:
S:UCX =Y, S(u):=y"“ (2.53)

In cele ce urmeaza aratam ca aplicatia S este derivabild Gateaux in u* gi ii

obtinem derivata Gateaux. In acest context consideram sistemul in variatii

17
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de ordinul intai:

%3 (e F) —ben 5

ot Ox % %
_g ! * ay* / * ay* / *
-2 ( (u)ax)ww(u)axww(u)w, (1) € .
2(0,z) =0, x € (1,L), (2.54)

z(t,1)=2(t,L) =0, ae. t€(0,T),

unde w € WhH=(0,T).

Teorema 2.4 Fie w € W (0,T). Sistemul (2.54) are o solutie unicd
z€ C([0,T); H)NL*(0,T;V)n H' (0,T;V"). (2.55)

Solutia z satisface estimarea

T
sup ||z (&) + / 1= O dt < C flwll% (2.56)

t€[0,T]

unde constanta C' nu depinde de w si z (2.54). In plus

z € WH(0,T; H) N L™(0,T; V)N L*(0,T; H?) (2.57)

2.6 Sistemul dual si conditia de optimalitate de ordinul
intai
Fie sistemul dual:
9 (Y 2L ) i
g (4 ) + g 00 im0 (2.58)
p(T,2) =y" (T,2) = Yres () in (1,L1), (2.59)
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p(t,1)=0,p(t,L) =0, ae. t € (0,T). (2.60)
Teorema 2.5 Sistemul dual (2.58)-(2.60) are o solulie unica
peC(0,T],H)nL*(0,T;V) N H (0, T V’) . (2.61)
Dacd yo € H*(1,L) NV, ypep € V, atunci
p € WH0,T; H) N L>®(0,t;V) N L*0,T; H?). (2.62)

Teorema 2.6 Dacd u* este o solutie a problemei (P), y* este solutia sis-
temului de stare corespunzdatoare lui u* gip este solutia sistemului dual (2.58)-

(2.60), atunci u* satisface conditia necesard

/ D () —u () B () dt >0, (el (2.63)

L * *
P (1) ::/1 (a/ (u*) %%@; - (u*)paa?i — f (u*)p) dz, a.p.t. t€ (0,T).
(2.64)

2.7 Conditia suficienta de optimalitate de ordinul doi

In aceast# sectiune obtinem conditia suficientd de optimalitate de ordinul doi.
In acest scop demonstrim c# functionala cost J este de doud ori derivabild
pe U. In acest scop demonstram ci aplicatia control-stare (2.53) este de doud

ori derivabild Fréchet.
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3 IDENTIFICAREA PERMEABILITATII UNUI
REZERVOR DE PETROL IN PRIMUL MODEL
NELINIAR DE INVAZIE CU O FAZA A
FILTRATULUI DE NOROI

In acest capitol studiem o problems de identificare referitoare la primul model
neliniar de invazie a filtratului de noroi de foraj prezentat in Capitolul 2,
Sectiunea 2.1. Urmarim sa identificdim permeabilitatea k a unui rezervor de
petrol pornind de va observatii experimentale ale concentratiei C' a filtratului

de noroi de foraj.

3.1 Introducere

Considera primul model neliniar de invazie cu o faza a filtratului de noroi de

foraj in urmétoarea forma adimensionala:

de

£ e 31)
£0) = 0, (3.2)

dy 0 dy Iy
W D e b e+ b, (0) € Q63)
y(O,l‘) = yo(l“), I€(1>L)> (34)
y(t,l) = 0, y(t,L)ZO, t e (U,T). (3.5)

unde @ = (0,7) x (1, L) si
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REZERVOR DE PETROL

alek) = (1M (36)
bek) = paleh) - 25 (.1
fER) = il - e sh. 69
HEH) = o g &
"R = —TE (3.10)

yo(z) = Co(x) — i:f (3.11)

Impunem conditia (vezi (2.22)):
0<E<E, <1

Dorim si determindm permeabilitatea rezervorului de petrol k € [k,
kpr] pornind de la observatii experimentale (valori de referinti) ale solutiei
ecuatiei (3.3) la timpul final T Fie y,.f(x), © € [1, L] aceste valori de refer-

intd. In scopul determinarii lui £ studiem problema

it 5 [ 0T 0) = g a) P (3.12)

referitor la (3.1)-(3.5) pentru k£ € U, unde multimea de control este U =
[k, kag]. In (3.12) notatia y* reprezint# solutia sistemului (3.3)-(3.5) care

corespunde lui k.
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3.2 Teorema de existenta a solutiei sistemului de stare

Denumim (3.1)-(3.5) sistemul de stare.

Teorema 3.1 Fiek € [k, k] siyo € VNH?(1,L). 1) Sistemul (3.1), (3.2),

(3.3)-(3.5) are o solutie unicd (£*,y*), cu urmdtoarele proprietdti:

d k
y* € L=(0,T; H*(1, L)), d—yt € L®(0,T; H)NL*0,T;V),  (3.13)
k k
INTE: dy 2 dy 2
t i S n< O (3.14
1 (Ol + 1 GO o) | ) rarn< € (319

i) Dacd ky, ky € [km, knr] g0 (€51, 4%), (€7, y*2) sunt solutiile unice ale sis-

temului (3.1)-(3.5) corespunzdtoare lui ky i ko, respectiv, atunci avem:
k k
Hg ' _f ZHC([O,T}) S L|k1_k2|7 (315)

Sup Hykl o ykZHiI _'_ Hykl - ysziz(O,T;V) S CQ ‘kl - k2‘2 . (316)
t€[0,T]

3.3 Teorema de existentd a solutiei problemei (P)

In aceastd sectiune ardtdm cd problema de minimizare (3.12) are ce putin o

solutie. Fir y,.; € V o functie data si functionala cost

TH) = 3 W T 2) ~ ves @y (3.17)

Consideram urmatoarea problema de minimizare:

inf  J(k), (P)

k€[km k]
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referitoare la (3.1)-(3.5).

Teorema 3.2 Problema (P) are cel pulin o solutie k* € [k, k| st solutia

sistemului de stare (£*,y*) are urmdtoarele reqularitati

y© € C(0.T1V) N L0, Ty HA(1, L) N V), (0,T;H),

dt
& e o' (o,1)).

3.4 Sistemul in variatii de ordinul intai

In aceasts sectiune aritim ci aplicatia control-stare S este derivabild Gateaux
si obtinem expresia derivatei sale.
Fie k* un control optimal (o solutie a problemei (P)), h; € R si sistemul

in variatit de ordinul intdi:

le . * ag * 7%
i g(f k)2 %(f k™ )Yhy, t € (0,T), (3.18)
21(0) = 0, (3.19)
822 0 822 822
5 a—(a(fa k* ) ); b(&", kK )893 af
Qs y y* .
R G R F) + € ) + SHE Kl
0 Oa 8y Ob . 8y af
(Ot k)9 + 22 k)L 4 (e k) (3.20)
pentru (¢,z) € Q,
29(0,2) =0, z € (1, L), (3.21)
2(t,1) =0, 2(t,L) =0, t € (0,T). (3.22)

Teorema 3.3 i) Sistemul (3.18)-(3.22) are o solutie unicd (z1,z2) astfel
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incat

d
2 € C([0,T); V)N L2(0, T; H*(1,L) N V), f c L2(0,T; H), (3.23)

i1) Solutia (z1, z9) satisface estimarea
||22||é([0,T];H) + ||Z2||i2(O,T;V) dt < Cg |h1|2> (3.24)

121/l oy < Crlhal. (3.25)

3.5 Sistemul dual si conditia de optimalitate de ordinul
intai

In aceast# sectiune obtinem conditia necesari de optimalitate de ordinul intai

(vezi Teorema 3.5). Fie k* € [k, kar] o solutie a problemei (P) si (¥, y*)

solutia sistemului de stare (3.1)-(3.5) corespunzitoare lui £*. Functionala

cost J datd de (3.17) este derivabild Gateaux in k* si derivata sa Gateaux

J'(k*) : R — R este

L

J (k") (hy) = /1 (Y (T, z) — yres(x)) 22(T, x)dz, (3.26)

unde 2z este solutia problemei (3.20)-(3.22) corespunzitoare lui hy. Deoarece
J este derivabild Gateaux in k* si multimea [k, kas] este convexd si inchisd

conditia necesard de optimalitate este ([14], Teorema 1-2.1, p. 1180):

J(E*)(k —k*) >0, for all k € [ky,, k] (3.27)
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Din (3.26) si (3.27) obtinem c4 inegalitatea

(k — k*)/l (Y (T, ) = Yres(2)) o (T, x)dx > 0, (3.28)

are loc pentru orice k € [k, kas]. Introducem sistemul dual:

dpl o ag * * b aa * * ay* 8p2
_% - 8_§(€’k)pl_ . a_g(gak)%%x
L ay
E-Gs / G K s, (320
n(T) = 0, (3.30)
0 0 0 0
—TE = 5l TE) - (B R pa), (La) € Q (331)
p(T,z) = y(T,x) — yres(2), x € (1, L) (3.32)
pa(t,1) = 0, pa(t,L) =0, t € (0,7). (3.33)

Teorema 3.4 Sistemul (3.29)-(3.33) are o solutie unicd (p1,p2) cu pro-

priertatile:

po € C([0,T); V)N L0, T; H*(1,L)NV), == € L*(0,T; H),  (3.34)

dt

P2

esssup [|[p ()3 + || p2 720,120, + | 720 < Cune (3.35)

t€[0,T]

Teorema 3.5 Fie k* € [k, ky] o solutie a problemei (P), (£%,y*) solutia
sistemului de stare (3.1)-(5.5) si (p1, p2) solutia sistemului dual (3.29)-(5.33).

Atunci k* satisface conditia necesard de optimalitate:

(k — k*)®1(k™) > 0 pentru orice k € [k, k], (3.36)
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unde

B (k) = / (=22 ko — Lo iy 2002

o 1 0 Ok 0z Oz
HGHE R+ € R
+[g—=§(§*, ), + %(5*, k") |pa b, (3.37)
4i b, este solutia urmdtoarei probleme:
T = R+ GHE ), (3.39)
6, (0) = 0. (3.39)

3.6 Sistemul in variatii de ordinul doi

In aceasta sectiune aratam ca aplicatia control-stare S este de doud ori deriv-
abila Gateaux in k*. In acest context introducem sistemul in variatii de

ordinul doi gi ardtdm ci acest sistem are o solutie unicd (wq, wy) astfel incét

d
wy € C([0,T): V)N L2(0, T; HX(1,L) N V), % € L2(0,T; H).  (3.40)

3.7 Al doilea dual si conditia suficienta de optimalitate

In aceastd sectiune obtinem conditia suficientd de optim local. Fie k* €
[km, kar] o solutie a problemei (P). Ar#tdm cd functionala cost J datd de
(3.17) este de doud ori derivabild Gateau in £*. Introducem al doilea sistem

dual and i ar#tdm cd acest sistem are o solutie unicé (qq, g2) astfel incat

g2 € C([0,T]; V)N L2(0,T; H2(1, L) N V), % € L2(0,T; H).
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3.8 Rezultate numerice

In aceastd sectiune prezentam o implementare numerica a metodei inverse
prezentatd in acest capitol. Urmaérim si determinidm valoarea permeabil-
itatii rezervorului de petrol k* pornind de la valorile de referind C,.r(x) ale

concentratiei filtratului de noroi C(7', z).
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4 PROBLEME DE IDENTIFICARE REFER-
ITOARE LA AL DOILEA MODEL NELINIAR
DE INVAZIE CU O FAZA A FILTRATU-
LUI DE NOROI

In acest capitol studiem doud probleme de identificare referitoare la al doilea

model neliniar de invazie cu o faza a filtratului de noroi de foraj propus in

[5].

4.1 Al doilea model neliniar de invazie cu o faza a fil-

tratului de noroi

In cele ce urmeazi utilizém ipotezele simplificatoare din [16], dar in ceea ce
priveste permeabilitaea rezervorului de petrol utilizim urmé&toarea ipoteza
(vezi [5]): permeabilitatea reservorului are o valoare constantd ko in zona
necontaminata, dar in zona invadata permeabilitatea rezervorului de petrol

ks este afectatd de fenomenul de invazie asa cum rezultd din formula

ks = kofa(c/cy), (4.1)

In (4.1) ¢; este concentratia de filtrat de noroi in noroiul de foraj (care
este egald cu concentratia filtratului de noroi de foraj la peretele sondei) iar
fa:10,1] — [’;—0, 1} este o functie pozitiva si descrescdtoare cunoscuta, astfel

incat este integrabild pe [z, 7] si f4 (0) = 1. Permeabilitatea turtei

1
zfa(C/Cy)
de noroi este mai micd decat permeabilitatea rezervorului astfel incat avem

,’z—; < fa(c/ep) < 1. Numim functia datd de (4.1) permeabilitate deterioratd
[16].
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Impunem urmaétoarele conditii adimensionale aga cum am facut in Capi-
tolele 2 si 3 (vezi (2.6)):
0<&<&y <l (4.2)

Utilizam urmatoarele notatii:

x(c) = f;@. (4.3)
I(c) = /1 %X(c)da:, (4.4)
koln L
A [E ) -
a(c &) = Pe_lx_ﬁqﬁ (c,§), (4.6)
b(c,&) = Pe 'z 1¢% (c,&) — a7 'q(c, ), (4.7)

f(e,§) = (4.8)

(1 =&) [kl () =In (1= ¢)]
Astfel, al doilea model neliniar de invazie cu o faza a filtratului de noroi

de foraj se scrie sub forma:

% = % (a (¢, §) %) +b(c€) %, (4.9)

c(0,z) =co(z), z € (1,L), (4.10)

c(t,1)=1, c¢(t,L)=0, t € (0,T), (4.11)
dg

L (112

§(0)=0. (4.13)

In cele ce urmeaza consideram ca valoarea initiald ¢y a concentratiei ver-
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ificd urmétoarele conditii:

(1) =1, (L) =0, 0< o < 1. (4.14)

4.2 Identificarea permeabilitatii deteriorate

In aceast# sectiune ne propunem s# identificim (plecand de la anumite ob-
servatii experimentale) permeabilitatea deterioratd in sistemul (4.9)-(4.13).

Consideram urmatoarea multime de control
- 1
U={xeW*>>0,1); 1<x(7) < = Ixllwemn < X}y (4:15)

unde y,, > 0 este datd. In (4.15) k, este permeabilitatea adimensionald a

turtei de noroi. Considerdm urméitoarea problemé de minimizare:

.1
inf 5 1T, = eres (Mo (4.16)

pentru orice y € U unde ¢, este o valoare de referintd (observati) a con-
centratiei filtratului de noroi, iar (cX,&Y) este solutia sistemului (4.9)-(4.13)

corespunzatoare lui .

4.2.1 Teorema de existenta a solutiei sistemului de stare

Utiliziém urmétoarele notatii: H = L?(1,L), V = H}(1,L), Q = (0,T) x
(1, L).
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Teorema 4.1 Fie
co € WH°(1,L),co(1) =1, ¢ (L) =0,0 < ¢y < 1. (4.17)

Sistemul de stare (4.9)-(4.13) are o solutie unicd (cX,&X), cu urmdtoarele
proprietdti:

i) X € C3(Q), & € 037(Q), T5 € C37(Q); ii) 0 < X < 1; iii) & este

) Ox2

mdrginitd pe Q : existd M > 0, care nu depinde de x, z $i c¢?, astfel incdt

X
9| < . (4.18)

& e C([0,T]), 0< & (1) <&y, (V) te[0,T].
4.2.2 Teorema de existentd a solutiei problemei de minimizare
(4.16)

Scopul acestei sectiuni este acela de a ardta cd problema de minimizare (4.16)

are cel putin o solutie.

Teorema 4.2 Problema de minimizare (4.16) are cel putin o solutie x* cu
solutia corespunzdtoare (¢*,&") a sistemului de stare.
4.2.3 Sistemul in variatii de ordinul intai

In aceastd sectiune ardtam ca aplicatia control-stare S este derivabila Gateaux
si obtinem derivata sa Gateaux. In acest scop introducem sistemul in variatii

de ordinul intai (4.22)-(4.26). Pentru x € U notdm cu (cX, £X) solutia unici
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a sistemului de stare (4.9)-(4.13). Fie aplicatia control-stare:
§:U =Y, 5(x) = (¢5,89), (4.19)
unde ) este spatiu Banach
y=C(0,T];H) x C([0,T7]). (4.20)
inzestrat cu norma
16, €)1l = t:}é%(H@(t)H?{ +[E@))- (4.21)

Fie x* o solutie a problemei (4.16), (c*,£") solutia sistemului de stare
(4.9)-(4.13) corespunzitoare lui x* siw € W% (0, 1) . Fie sistemul in variatii

de ordinul intdr:

0 0 0 0 L 0
a—j =5 (a(c*,f*)a—;) +b(c*,§*)a—; + (/1 EX*I (c*)zdx)%(az(c*,f*) 8:(:)

[T @) (¢ 6) G + 5l € G0) + bl )5
L ) dc* L *
[ @) gl 5+ [ Tu @ e )5 L) eq
(4.22)
2(0,2)=0, z€(1,L), (4.23)
z(t,1) =z (t,L) =0, a.p.t. t € (0,7), (4.24)
L L

= e e / X (C*)Zdﬂfﬂtfs(c*’f*WJ“ff(c*’f*)/l Lo
(4.25)
3 (0) = 0. (4.26)
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Teorema 4.3 i) Pentru fiecare w € W2 (0, 1) sistemul (4.22)-(4.26) are o

solutie unicd (z,1) astfel incat

z€ C([0,T;V)NL*0,T; H*(1,L) NV, % cL?(0,T;H). (4.27)

ii) Avem
2 2 2
[z, )y + ||Z||L2(0,T;V) < Ks ||w||wlv°°(o,1) ) (4.28)

unde

1G5 = ll2lleo ey + 1 leqom)

§1 KCs > 0 nu depinde de x* € U, z*, £, z i €.

4.2.4 Sistemul dual si conditia necesara de optimalitate

In aceastd sectiune obtinem conditia necesara de optimalitate (vezi Teorema

4.5). Fie sistemul dual:

L
on__9 (a(c*,5*)%>+3(b(6*,§*)p1)+%x*/ () /1 ar(ct, )2 g,

ot Ox Oxr ) Oz Ox Ox
1 */ % L >k a * */ >
@) [ bl )G — LA N @ (429

p (T,x)=c" (T,x) — cref (x), in (1,L),

p (t,1)=p; (¢, L) =0, ae. t € (0,T),

dps 2 dc* Oy Lo e
Tl = [ ol €15 e [ (e ) Gomde, e 0.7,
(4.30)
po (T) = 0. (4.31)
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Teorema 4.4 Fie
Cref € H'(1,L), Cref(1) =1, crep(L) =0, 0 < crep < 1. (4.32)

Sistemul dual (4.29)-(4.31) are o solutie unicd ((,n) cu urmdtoarea reqular-

itate

CeC([0,T;V)NL*0,T; H*(1,L) NV), % c L?(0,T;H). (4.33)

Teorema 4.5 contine conditia necesara de optimalitate.

Teorema 4.5 Fie x* o solutie a problemei (4.16), (c*, &) solutia sistemului
de stare (4.9)-(4.13) corespunzdtoare lui x* gi (p1,p2) solutia sistemului dual

(4.29)-(4.31). In aceste conditii x* verificd (4.34)

/OT(/lL éX(C*)dI)q)(X*at)dt > /OT(/lL éx*(C*)dx)@(X*,t)dt, (V)X el

(4.34)
unde
. L . s 0C* 0 . e OC* .
o (x*,1) 3:/1 (—ar(c,§ )%% +br(c*, € )axpl)d93+f1(0 & )p2s
(4.35)
a.p.t. t € (0,T).

4.3 Identificarea valorii minime a permeabilitatii unui

rezervor de petrol

In aceastd sectiune alegem functia y (permeabilitatea deterioratd) de forma:

1
X(T):a+(1—a)(1—7')2’76[0’1]’ (4.36)
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unde « este un numdr pozitiv astfel incat 0 < k. < a < 1.
Urmadrim sa identificim « care este o solutie a urmétoarei probleme de
minimizare:

N S 2
Min 2 [l€(T, ) = crer()Eagr .y (4.37)
pentru a € [k, 1], unde ¢, este concentratia de referintd (observatd) a
filtratului de noroi.
4.3.1 Teorema de existenta a solutiei sistemului de stare

Teorema de mai jos afirma c4 sistemul de stare (4.9)-(4.13) are o solutie unici

pentru orice control o € [k, 1].

Teorema 4.6 Fie o € [k, 1]. Atunci sistemul de stare (4.9)-(4.13), unde x

este data de (4.36), are o unicd solutie (c¢*,£%) cu urmdtoarele proprietati:

i) € C3(Q), & e C3(Q), Ly € C3(Q):id) 0 < (t,2) < L, pentru

) Ox2

(t,x) € Q;iii %L; este mdrginitd pe Q : existd M > 0, care nu depinde de

Yo @ i @, astfel tncat sup |%2] < M; i) € € CH(0,T]),0 < £(t) < &,
Q

pentru orice t € [0,T] .

4.3.2 Teorema de existenta a solutiei problemei de minimizare

(4.37)

In aceastd sectiune demonstram c# problema (4.37) are cel putin o solutie

(vezi Teorema 4.7). Considerd c,.; o functie datd astfel incat
Cref € H' (1, L), Crep (1) = 1,¢ep (L) =0, 0 < ey < 1. (4.38)

Teorema 4.7 Problema (4.37) are cel putin o solutie o € [k..1] cu solutia

sistemului de stare corespunzdatoare z* = (c*,&") .
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4.3.3 Sistemul in variatii de ordinui intai

In aceastd sectiune ardtam ca aplicatia control-stare S este derivabila Gateaux.
Pentru a determina derivata sa Gateaux utilizdm sistemul in variatii de or-

dinul intai (4.39)-(4.40). Fie sistemul in variatii de ordinul intai:

0z 0 v a 07 o e 07
5_%(Q(C 76 )0:1:)+b(c 76 )ax

L o oc*
2(1-a) ([ =gl ) F)

L a *
+2(1— o) (/1 éx*m — E)adr)br(c’ €5

0 oc* Oc*
o (ag(e €) ) + bel(, €) 50

a koK aC* * ¢k %
+wa%(a1(c € )ax)—l—wabl(c € )(993

2(0,z) =0, x € (1,L),

, (t,z) € Q, (4.39)

z(t,1) =2 (t,L) =0, a.p.t. t € (0,7),

W 2010 e €) [ I el + R €N e
¥ (0) =0, (4.40)

unde 5
o(t) = —/1 ix*2(20* — ?)du. (4.41)

Teorema 4.8 i) Sistemul (4.39)-(4.40) are o solutie unicd (z,v) cu propri-

etatile

2 C([0,T; V)N L*0,T; H*(1,L) NV, % cL?(0,T;H). (4.42)
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ii) Avem
IG5 + 12120 vy dE < Kl (4.43)

unde K4 nu depinde de z, 1 si w.

4.3.4 Sistemul dual si conditia necesara de optimalitate

In aceast# sectiune obtinem conditia necesars de optimalitate (4.48) (vezi

Teorema 4.10). Fie sistemul dual

Opr 0 O\, O L
2= o () F) g 0 )
* * l *2 g * ok ac*%
+2(1 —a")(1—c )xX /1 ar(c*, & )ax 8:cdx
)b [ e G200 1) e e
« C.CL’X . 7\C, axpl'r « Cxlcv X P2,
(4.44)
D1 (Ta I) =c (T> I) — Cref (x)a in (1aL)’
p(t,1)=p1(t,L) =0, ae. t € (0,7),
dpg * ok . L % ok aC* apl L - aC*
dt +f§(C 76 )p2 _/1 CLg(C 75 )333 al, dx /1 bg(C 76 )axpldxa te [OvT]u
(4.45)
po (T) = 0. (4.46)

Teorema 4.9 Sistemul (4.44)-(4.46) are o solutie unicd ((,n) cu urmd-

toarele proprietdts
CeC(0,T;V)nL*0,T; H*(1,L)NV), ¢ € L*(0,T; H). (4.47)

Teorema 4.10 Fie (¢*, &%) solutia sistemului de stare (4.9)-(4.13) care core-

spunde lui o si (p1,p2) solutia sistemului dual (4.44)-(4.46). Atunci of
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satisface conditia necesard

T
(a—a”) / B(a”, t)dt > 0, (V) € [ko, 1], (4.48)
0
unde
L * *
B (%)= ([ (e’ €) G m bl &) Gop)de £, € ) o2,
(4.49)

a.p.t. t € (0,T), si o este data (4.41).

4.3.5 Rezultate numerice

Aceastd subsectiune este dedicatd prezentdrii unor rezultate numerice.

Directii viitoare de cercetare

Tinand seama de rezultatele obtinute in aceastd in teza, in aceasta sectiune

prezentam 5 directii de cercetare.

Articole publicate si participari la conferinte
in timpul stagiului doctoral

A. Articles
Articolele publicate in timpul stagiului doctoral sunt [1], [2], [3], [4] si [5].
B. Conferences

In timpul stagiului doctoral am avut 12 prezent#ri la conferinte.
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