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PREZENTAREA REZULTATELOR PRINCIPALE

Capitolul 1: INTRODUCERE

Aceasta lucrare exploreaza o varietate de scenarii In care metodele asimptotice au
un rol crucial in analiza ecuatiilor cu derivate partiale. Motivatiile pentru utilizarea
aproximarilor matematice sunt diverse: pe de o parte, ele permit inlocuirea unor modele
dificil de studiat cu altele mai simple, aproximative, ale caror proprietati pot fi ulterior
transferate obiectelor initiale, mai complexe. Un exemplu relevant in acest sens il
constituie schemele numerice utilizate pentru calculul efectiv al solutiilor ecuatiilor
diferentiale. Pe de alta parte, aproximarile ne permit sa prezicem comportamentul
anumitor modele, atunci cand parametrii acestora se apropie de valori extreme. De
exemplu, profilurile asimptotice pentru ecuatiile de evolutie oferd o perspectiva asupra
solutiilor atunci cand variabila temporala devine mare. Prezenta lucrare furnizeaza
multiple rezultate asimptotice pentru ecuatii de evolutie locale si nelocale, definite
atat pe spatii Euclidiene, cat si in contextul ne-Euclidian al spatiilor hiperbolice.
Capitolele principale ale acestei teze (-B) se bazeaza pe patru dintre lucrarile mele
scrise in colaborare, care exploreaza fenomene asimptotice ale ecuatiilor parabolice.
Doua dintre aceste articole au fost publicate [13, 24], in timp ce celelalte se afla in

revizuire la reviste de prestigiu [9, 19].

In prima parte a lucririi, studiem comportamentul asimptotic la timp mare pentru
ecuatia caldurii cu potential invers-patratic de tip Hardy pe spatii de forma RY=* x
(0,00)%, k > 0. Mai intai, demonstram o inegalitate originald de tip Hardy-Poincaré
pentru oscilatorul armonic cu potential Hardy. Acest rezultat ne va permite sa con-
struim spatiile functionale potrivite pentru formularea problemei Cauchy si pentru
studiul atat al ratei de descrestere polinomiale, cat si al primului termen din dezvolta-
rea asimptoticd a solutiei in L?(RY=* x (0,00)*). In particular, extindem rezultatele

obtinute de Vazquez si Zuazua (J. Funct. Anal. 2000) in cazul £ = 0 la cazul unui
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k > 0 arbitrar. De asemenea, evidentiem faptul ca rata de descrestere a solutiei la
timp mare este cu atat mai abrupta cu cat parametrul k£ se apropie de V. Abordarea
noastra este una inovativa si simplificata in comparatie cu cea intreprinsa de Vazquez

si Zuazua, inclusiv prin renuntarea la descompunerea in serie de armonice sferice.

Cea de-a doua parte a lucrarii este dedicata studiului unei ecuatii nelocale de evo-
lutie pe spatiul hiperbolic H". In prima parte, considerim un model de transport de
particule descris de un nucleu nelocal care este definit pe fibratul tangent si este inva-
riant la fluxul geodezic. Studiem apoi relaxarea acestui model catre o problema locala
de transport, pe masura ce nucleul se concentreaza in jurul originii din fiecare spatiu
tangent. Mai exact, presupunand anumite conditii de regularitate si integrabilitate ale
nucleului, demonstram faptul ca solutia problemei nelocale converge la cea a problemei
locale. In continuare, construim o clasa larga de nuclee ce satisfac conditiile necesare
pentru convergenta.

In cadrul aceluiasi capitol, ne concentram atentia pe o ecuatie nelocala si neliniara
de convectie-difuzie pe HY descrisa de doud nuclee, cate unul pentru partea de difuzie
si, respectiv, convectie. Demonstram ca solutia acestei probleme converge, pe masura
ce nucleele se concentreaza, la solutia unei probleme locale de convectie-difuzie. Pentru
a demonstra aceata convergenta, introducem o teorema de compacitate pe varietati in

spiritul rezultatelor obtinute de Bourgain-Brezis-Mironescu.

Principala motivatie din spatele celei de-a treia parti a lucrarii provine dintr-o
lacuna semnificativa In literatura existenta: absenta unui echivalent discret pentru
operatorul Laplace-Beltrami pe varietati Riemanniene, care sa poata fi utilizat eficient
pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale. Consideram ca abordarea naturala
pentru a deschide acest domeniu este de a explora mai intai unul dintre cele mai simple
scenarii non-triviale (adica non-euclidiene), concentrandu-ne in mod specific pe spatiul
hiperbolic bidimensional H?. In acest scop, prezentdm doud variante de operator dife-
rential discret, adaptate acestui spatiu cu curbura negativa constanta, ambele servind
ca aproximiri ale operatorului (continuu) Laplace-Beltrami, in context L2 In plus,
demonstram ca ecuatia discreta a caldurii asociata ambilor operatori mentionati pre-
zinta stabilitate si converge catre solutia ecuatiei caldurii-Beltrami continue pe H?. In
final, ilustram faptul ca un operator Laplacian discret proiectat special pentru geome-

tria spatiului hiperbolic ofera o aproximare mai precisa si avantaje atat din perspective
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teoretice, cat si computationale.

In ultima parte, analizim conservarea proprietatilor asimptotice ale sistemelor hi-
perbolice partial disipative atunci cand se trece la un cadru discret. Demonstram
ca una dintre cele mai simple metode numerice consistente si neconditionat stabile —
schema diferentelor finite centrale — pastreaza atat comportamentul asimptotic, cat si
limita de relaxare parabolica a sistemelor hiperbolice unidimensionale partial disipative
care satisfac conditia de rang Kalman.

Proprietatea de conservare a comportamentului asimptotic la timp mare este rea-
lizata prin conceperea unor functionale de energie perturbate, ponderate in timp, in
spiritul teoriei hipocoercivitatii. Pentru proprietatea de pastrare a limitei de relaxare,
inspirandu-ne din observatia ca solutiile in cazul continuu prezinta comportamente dis-
tincte la frecvente joase si inalte, introducem o noua teorie discreta Littlewood-Paley
adaptata schemei diferentelor finite centrale. Acest lucru ne permite sa demonstram
inegalitati de tip Bernstein pentru operatorii diferentiali discreti si conduce la un nou
rezultat de relaxare: convergenta tare a sistemului Euler compresibil liniarizat discret
cu amortizare catre ecuatia discreta a caldurii, uniform fata de parametrul de discreti-

zare.

Lucrarea se incheie prin prezentarea unei colectii de rezultate asimptotice mai putin
dezvoltate, destinate aprofundarii si publicarii ulterioare, precum si prin identificarea
si propunerea unor noi directii de cercetare inspirate de concluziile acestei teze. Se are
in vedere extinderea acestor rezultate asimptotice la alte tipuri de ecuatii diferentiale si
explorarea potentialului metodelor utilizate In diverse contexte matematice. Impreuns,
aceste proiecte Inca nefinalizate si noile directii de cercetare au potentialul de a deschide
noi orizonturi in analiza matematica si de a aduce contributii semnificative atat in

dezvoltarea teoretica, cat si in cea aplicata a domeniului.

Capitolul 2: PRELIMINARII

Acest capitol al tezei este dedicat prezentarii succinte a unor rezultate relativ clasice,
utile pe parcursul lucrarii.
In primul rand, introducem cateva notiuni elementare din teoria semi-grupurilor, un

domeniu al analizei care sta la baza studiului riguros al ecuatiilor de evolutie. Pentru
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o introducere detaliata in aceasta teorie, precum si pentru constructia riguroasa a
spatiilor Lebesgue si Sobolev pe intervale reale cu valori intr-un spatiu Banach, cititorul
interesat poate consulta [[14].

In al doilea rand, oferim o introducere succintd in geometria Riemanniani, opera-
torii diferentiali si spatiile de functii pe varietati Riemanniene (a se vedea [25]), dupa
care reamintim citeva aspecte clasice despre spatiul hiperbolic HY si fluxul sdu geode-
zic Riemannian. Incepem prin prezentarea a dous modele ale lui HY, fiecare dintre ele
putand fi utilizat pentru a facilita anumite calcule specifice. Pentru mai multe detalii
despre geometria hiperbolica si modelele acesteia, recomandam [32].

In cele din urma, introducem transformata Fourier semi-discreta unidimensionald
si amintim céteva proprietati fundamentale, precum inversabilitatea si egalitatea lui
Parseval. Ulterior, utilizam aceste proprietati pentru a studia solutiile sistemelor hiper-
bolice discrete. Pentru mai multe detalii despre acest subiect, cititorul poate consulta

[B8, Sectiunea 2.2] si [36, Capitolul 2].

Capitolul 3: ASIMPTOTICE LA TIMP MARE PEN-
TRU ECUATIA CALDURII CU POTENTIAL HARDY
PE SPATII COLT

Primul rezultat original al acestei teze se concentreaza asupra studiului ecuatiei caldurii
cu un potential singular pe spatiile colt Rf’k = RN¥=%x (0, 00)*. Problema este inspirata
de lucrarea lui Vazquez si Zuazua [39], care trateazd cazul antregului spatiului RY.
Mai precis, ne propunem sa determinam profilul asimptotic al unei ecuatii care descrie
un proces de difuzie a particulelor, combinat cu o acumulare in apropierea coltului
spatiului (adica originea Og~). Difuzia este caracterizata prin operatorul Laplace, in
timp ce acumularea este descrisa printr-un potential de tip invers-patrat #, unde
parametrul A cuantifica intensitatea acumularii de substanta In apropierea originii.
Stabilitatea modelului impune ca aceasta rata de acumulare sa fie mai mica decéat o
anumita valoare critica Ay = (# + k)2, care reprezinta, la randul ei, constanta
optima a inegalitatii Hardy in spatiile colt — vezi [37].

2
u
/RN,k [Vul*de > Ax /RN,k ‘ﬂde’ Vu € Oso(Rfk)' (3.1)
+

+

10
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Aceasta inegalitate conduce la buna formulare a problemei Cauchy care cuantifica

fenomenul descris in paragraful precedent — vezi [5]:

Owu(t,x) = Au(t,z) + ﬁu(t,w), t>0,z¢€ Rf’k,
u(t,z) =0, t>0, x€ 8Rf’k, (3.2)
u(0,z) = up(x), x € Rf’k,
unde ug € L*(RY*") si A € (=00, Ay Desi problema este bine formulat pentru orice
date initiale uy € LQ(RJI”C) si, In plus, norma LQ(Rf’k) a solutiei nu creste in timp,
aceasta este singura concluzie certa pe care o putem trage despre comportamentul pe
termen lung al lui ||u<t)||L2(Rﬁ,k).
Prin urmare, estimari de descrestere pot fi obtinute doar daca restrangem datele
initiale la un subspatiu al lui LQ(Rf’k). Astfel, inspirati de [22, B9], consideram spatiul

L? ponderat:

L*(RY* K) = {u e LH(RYF) ‘ /sz,k lu(z)|? K (z)dx < oo} , K(x)=e1

pentru care obtinem o rata optima de descrestere polinomiala a solutiilor ecuatiei (@),
impreuna cu profilul asimptotic care, in particular, descrie modul in care informatia
se acumuleaza In apropierea originii, pentru timp foarte mare. Aceste rezultate sunt

rezumate in:

Teorema 3.1. Pentru orice datd initiald uo € L*(RY*; K), solutia u a problemei (@)
satisface:
Ja®)l ey < (873 ol pagavi ey V>0, (3.3)
unde my = \/m
In plus, aceastd ratd de descrestere polinomiald este optima, iar profilul asimptotic

este descris de urmatoarea convergenta:

. Lamy —(14my) e a2
lim ¢t~z ||u(t) — St Me e s qy =0, (3.4)
t—o00 LQ(Rﬁ’k)
unde functia ay, € C®(RY") definitd prin
x 2 — _ _ .« ..
Qi) = e [ SRS (35)

| z[* ’
este prima functie proprie a urmatoarei probleme eliptice de valori proprii:

A

Ag(z) + (W — E) $(z) = po(w), VreRY, (3.6)

11
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14+my

avand valoarea proprie corespunzatoare py = —

In acest context,  este o constantd de normalizare ce depinde de data initiala ug:

—1
B = <||aka)‘||L2(Rf’k)> /RN,k UO(I‘)G 8 Ozk7)\(:L‘)d£L‘.

+
Constructia unui cadru functional adecvat pentru studiul problemei (@) cu date
initiale in L*(RY"; K), demonstratia Teoremei @ si alte rezultate conexe sunt abor-
date In Capitolul a al acestei teze, care, la randul sau, se bazeaza pe articolul meu in

colaborare, publicat in [13].

Capitolul 4: ASIMPTOTICE DE LA NELOCAL
CATRE LOCAL IN CONTEXT NE-EUCLIDIAN

In acest capitol studiem un tip de comportament asimptotic intre operatori care des-
criu procese diferite: miscarea locald versus miscarea nelocald a particulelor. In timp
ce EDP-urile locale, precum ecuatia caldurii, descriu particule care se deplaseaza in-
stantaneu doar in vecinatatea pozitiei lor initiale, modelul nelocal pe care il descriem
cuantifica salturi instantanee ale particulelor intre orice doua puncte din spatiu; vezi
[2]. Aceasta miscare nelocala este caracterizata de mai multe nuclee (posibil asimetrice)
Gi(x,y), care cuantifica probabilitatea unui salt intre pozitiile  si y din spatiu.

Al doilea rezultat original al acestei teze este o versiune neeuclidiana a rezultatelor
de convergenta din [30, 29]. Diferenta majora consta in faptul ca spatiul in care lucram
este spatiul hiperbolic, care nu mai este plat, avand curbura sectionala constanta —1.
Desi spatiul hiperbolic N-dimensional H" este unul dintre cele mai simple exemple de
geometrii neeuclidiene, acesta ridica deja provocari importante, chiar in insasi formu-
larea problemei nelocale. De exemplu, o sarcina aparent simpla, precum definirea unui
nucleu G(z,y) care depinde doar de diferenta y — x In context euclidian, devine netri-
viala atunci cand curbura nu este nula. Pentru a depasi aceasta dificultate, utilizam
notiunea de flur geodezic pe o varietate Riemanniana si, ulterior, transferam obiectele
de pe varietate pe spatiile tangente prin intermediul aplicatiei exponentiale.

Pentru a enunta rezultatul principal al acestui capitol, vom descrie pe scurt spatiul
hiperbolic HY si fluxul sdu geodezic. Pentru simplitate, vom considera doar un model

al acestui spatiu (si anume modelul semi-spatiului), facand referire la [32] pentru o

12
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prezentare mai detaliata a conceptelor implicate. Multimea-suport pentru acest model
este

HY ~RY = {z = (2/,2y) € R""" x (0,00)},

cu metrica Riemanniana definita prin:
1 -

gij(x) = —25¢j, i,j=1,N.
TN

In acest context, gradientul Riemannian, divergenta si operatorul Laplace-Beltrami au

urmatoarele expresii:
Vof =adVef,  divg(Y) =aldive (FY),  Af =aNdive (F=Vef).
unde V. si div, sunt operatorii gradient si divergenta uzuali din spatiul Euclidian.
Forma volum pe HY si pe spatiul siu tangent Intr-un punct = devin du(z) = x]_vN dz,

respectiv du(V) = x]VN dV, ceea ce inseamna c& integrarea functiilor pe HY si pe T,HY

se face conform urmatoarelor formule:

f@an) = [ fa)ede s [ f0)auv) = [ pwav
HN RY TN T HN TN JRN

Geodezicele (adica curbele de lungime minima) din acest model sunt fie semidreptele
verticale euclidiene (adica pentru care z’ este constant), fie semicercurile centrate pe
baza {xy = 0}, perpendiculare pe aceasta. Pentru orice doua puncte distincte x,y €
HY, existd o unicd geodezica (neparametrizati) care le uneste — vezi Figura @ Mai
mult, pentru orice vector V' din spatiul tangent T,HY, existd o singurd geodezica
parametrizatd v,y : R — HY astfel incat v, (0) = zsi 7, ,(0) = V. Dacd v,,v(1) = v,
atunci notam V,, = V, ceea ce Inseamna cd vectorul V transporta prin geodezice
punctul z in punctul y. Acest vector V., € T,H este echivalentul natural al vectorului
euclidian y — x. Facem din nou referire la Figura @

In continuare, definim fluxul geodezic al lui HY, (®;),cr, care actioneaza pe fibratul

tangent THY astfel:
Dula, V) = (v (D7 (1)) € THY, ¥(a, V) € THY.

Acum, enuntam prima teorema principala din aceasta sectiune, referitoare la pro-
blema nelocala de transport pe HY.
Teorema 3.2. Fie gg > 0, ug € L*(HY) si familia de nuclee scalate G, : HY x HY —

[0,00), € € (0,20) care satisfac:

13
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Figura 3.1: Geodezica « prin punctele 2 and y in modelul semi-spatiului, tangenta la

vectorii V' si W.

o Ge(z,y) = e~N-1G (x, V?‘), unde G : THN — [0,00) este invariantd la fluzul
geodezic (Py)er. Mai precis:

G(®y(x,V)) = G(x,V), VteR si(x,V)eTH".
« Urmatoarea conditie de integrabilitate are loc:

/000 sup Gz, W)(1+7) (¢"sinh(r))N ' dr < oo,

zeHN |W|=r

unde |W| reprezintd norma hiperbolicd a vectorului tangent W € T,HY.

o Campul de vector ,prim moment” X pe HY :

Xa(z) = — Gz, WYWdW, Vo € HY (3.7)

T,HN

este de clasa C'.

Atunci, familia de solutii (u®).~o ale problemei nelocale:

ot (t,x) = G (z,y)(u(t,y) — u(t,z))du(y), =eHNt>0;
Y (3.8)
uf(0,x) = ug(x), r e HY.

14



PREZENTAREA REZULTATELOR PRINCIPALE

converge slab in L?([0,T], L*(HY)), cdnd ¢ — 0, cdtre unica solutie distributionald a

urmatoarei probleme locale de transport:
ou(t,z) = —divy(u(t)Xe)(z), =€ HN,t>0;
u(0,x) = up(x), r e HN.

In cele ce urmeazi, vom prezenta un rezultat asimptotic similar pentru o problems
mai generala, nelocala si neliniara, determinata de doua nuclee: unul dintre ele este
nucleul de transport G., in timp ce celalalt, notat cu j;_, este responsabil pentru ras-
pandirea uniforma a particulelor in toate directiile (difuzie nelocala). Din acest motiv,
nucleul j; depinde doar de distanta geodezica d,(z,y) dintre punctele z,y € H". Fa-
cem referire la [4] pentru studiul unei probleme similare care implica exclusiv nucleul

de difuzie nelocala je

Teorema 3.3. Presupunem ca ipotezele Theoremei sunt indeplinite. Considerand

functia J : [0,00) — [0,00) care satisface J(0) > 0 si
/ J(r) (1 +72) (" sinh(r))" " dr < oo,
0

definim nucleul izotrop scalat J. : HY x HY — [0, 00),

Jo(z,y) = N2 (M) .

In plus, pentru q > 1, consideram f(r) = |r|9r st cu u® notam solutia urmatoares
probleme nelocale si neliniare:
/ ~
ouc(ta) = [ Tw)(w(t,y) (6 )duly)
H
+ [ Gez,y)(f(u(ty) — fus(t,2)))duly),

HN
L u(0, ) = uo(z), r € HY.

reHY, t>0;

Atunci familia (u®).~o converge slab in L*([0,T], L*(H")) si tare in L*([0,T], L} (HY))

loc

catre solutia unica a problemei locale de convectie-difuzie:
Ou(t,x) = AjAu(t, x) — div,(f(ut)Xe)(z), =€ HN t>0;
u(0,z) = up(x), r e HY,

unde constanta de difuzivitate A; este egald cu:

_ b o1y [ N+1
Ay = 2NArea(S )/0 J(r)yr T dr,
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Area(SN7Y) reprezintd aria Euclidiand a sferei unitate Euclidiene, iar campul de vectori

Lprim moment” X¢ este definit in (@)

Demonstratia detaliata a teoremelor de mai sus, Impreuna cu constructia unei clase
largi de nuclee G, care satisfac proprietatile cerute, constituie subiectul Capitolului @

al acestei teze, care se bazeaza pe articolul publicat [24].

Capitolul 5: APROXIMARI DINSPRE DISCRET
CATRE CONTINUU IN CONTEXT NE-EUCLIDIAN

Urmatorul rezultat original din aceasta teza este o aproximare numerica prin diferente
finite in contextul unei varietati Riemanniene. Deoarece literatura stiintifica nu ofera
referinte despre acest tip de metoda numerica in cadrul Riemannian (singurele scheme
numerice existente pentru ecuatii pe varietati sunt aproximarile de tip element finit [27],
volum finit [, 23] si Monte Carlo [20]), am considerat unul dintre cele mai simple exem-
ple, si anume spatiul hiperbolic bidimensional H?. Prezentim doud variante discrete
de tip diferente finite ale operatorului de Laplace-Beltrami, apoi realizam o comparatie
intre ele, din perspectiva acuratetei aproximarii si a eficientei computationale. Vom
arata ca utilizarea unei grile de diferente finite mai bine adaptate la geometria spatiului
hiperbolic conduce la o aproximare mai precisa, alaturi de o imbunatatire a utilizarii
resurselor computationale.

Fiecare dintre cei doi operatori Laplace discreti este construit, similar cu cazul pla-
nului euclidian, ca o combinatie liniara a valorilor functiei in cinci puncte adiacente
ale unei grile numerice, ponderile acestora reflectand difuzia uniforma a caldurii pe
spatiul curbat. Vom demonstra eficienta acestor operatori discreti in constructia sche-
melor numerice care pot fi implementate pe un calculator pentru a aproxima solutiile

ecuatiei caldurii cu termen sursd pe spatiul hiperbolic H?:

du(t,x) = Agu(t,x) + f(t,x); t€(0,T], x € H?,
(5.9)

U(O,X) = UO(X) ) X € H2>

unde T > 0 este un timp fixat, A, este operatorul Laplace-Beltrami pe H?, uy € L*(H?)

este conditia initiald, iar f € C([0,T], L*(H?)) este termenul sursa.

16



PREZENTAREA REZULTATELOR PRINCIPALE

Pentru a construi o schema numerica care sa aproximeze ecuatia caldurii-Beltrami,
ne concentram pe un model particular al spatiului hiperbolic bidimensional, si anume
modelul semiplanului, care este cel mai potrivit pentru construirea unei grile de dife-
rente finite. Metrica si operatorii diferentiali in acest model, impreuna cu formula de
integrare a functiilor, au fost prezentate in capitolul anterior. Reamintim doar expresia

operatorului Laplace-Beltrami:
Agu(x) = 23(02, v+ 02,v)(x), unde v € C*(H?) si x = (21,2,) € H.

Eficienta aproximarii prin diferente finite a operatorilor diferentiali — care utilizeaza
doar un set discret de valori ale functiilor implicate — necesita o anumita regularitate
a acestor functii. Pentru a asigura convergenta schemei numerice catre solutia pro-
blemei continue (@), impunem urmatoarele restrictii asupra conditiei initiale u, si a

termenului sursa f:

ug € M= ve CH?) : |[v||pm = Z Hels%(o’x)@“ P U(X)HLQ(HQ) < oo p (5.10)

x1 T2
a,BEN
a+3<6

si f € C([0,T], M), unde O este un punct arbitrar din H?. Aceste conditii sunt
necesare pentru a obtine rezultatul de convergenta si pot fi formulate astfel incat sa fie
invariante fata de modelul particular al spatiului hiperbolic.

Observam ca, In esenta, norma Sobolev ponderata din () caracterizeaza faptul
ca functiile de interes descresc suficient de repede pentru valori mari ale variabilei
spatiale x. Acest lucru ne permite sa utilizam problema pe un domeniu marginit ca o
aproximare buna a problemei (@) pe Intreg spatiul hiperbolic, asa cum vom vedea in
continuare.

Ca si In cazul euclidian, patru elemente principale sunt implicate in constructia
versiunii discrete a lui Ay: o grila de diferente finite, spatiul functional asociat acestei
grile, proiectia functiilor continue pe grila si discretizarea propriu-zisa a operatorului
Laplace-Beltrami. In cele ce urmeazi, vom construi doud variante ale operatorului

Laplace discret si vom descrie elementele mentionate anterior, in fiecare caz.
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Y
. . . . 4h+ . . . .
. . . . 3L+ . . . .
. . . . o+ . . . .
. . . . he . . . .
i sh o on h b 2 3h 4h

Figura 5.2: Grila corespunzatoare primului operator Laplace discret pe HZ.

Prima varianta de operator Laplace discret

Grila asociata este cea traditionala Euclidiana, ale carei puncte sunt reprezentate in

Figura @ si constau In perechi de multipli intregi ai parametrului de discretizare h > 0:
(th,jh), pentrui € Z, j € N*.
In jurul fiecarui astfel de punct, construim celula de diferente finite:

2 2 2

Introducem spatiul functiilor definite pe grila:

i h h h h
e = [ 2] o i B+ 2]

1
i?=1

1
— h . h L h
4 -—{(vi,j>iez,jeN*.|rv Boe Y .2_l|vi,j\2<+oo}

i€Z,jEN* 4

care are aria hiperbolica egala cu

si operatorul de proiectie ITj, : L*(H?) — 43,

1 1
) = (52— = —dx.
(Ipv); (] 4> /c,@jv(x)l”% x

In final, operatorul Laplace discret corespunzator acestei grile este obtinut prin dezvol-

tari Taylor si are urmatoarea forma pentru v € £2:

1 , 1 . . X
(Aé )vh)m = (f 1 (vzﬂm + v?_l’j + UZ]»H + vgj_l — 41}&) VieZ, je N,
(5.11)
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cu mentinuea ci aplicim conventia v, = 0, V i € Z.

A doua varianta de operator Laplace discret

Y
[ ] (] L] o 63h1} [ (] o o
[ ) (] L] o 62h1} [ ] (] [ ] o
[ ] (] L] [ ] ehli [ ] (] [ ] [ ]
. . . . 1 . . . .
[ ] o L] o e h!} [ o [ ] o
[ ] o L] o 72h1} [ ] (] o [ ]
—4p(h) —3p(h) —2p(h) —p(h) p(h) — 2p(h)  3p(h)  4p(h)

Figura 5.3: Grila corespunzitoare celui de-al doilea operator Laplace discret pe HZ,

unde am notat p(h) = 2sinh (2).

Pentru a doua varianta a operatorului discret Laplace, grila asociata este cea re-
prezentata in Figura @ si este adaptata geometriei spatiului hiperbolic. Mai precis,
distanta hiperbolica dintre nodurile adiacente in directia verticala este constanta si
egala cu parametrul de discretizare h. Totusi, in directia orizontald, distantele dintre
nodurile consecutive trebuie si creasca pe masura ce ne apropiem de baza {zs = 0},
din cauza geometriei spatiului hiperbolic.

Am ales grila astfel incat distanta hiperbolica dintre nodurile adiacente pe nivelul

{zy = 1} sa fie egala cu 1; astfel, nodurile au forma

(ip(h), &™) e B2, Vi, j € Z,
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unde p(h) := 2sinh (%) In jurul fiecarui nod al grilei, definim celula de diferente finite:

e = [ (i DY oo, (i 2) ] [p3.04].

cu aria hiperbolica egala cu (péj—hz)z. In consecinta, spatiul functiilor definite pe grila

este:
() I = G < 420,
ijez
iar operatorul de proiectie utilizat pentru a transfera informatia din spatiul L?(H?)

catre grila are forma:

elh 1
(ITyv),; = DR /c;/ v(x)x—%dx.

In final, cel le-al doilea operator Laplace discret definit pe spatiul £2 si obtinut prin

dezvoltari Taylor in jurul nodurilor (ip(h), e’*) are formula:

h
), hy . 1 2jh( h h h 2 h 2e h h
(A 0")iy = (o(h))?2 e (Uz‘+1,j T U 2Ui,j) + m”z,jﬂ + mvi,jq — 2U; 4

(5.12)

Reducerea la un domeniu marginit

Deoarece dorim sa implementam schema noastra numerica pe un calculator (care, evi-
dent, dispune de o cantitate limitata de memorie si putere de procesare), trebuie sa
reducem grilele infinite asociate operatorilor discreti AS) si Af) la versiuni marginite.
Domeniul marginit H?, este construit astfel incat si se extindd pe masura ce parametrul

de discretizare h tinde la zero, astfel:
H% :=[-D, D] x [1/D, D] Cc H?,

unde dimensiunea domeniului este aleasa ca D = Dy, := % In acest fel, pe masura ce
h se apropie de zero, grila marginita rezultata nu doar ca devine mai fina, ci si acopera
o regiune mai mare din spatiul hiperbolic H?.

Mai departe, deoarece ecuatia caldurii pe H? prezintd o sciadere suficient de rapida
la infinit, putem impune conditii de frontiera Dirichlet nule pentru nodurile aflate pe
marginea domeniului H%,. Aceasta ne permite sd obtinem operatorii Laplace discreti
Afﬁj si Af},, cu domenii de definitie finit-dimensionale. De asemenea, observam ca
spatiul functiilor definite pe grild, ¢}, precum si operatorul de proiectie IIj, trebuie

restrictionate corespunzator in fiecare caz.
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Schema numerica semi-discreta cu diferente finite si rezultate de conver-
genta

Pentru a construi schema numerica semi-discreta, consideram ((C;”) ¢ j)ez,x 2o+ 0 1, A)
ca fiind oricare dintre cei doi operatori Laplace discreti, restrictionati la H7,, cu conditii

la frontiera Dirichlet nule, unde D = D) = %,

ca mai sus. Observam ca multimile
finite de numere intregi Z; si Z,, dupa care indexam celulele grilei, cresc pe masura ce
h se apropie de zero.

Apoi, pentru ug si f care satisfac Ipoteza (), consideram aproximarea semi-
discreta a ecuatiei caldurii-Beltrami cu sursa (@)

atugj(t) = (Ahuh@))m + (Hh<f(t>>>i,j7 le (OvT]7 (17.7) € Zl X ZQ§ (5 13)
ul;(0) = (Mp(uo))iy, (i,7) € Z1 X Zs.

Z'hj

Ordinul de convergenta al acestei scheme numerice este dat de urmatoarea teorema:

Teorema 5.4. Pentru orice date initiale ug si sursa f care satisfac Ipoteza (),

existd o constanta Cp > 0 astfel incat, pentru orice h € (0,1/2) si t € [0,T7,

lu(t) = Tu(®)llez < 1*Cr (luollave + I llegorim)
unde u" este solutia ecuatiei (), iar u este solutia ecuatiei (@)

Demonstratia acestei teoreme poate fi gasita in Capitolul H al tezei, Intr-un cadru
mai general in care D = Dy, = Ch™7, cu ¢ > 2 si v > 0. Subliniem faptul ca acelasi
ordin de convergentd O(h?) ramane valabil si atunci cand discretizdm si timpul, con-
ducand la o schema de tip 6 cu parametrul 6 € [1/2,1]. In acelasi capitol, demonstram
experimental ca acest ordin de convergenta patratic este optim.

Mai mult, rata de descrestere exponentiald la timp mare in norma L? a solutiilor
ecuatiei omogene a caldurii-Beltrami pe H? (adicd ecuatia (@) cu f=0siT = o0)
este pastrata asimptotic de schema noastra cu diferente finite. Mai precis, constanta
optima a inegalitatii de tip Poincaré asociata ambilor operatori Laplace discreti, A;})
si AS), se apropie, pe masura ce h tinde la zero, de valoarea %, care este constanta
optimd a inegalitatii Poincaré in intregul spatiu H? [35].

Dezvoltarea completa a ideilor prezentate aici pe scurt este subiectul Capitolului B

al acestei teze. Rezultatele au fost trimise spre publicare [9].
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Capitolul 6: COMBINAND TIPURILE DE APRO-
XIMARI: ASIMPTOTICE LA TIMP LUNG, LI-
MITE DINSPRE DISCRET SPRE CONTINUU SI
DINSPRE ECUATII HIPERBOLICE SPRE PARA-
BOLICE, PENTRU SISTEME PARTIAL DISIPA-
TIVE

Ultimul rezultat original principal din aceasta teza reuneste toate clasele de asimpto-
tice descrise anterior, demonstrand ca, cel putin in anumite cadre particulare, exista o
legatura puternica intre toate aceste tipuri de rezultate de aproximare. Vom considera
sisteme hiperbolice partial disipative (sisteme de ecuatii hiperbolice in care doar anu-
miti termeni sunt amortizati 15, 26, 8]) care satisfac o proprietate de ne-degenerare
numita conditia de rang Kalman [7]. Demonstram faptul ca una dintre cele mai clasice
scheme numerice (cea bazata pe operatorul de diferente finite centrale [3G]) nu doar
aproximeaza solutia sistemului continuu, ci, In plus, pastreaza atat comportamentul
asimptotic la timp mare, cat si limita de relaxare de la modelul hiperbolic la unul
parabolic, caracteristice contextului continuu.

Pentru a descrie modelul, ne raportam la [[7] si consideram un numar natural N > 2,
impreuna cu doua matrici simetrice A si B, astfel incat B sa fie partial disipativa.

Aceasta Inseamna ca B are forma:

0

B

0
B = (6.14)
0
unde B este o matrice simetrica definits pozitiv de dimensiune Ny x Ny, cul < Ny < N.

De asemenea, pentru U° : R — R” o functie din L?, consideram urmétorul sistem

hiperbolic cu necunoscuta vectoriald U : [0,00) x R — R¥:

0.U(tx) + AQU(t,x) = —BU(t,z), (t,z) € (0,00) X R; (6.15)
U(O,x) — UO(SC), r e R

Observam cd, deoarece matricea B are forma particulara (), termenul de amortizare

actioneaza doar asupra ultimelor Ny componente U, ale vectorului solutie U = (Uy, Us).
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Totusi, dacd matricile A si B satisfac urmatoarea conditie de ne-degenerare (conditia

de rang Kalman):
matricea K(A, B) := (B|AB|...|AY"'B) are rang maxim, adica N, (K)

atunci Crin-Barat, Shou si Zuazua [18] au obtinut un rezultat de amortizare pentru

=

intreaga solutie U a sistemului ()

Propozitia 6.5 ([18, Teorema 2.1]). Daca U® € (H'(R))", atunci solutia U a siste-
mului () satisface:

_1
U2 ()| 2y + 110U ()| 2y < C(1+ )72 (|U° || 1y, (6.16)
unde C > 0 este o constanta independenta de timp si de U.

Primul rezultat principal din acest capitol al tezei este un corespondent discret al

Propozitiei @ Consideram schema semi-discreta de diferente finite centrale pentru

problema ()

(U )n + ADpU[E))n = =BU(t))n, (t,1) € (0,00) X Z; (6.17)
(U0))n = (U, nez
unde acum datele initiale si solutia sunt definite pe o grila infinita de latime A > 0.

Mai precis, U° = (U%) ez : Z — RY, U = (U, )nez : (0,00) x Z — RY | iar operatorul

Dy, actioneaza asupra unui sir bilateral v : Z — R astfel:

Upal — Up_
(Duv)n = ===

Enuntam primul rezultat principal al acestui capitol, si anume conservarea amorti-

zarii pe termen lung () in acest context discret:

Teorema 6.6. Exista o constanta C > 0 care depinde doar de matricile A si B astfel

incat, pentru orice h > 0, orice U € (h})N si orice t > 0, are loc urmdtoarea estimare:
_1
102(t)]lez + DU )|z < C(1+8) 72U |y,
unde || - |l si || - [[n1 sunt norme discrete Lebesque si Sobolev.

Al doilea tip de comportament asimptotic pastrat de schema diferentelor finite

centrale In contextul sistemelor partial disipative se refera la relaxarea unui astfel de
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sistem catre o ecuatie parabolica. Un exemplu simplu, dar ilustrativ, este urmatorul

sistem cu termen de relaxare € > 0:

.

Oup(t, ) + Opus(t, ) = 0, (t,x) € (0,00) x R;
20, (t, ) + Dpp°(t, ) +uf(t,x) = 0, (t,2) € (0,00) x R; (6.18)
\(p€>u€>(07x) = <p07u0)(x)7 r € R,

care poate fi interpretat ca o versiune linearizata a sistemului Euler compresibil cu
amortizare (vezi [17, Introducere]). Observam ca functiile p si u sunt functii reale si
reprezinta densitatea si viteza unui flux pe axa reala. Cand parametrul de relaxare €
este egal cu unu, sistemul () se ncadreaza in clasa ()—(@)

Urméand argumentatia lui Crin-Barat si Danchin [17], se obtine usor convergenta

tare a solutiei sistemului () catre solutia ecuatiei caldurii:

Propozitia 6.7. Presupunem ca datele initiale po,ug € HS'(R) pentru un anumit
s' > 2. Atunci, pentru orice s € (2,s'), prima componentd p° a solutiei sistemului
(6.18) converge tare, cind e — 0, in spatiile L=([0, 00), H*2(R)) si L'(]0, 00), H*(R)),

catre solutia p a ecuatiei caldurii pe R:

Duplt,x) — Dueplt,x) = 0, (1,2) € (0,00) x R;
p(O,CE) = Po(f), r € R.

Mai mult, pentru e mic, a doua componentd u® aproximeaza derivata primei componente
p°, in sensul cd suma (Opp° +uf) converge citre zero in L*([0, T, H*~'(R)). Amintim cd

norma Sobolev omogend [, Sectiunea 1.3] este definitd ca |[v]| o) = [ [0(§)[?[€]** d€.

Al doilea rezultat principal al capitolului curent din teza demonstreaza ca aceasta
limita de relaxare raméne valabila — uniform fata de latimea h a grilei — cand tranzitio-
nam catre formularea discreta a sistemului Euler liniarizat si a ecuatiei caldurii. Pentru
a obtine aceasta uniformitate, avem nevoie de o metoda care sa ne permita sa utilizam
aceleasi date initiale indiferent de parametrii € si h. In acest sens, introducem, asa cum

este descris 1n [36, Capitolul 10], operatorul de trunchiere 7j, : L*(R) — /2,

(7711) \/_/z zfnh

Observam ca operatorul 7, este definit astfel incat transformata Fourier continua a

lui v si transformata Fourier discreta a lui 7,v coincid pe domeniul comun [—%, %],
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de unde si denumirea de operator de trunchiere. In cardul celui de-al doilea rezultat
principal de mai jos, datele initiale ale ecuatiilor discrete sunt obtinute prin trunchierea

unor functii definite pe axa reala.

Teorema 6.8. Pentru h > 0, ' > 2 si po,uy € H¥(R), considerdm trunchierile

po = Trpo st ug = Trup ca date initiale pentru omologul discret al sistemului Euler

liniarizat () :

(

Oip® + Dpuf = 0, (t,n) € (0,00) x Z,
e20f + Dpp* +uf =0, (t,n) € (0,00) x Z, (6.19)

(p%,u*)(0) = (po, uo), n €z,

\
unde p*,uf : (0,00) X Z — R. Atunci, pentru orice s € (2,5"), prima componentd p°
a solutiei converge tn L>([0,00), hi~2) si L'([0,00),h3), uniform fatd de h > 0, pe

masura ce € tinde la zero, catre solutia p a ecuatiei discrete a caldurii:
O —Dip=0, (tn) € (0,00) X Z,
p(0) = po, n € Z.

Not&: Norma Sobolev discretd h este definitd ca

o= [ 1ot

h

2s

sin(&h) dé.

h

lv

Mai mult, cantitatea (Dyp® + u®) converge la zero in L'([0,00), hi™"), uniform fatd

de latimea grilei h.

Pentru o versiune mai avansata a acestei limite de relaxare — valabila Intr-un omolog
discret al normelor Besov — impreuna cu estimari de eroare, simulari numerice si alte
extensii, ne referim la Capitolul B al tezei si la lucrarea mea in colaborare [19], care a

fost trimisa spre publicare.
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Capitolul 7: REZULTATE ASIMPTOTICE SUPLI-
MENTARE SI PROIECTE IN DERULARE

In acest capitol, introducem patru studii suplimentare care fie extind temele discutate

anterior, fie sunt strans legate de acestea.

Comportamentul asimptotic al unui sistem liniar cuplat de convectie-difuzie

pe axa reala

Aceasta tematica se Incadreaza in clasa rezultatelor asimptotice la timp mare, similar
cu Capitolul a Totusi, spre deosebire de modelul analizat acolo, In aceasta sectiune
coeficientii care guverneaza procesul de evolutie sunt discontinui. Mai exact, examinam
o problema de convectie-difuzie pe axa reala, unde viteza particulelor ia doua valori

distincte, cate una pe fiecare semiaxa:

(

u:[0,00) x R — R;

Ouu(t, z) = Opu(t, ) — adyu(t, x), t>0,z <0
owu(t, x) = Oppu(t, x) — b u(t, ), t>0,z>0;

hu(t, ) (t, ) (¢, ) (7.20)
u(t,0—) = u(t,04), t > 0;

Opu(t,04) — dyu(t,0—) = (b — a)u(t,0), > 0;

u(0, ) = up(x), z e R

\
Data initiala uo este neteda si are suportul compact si, fara a pierde generalitatea,

presupunem ca parametrii de viteza satisfac relatiile @ < b si b > 0. Atunci, profilul

— |z —bt|?

asimptotic al ecuatiei () va fi o Gaussiana translatata exp n

) sau o combi-
Y v .. . —|z—bt|? . —|z—at]?\ =
natie liniard de doud functii Gaussiene translatate, exp ( —5— ) siexp (—F— ), In

functie de semnul lui a.

Convectie-difuzie nelocala si neliniara pe grafuri metrice

Studiul urmator exploreaza o limita de relaxare de la un model ne-local la unul local,
similara cu cea din Capitolul @, insa de aceasta data spatiul ambient este un graf metric

r.
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Un graf metric este o pereche formata dintr-o multime de varfuri si una de muchii
(orientate), avand in plus o structura metrica definita prin parametrizari ale muchiilor
cu intervale ale dreptei reale. Aceasta parametrizare permite aplicarea operatorilor
diferentiali asupra functiilor definite pe aceste grafuri, ceea ce, Impreuna cu conditii de
cuplare adecvate la varfuri, caracterizeaza procesele dinamice in reteaua respectiva.

Descrierea urmatoarei probleme de transport-difuzie este preluata din depozitul
meu GitHub [33]: consideram sistemul de convectie-difuzie pe arborele metric I' (adica

un graf ce nu contine cicluri), avand multimea varfurilor V' si multimea muchiilor E:

;

Optte(t, ) — 00,2ue(t, ) + aeOpuc(t,z) =0, x€e€ Et>0;

Ue, (1,0) = U, (t,0), v € Vi, e1,e3 € Byt > 0;

Y e Oatte(t,0) = Y oc o Ot (t, ), 0 € Ving, t > 0; (7.21)
u(0,z) = up(x), rely
\u(t,v) = u,(t), ve Vy,t>0.

Aici, Vi reprezinta multimea varfurilor interioare, iar multimea varfurilor de frontiera
este notata cu V. Multimea E, a muchiilor adiacente unui varf v este impartita in
multimea muchiilor incidente E™ si multimea muchiilor emergente E". O functie
u definitd pe graf este o familie (u)ecg, unde u, : e — R, pentru fiecare muchie
e € E. Coeficientul de difuzie § este o constanta pozitiva, iar vitezele nenegative a,
corespunzatoare fiecarei muchii satisfac, pentru fiecare varf interior v, relatia:

Yo=Y an

ecEin ecEQut

In acelasi depozit [33] se giseste o animatie a dinamicii descrise de ecuatia de mai
sus. Pentru studiul bunei formulari a problemei, facem referire la [21], iar pentru
analiza controlabilitatii prin date la frontiera, a se vedea [6].

In aceasta sectiune, considersm un arbore metric fara varfuri de frontiera si con-
struim o aproximare nelocala pentru solutiile ecuatiei (), similar cu Capitolul @
Modelul pur difuziv (adica, o, = 0, Ve € E) a fost analizat in [2§], unde autorii au
introdus un nucleu de difuzie nelocal dependent de distanta inerenta grafurilor me-
trice. Principala provocare Intampinata la introducerea termenilor de transport a fost
definirea unei secvente adecvate de nuclee (G.(x,y)).>o care sa descrie asimptotic com-

portamentul de convectie.
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Demonstram, de asemenea, convergenta solutiei ne-local la solutia locala in cazul

problemei neliniare de convectie-difuziei, in care termenul a.0,u.(t, z) este inlocuit cu

0 D f(ue(t, 7)), unde f(r) = [rl=tr, ou g > 1.

Estimari de descrestere L? pentru ecuatia caldurii cu potential Hardy

Rezultatul urmator completeaza estimarile de descrestere din Capitolul B, care trateaza
cazul spatiilor L?, extinzand analiza la un cadru mai general L?, cu p > 2.

De aceasta data, consideram ca data initiala ug pentru ecuatia caldurii cu potential

Hardy (@) satisface conditia:

||UO”LP(R_~1\_7,I<:;K%) = ([RNk

+

3=

ruo<x>er‘z’<x>dx> < o0,

B

unde reamintim notatia K(z) :=e 1 .

Daca restrangem valorile parametrului A din (@) la intervalul (—oo, 4(’; ;UA Nk
unde )
ANk = (¥ + k’) ;
atunci solutia u(t, z) prezinta urmatoarea descrestere asimptotica:
(@)l gy, < (¢ +1)F G5 0me@D D gy ps (722)

unde

2
mN,k<)‘ap) = \/)\N,k - h)\‘

Bifurcarea constantei optimale a inegalitatii Caffarelli-Kohn-Nirenberg in

context LP

Inegalitatea Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN) [10] este o inegalitate integrala generala
care include, in calitate de cazuri particulare, mai multe inegalitati celebre, cum ar fi
cele ale lui Poincaré si Hardy, precum si principiul de incertitudine al lui Heisenberg
si principiul de incertitudine al Hidrogenului. Asa cum s-a putut observa pe parcursul
acestei teze (Capitolele E si B), studiul constantelor optime pentru inegalitatile integrale
reprezinta un instrument indispensabil pentru determinarea precisa a comportamen-

tului asimptotic al ecuatiilor cu derivate partiale. Prin urmare, un studiu unificat al
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constantei optima pentru inegalitatea Caffarelli-Kohn-Nirenberg reprezinta un pas im-
portant in stabilirea proprietatilor asimptotice pentru cat mai multe clase de ecuatii.

Inegalitatea CKN are urmatoarea forma:

p(r=1) e
/ g < ¢ / Val o, / >4, (7.23)
RN |'rhr N RN |x|ap supp(u) ‘xyﬁ ’

unde parametrii p > 1,7 > 0 si «, 8,7 € R satisfac anumite conditii de compatibilitate

3=

(a se vedea [B4, Introducere]).
Din céte stim, unul dintre cele mai recente studii privind constanta optima C' > 0
din inegalitatea Caffarelli-Kohn-Nirenberg este cel al lui Nguyen [34], care prezinta o

gama larga de combinatii de parametri pentru care constanta optima este egala cu

r
N—~r”

Cu toate acestea, Cazacu et. al. [12] au demonstrat ca, In anumite situatii
(mai precis, cdnd p = r = 2), constanta optima bifurca in functie de valorile celorlalti
parametri implicati.

In aceastd sectiune a tezei, analizam comportamentul de bifurcatie al constantei
optime pentru inegalitatea Caffarelli-Kohn-Nirenberg pentru cat mai multe combinatii
de parametri posibil, Incercand astfel s& umplem golul din literatura dintre cele doua

lucrari mentionate anterior. Mai precis, obtinem ca, in cazul p = 2, daca parametrii

din () satisfac conditiile r > p si

N—ﬂ—(ua—é)]um,
p) r—>p

atunci constanta optima este

.
r(N=2-2a)+ (1+a+%—N)
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CONCLUZIE

Aceasta lucrare exploreaza diverse metode asimptotice In cadrul ecuatiilor cu derivate
partiale, subliniind rolul esential al aproximarii atat in EDP, cat si in Analiza Matema-
tica in ansamblu. De la concepte fundamentale, precum continuitatea, pana la scheme
numerice avansate, procesul de trecere la limita si estimarea erorii de aproximare con-
stituie fundamentul Analizei Matematica.

Mai mult decat atat, din perspectiva noastra, fenomenele asimptotice reprezinta
o caracteristica definitorie a Analizei, distingdnd-o de alte ramuri ale matematicii si
conturand-o ca o punte esentiala intre Matematica si lumea reala. Dar de ce spunem
acest lucru?

In primul rand, lumea reald patrunde in domeniul Matematicii prin construirea unor
modele aproximative ale datelor experimentale. Astfel de modele, precum ecuatiile
care descriu simplificat dinamica particulelor, sunt structuri matematice abstracte care
permit aplicarea unor tehnici pur matematice la fenomene fizice. De exemplu, chiar
daca ecuatia caldurii este doar un model idealizat pentru propagarea caldurii 11, B1,
16], aceasta ofera totusi informatii valoroase despre distributia temperaturii in timp.

Adesea, modelele inspirate din fenomene fizice sunt si mai mult simplificate, per-
mitdnd o analiza mai profunda si mai cuprinzatoare, asa cum se intdmpla in cazul
aproximarilor la timp mare ale ecuatiilor diferentiale din Capitolul E

In al doilea rand, aproximarile permit utilizarea unor instrumente practice, precum
computerele, care, in ciuda limitarilor lor inerente, pot rezolva probleme matematice
cu o eroare cuantificabil de mica. Acesta este, de fapt, principalul obiectiv al Ana-
lizei Numerice: obtinerea unor informatii despre proprietatile cantitative si calitative
ale obiectelor matematice prin construirea unor modele aproximative bazate pe un
set finit de parametri. Aceste modele pot fi evaluate folosind metode computationale,
permitand apoi proiectarea proprietatilor lor asupra obiectelor abstracte initiale. Ca-
pitolele H si B ilustreaza acest concept. Prin urmare, prin aproximari, Matematica

abordeaza riguros lipsa de rigoare inerenta lumii reale.
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Mai mult, descrierea eficienta a fenomenelor asimptotice necesita instrumente din
aproape toate ramurile matematicii. Inegalitatile integrale (Capitolele a si B), Topo-
logia (Capitolul @), Teoria Spectrala (Capitolul ), Geometria diferentiala (Capitolele
@ si B) si Algebra liniara (Capitolul B) joaca toate un rol important. Studiul unor
fenomene asimptotice profunde necesitd, astfel, o intelegere temeinica a Matematicii si
capacitatea de a integra concepte diverse pentru a modela aproximativ si a interpreta
riguros procesele din lumea reala.

In concluzie, considersm ci aceasta lucrare stabileste o baza pentru noi directii de
cercetare, cu potentialul de a contribui semnificativ atat la dezvoltarea Matematicii

teoretice, cat si a celei aplicate, si de a unifica si mai mult diverse ramuri matematice.
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