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Capitolul 1

INTRODUCERE

1.1 Probleme de interactiune fluid-structura elastica (FSI)

- analiza literaturii

Interactiunea fluid-structurd (FSI) este interactiunea unei structuri mobile sau deformabile cu
un flux de fluid intern sau inconjuritor. In cazul curgerii fluidului si al materialului elastic,
fiecare dintre subprobleme actioneaza asupra celeilalte. Cuplajul actioneaza la interfata care
este suprafata dintre problemele din fluid si solid, acestea fiind problemele multifizice cuplate
la suprafatd. Abordarea computationald pentru interactiunea fluid-structurd in aplicatii din
viata reald implica proiectarea unor tehnici eficiente de cuplare. O analiza matematica a
ecuatiilor FSI cuplate care prezinta intreaga problema FSI este incd o noutate. Deoarece
cele doud subprobleme, adica ecuatiile incompresibile Navier-Stokes pentru fluid si o ecuatie
pentru solidul elastic reprezinta obstacole matematice, nu este de mirare ca rezultatele pentru
problema cuplatd sunt rar raspandite. Interactiunea dintre un fluid si o structurd solida
(elasticd sau rigida) este un fenomen care apare in multe domenii ale vietii reale. Deformarea
aripilor aeronavei cauzatd de fortele aerodinamice, influenta caracteristicilor peretelui unui
vas asupra parametrilor fluxului sanguin, fluxurile de lubrifiant Tn rulmenti cu bile sunt doar
cateva exemple importante de probleme (FSI). Datoritd aplicatiilor practice si provocarilor
matematice, problemele FSI au fost studiate pe larg in ultimii ani.

Pentru ecuatiile Navier-Stokes din dinamica fluidelor si ecuatiile de conservare pentru
materiale hiperelastice neliniare, multe intrebdri teoretice inca nu au raspuns. Mai mult,

miscarea domeniului fluid poate duce la pierderea netezimii interfetei, unde are loc cuplajul.
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Avand un model complet cuplat pentru intreaga problema, putem folosi si scheme de solutii
puternic cuplate, cum ar fi liniarizarea Newton, metoda de retea multipla sau metodele de
spatii Krylov pentru problema completi, firi a subitera intre domeniile fluid si solid. In ultimii
40 sau 50 de ani, cadrul de coordonate eulerian lagrangian arbitrar a fost introdus pentru a
lucra cu probleme de flux pe domenii in miscare [23]], [39]], [40] unde sunt utilizate metode
numerice. Interactiunea fluid-structura este numitd problema multifizica cuplata la suprafata,
spre deosebire de problemele multifizice cuplate in volum, in care doud (sau mai multe)
subprobleme trdiesc toate in acelasi domeniu. Un exemplu tipic pentru astfel de probleme de
cuplaj de volum ar fi dat de curgerile reactive chimic, unde reactia chimica interactioneaza cu o
problema de curgere [[11]], [66]]. Ca exemplu de problema FSI cu domeniile in miscare, putem
cita [57] unde exista doud corpuri rigide In miscare. Existenta si regularitatea problemei
cuplate a fost investigatd in [2]] (analizeazd un model parabolic-hiperbolic al unui sistem
cuplat care apare atunci cand o structurd elastica este scufundata in fluid), [3]] - [5] studiaza
un model parabolic-hiperbolic cuplat cu structura elasticd scufundata in fluid prin teoria
semigrupurilor, in [24] un sistem dependent de timp ce modeleaza interactiunea dintre un
fluid Stokes si o structura elastica este descris, [25]] studiaza o problema liniard de interactiune
fluid-structura elasticd. Pentru o introducere aprofundatd in optimizare si identificare a
parametrilor cu ecuatii cu derivate partiale, ne referim la literatura de specialitate [38]], [49],
[63], [64]. Rezultatele de optimizare pentru problemele FSI pot fi gésite, de exemplu, in
[14], [15], [27], [56], [S9], [60]. Alte lucrari care studiaza diferite aspecte de interes din
punct de vedere matematic si numeric privind problemele FSI sunt prezentate in cele ce
urmeazd. Exemple de studii de insuficientd venoasa sunt in [20], [42], [46] si [S0]. in
[9]] autorii demonstreaza existenta solutiilor slabe n problema de interactiune dintre un fluid
Stokes si o structurd multistratificata poroelasticd, [19] prezinta noi algoritmi pentru predictia
hemodinamicii 1n artere mari, [21] propune investigarea din punct de vedere numeric a unei
probleme de interactiune fluid-structura elasticd care e bazata pe teoria de descompunere, in
[34] rezultate de existenta sunt obtinute intr-o problema FSI cand in structura elastica motori
biologici sunt luati in considerare, [52] reprezintd o analiza variationala intr-o problema FSI
cand numadrul lui Young si densitatea pldcii sunt parametri mari sau mici, [S3]] prezintd o
analizd asimptoticd intr-o problema de interactiune fluid-structura elastica depinzand de doi
parametri mici, grosimea solidului si a fluidului, Tn timp ce [S5] da o introducere matematica

in tehnicile de modelare, analiza si simulare pentru problemele FSI.
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1.2 Motivatia si punctul de plecare al studiului

Aceastd lucrare este asociatd cu fenomenul complex din viata reala al fluxului sanguin prin
sistemul circulator. Datoritd importantei sale practice evidente, 1n literatura de specialitate
au fost elaborate numeroase modele matematice pentru a descrie cat mai bine caracteristicile
acestui fenomen. Articole care tin cont de structura complicatd a sistemului sanguin ([8]]
descrie o procedura de reconstructie a presiunii pentru domeniile subtiri, [41] demonstreazd
existenta si unicitatea solutiei slabe pentru ecuatiile stationare Navier-Stokes intr-o structurd
de tub subtire), interactiunea dintre sange si peretele elastic al vasului ([10], [S3]]), sau rolul
vascozitatii asupra curgerii fluidului (in [7] un fluid micropolar incompresibil care curge
printr-un sistem de conducte, [54] studiaza un flux vascos nestationar Intr-un canal subtire cu
perete elastic, [S9] studiazad problemele de interactiune fluid vascos-structura elasticd) sunt
doar citeva exemple de lucriri recente dedicate acestor probleme de interactiune. In toate
lucrarile citate anterior s-a presupus cd temperaturile fluidului si ale mediului elastic sunt
constante; deci, ele nu afecteaza caracteristicile FSI. Aceastd ipoteza este o simplificare, deo-
arece majoritatea materialelor si fluidelor elastice au o dependentd puternica de temperatura.
In viata reald existd multe situatii in care interactiunea dintre un fluid si un mediu elastic este
puternic influentatd de variatiile de temperaturd. Ca exemplu al rolului important jucat de
temperaturd mentiondm legdtura dintre temperatura exterioard si variatia tensiunii arteriale
(vezi de exemplu, [44], [65]).

Inainte de a incepe studiul temei de cercetare prezentate in aceastd tezd, in anul 2020,
au fost efectuate cautdri multiple pentru a vedea daca exista si alte aborddri pentru probleme
similare. Am gasit un singur articol, [28], unde este prezentat un model simplificat al
problemei FSI cuplate atunci cand sunt luate in considerare variatiile de temperaturd ale celor
doud medii. Avand in vedere cazul stationar, autorii studiazd un cuplaj slab intre cele doud
medii, astfel: se rezolvd in primul rand problema din domeniul fluidului; apoi, se rezolva
ecuatia temperaturii convectie-difuzie in intregul domeniu, adicd reuniunea subdomeniilor
fluid si solid; in sfarsit, se rezolva sistemul de termoelasticitate liniara care descrie deformarea
mediului elastic. Aceasta cuplare slabd scade costul de calcul deoarece nu este necesar sa
se rezolve un sistem monolitic cuplat. in afard de [28], putem mentiona inci doui article
([47, 48]]) publicate dupd 2020 care discutd despre probleme FSI termice. Caracteristicile
modelelor studiate in aceste doud articole este cd structura elasticd are o dimensiune mai

mica decat cea a fluidului (asta inseamna ca structura elastica reprezinta o parte din frontiera
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fluidului).

1.3 Noutatea

In aceasti tezi propunem un model matematic dublu cuplat pentru a descrie o problemi
termica (FSI) atunci cand domeniul fluid si cel solid au aceeasi dimensiune. Prin inter-
mediul acestui model se obtin rezultate calitative precum existenta, regularitatea, unicitatea
functiilor necunoscute; mai mult, efectuam simuldri numerice care evidentiaza unele aspecte
care caracterizeaza fenomene din viata reald. Noutatea aborddrii noastre este ca, spre deo-
sebire de problemele studiate in [28, 47, 48], reusim sd analizam, atat din punct de vedere
matematic, cat si numeric, un sistem dublu cuplat cu ecuatii neliniare si conditii de limitd
si initiale neomogene, in cazul in care fluidul si structura elastica ocupa domenii cu aceeasi
dimensiune. In modelul nostru, miscarea fluidului este descrisd de sistemul incompresibil
Navier-Stokes In aproximarea Boussinesq; comportamentul mediului elastic este modelat
prin ecuatia termoelasticitatii liniare si, in plus, variatia temperaturii este data de o ecuatie de
convectie-difuzie corespunzatoare fiecarui mediu (neliniard in domeniul fluidului). Conditiile
de cuplaj pe interfata dintre cele doud medii sunt continuitatea vitezelor si temperaturilor, i,
de asemenea, continuitatea tensiunilor normale si a fluxurilor de cdldura.

Chiar daca literatura de specialitate din ultimii ani contine un numar mare de lucrari
care surprind diferite aspecte ale interactiunii dintre un fluid véscos si o structura elasticd
(de exemplu, [13] studiazd o problema de interactiune fluid-structura tridimensionald intre
un fluid vascos si o placa elasticd subtire in care se obtin rezultate de convergenta tare si
estimari cantitative de eroare, in [29] o schema semi-implicitd stabila si o proiectie Chorin-
Temam sunt studiate intr-un cuplaj incompresibil fluid-structurd elasticd, in [37/]] este studiatd
o problema neliniard nestationard de interactiune fluid-structurad fara decuplarea fluidului
de la structurd, [51] descrie o problema neliniard cu frontiere in miscare intre un fluid
incompresibil, vascos, Newtonian cu o ecuatie bidimensionald Navier-Stokes si o structurd
elastica cu conditii de alunecare la frontierd Navier unde metoda folositad este discretizarea
in timp prin divizarea operatorilor, [52] studiazd un model bidimensional dependent de timp
intre o placa elastica subtire si un fluid vascos Newtonian cu dilatare asimptoticd, in [54] un
flux vascos nestationar cu vascozitatea constanta aproape peste tot si o expansiune asimptoticd

a solutiei este construitd, [59] determind o functie de vascozitate ce realizeaza o configuratie
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optima a presiunii sangelui), cuplajul termic dintre cele doua medii este incad o noutate.

1.4 Structura tezei si rezultate principale

Teza este impirtiti in sase capitole si o bibliografie ce contine 67 titluri. In Capitolul 2
prezentdm rezultate cunoscute de analiza functionald din literaturd pe care le folosim in
tezd. In Capitolul 3 introducem si studiem sistemul neliniar complet cuplat care modeleazi
problema FSI termicd cu conditii la limitd, de cuplaj si initiale. Definim problema FSI
corespunzatoare unui fluid incompresibil Navier-Stokes si un solid elastic, cuplate cu ecuatii
pentru temperaturd, cele doud medii fiind cuplate pe interfatad prin continuitatea vitezelor, ten-
siunilor normale, temperaturilor si fluxurilor de cdldurd, prezentate in Problema Principala.
Liniarizand sistemul si introducind expresii adimensionale, obtinem un sistem cuplat cu
ecuafii cu derivate partiale pe care il vom analiza in continuare. Atunci, introducem doud noi
functii necunoscute pentru a reduce numarul de necunoscute. Astfel, transformdm sistemul
diferential intr-unul integro-diferential. Pentru a obtine analiza variationald a problemei, pre-
zentam spatiile functionale, regularitatea datelor si definim doud noi necunoscute ce satisfac
conditii la limitd si inifiale omogene. Introducem notiunea de solutia slabd pentru sistemul
integro-diferential si obtinem primul rezultat important al acestui capitol: existenta si unici-
tatea solutiei slabe. Rezultatul de existenta este demonstrat prin metoda lui Galerkin aplicatd
pentru problema variationald asociata noilor functii necunoscute. Obtinem doud seturi de
estimari pentru necunoscute si derivatele necunoscutelor. Pentru ca problema variationald nu
furnizeaza suficientd regularitate in domeniul elastic, o aproximdm cu o familie de probleme
variationale vascoelastice, depinzand de un parametru mic €. Diferenta dintre problema
variationald inifiala si problema vascoelasticd din aceasta familie este reprezentata de un
termen suplimentar mic apdrut in ultima problema. Acest termen corespunde regularitatii
in domeniul elastic neacoperit” de problema variationald inifiala si este necesar in ceea ce
urmeaza pentru a obtine convergenta schemei numerice. Demonstram rezultate de existenta,
unicitate si regularitate pentru problemele vascoelastice si estimdri. Aceastd aproximare este
justificati de o teoremi de estimare a erorii care di o eroare de ordinul O(&!/*) intre solutia
exacta si cea vascoelastica 1n raport cu norme convenabile. Prin urmare, obtinem, cu € — 0,
convergenta tare a familiei de solutii vascoelastice la solutia problemei variationale initiale in

raport cu norme convenabile. Ultima parte a acestui capitol este dedicatd analizei numerice
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a problemei pentru cazul n = 2. Pentru orice valoare fixatd a lui &, asociem problemei
vascoelastice corespunzitoare o schema numericd, folosind o metoda prin diferente finite
pentru timp si 0 metodd de element finit pentru aproximarea in spatiu. Termenul suplimentar
vascoelastic ne permite sd obtinem estimari convenabile pentru solutia unica a schemei nu-
merice in domeniul elastic, urmate de o teorema de stabilitate. Al doilea rezultat principal al
acestui capitol este teorema de convergentd. Aratam in primul rand ca sirul de solutii al sche-
mei numerice este slab convergent (in raport cu spatii convenabile) la un triplet ce satisface
aceleasi egalitdti variationale ca solutia vascoelasticd, dar cu mai putind regularitate decat
aceastd solutie. Atunci, Tmbunatitim pas cu pas regularitatea acestui triplet pana obtinem o
regularitate (incd inferioard a celei a solutiei vascoelastice), dar care ne permite sd obtinem
un rezultat de unicitate care are ca consecinta faptul ca limita slaba obtinuta anterior a sirului
de solutii numerice este unica si reprezinta solutia unicd a problemei vascoelastice.
Capitolul 4 prezintd rezultate teoretice legate de presiunea fluidului. Studiile teoretice
ale acestui capitol includ echivalenta dintre problema variationald fard presiune si
problema variationala cu presiune, existenta si unicitatea presiunii folosind formula lui Stokes.
Demonstram aproximarea presiunii printr-un sir de functii presiune vascoelastice si apoi,
convergenta slaba al acestui sir la presiune. Mentiondm ca unicitatea presiunii nu este
un rezultat trivial, pentru ca problemele Navier-Stokes nu dau unicitatea presiunii fluidului.
Prezentam o schema numerica de aproximare cu rezultate de stabilitate si convergentd. Ultima
parte a acestui capitol este dedicatd algoritmului lui Uzawa al cérui rol este de a aproxima o
functie supusa la restrictii printr-un sir de functii fard restrictii. Algoritmul lui Uzawa pentru
ecuatiile Stokes si Navier-Stokes este folosit, de exemplu, in [62]. Rolul acestui algoritm este
sd aproximam o functie care trebuie sd verifice conditia / diva,dx =0,VS € S}{ cu un sir

S
de functii care nu mai este supus acestor restrictii. Acest lucru este necesar pentru ca este

/divahdx =0,VS e S,{}
S

dificil sd construim o baza precisa a spatiului ‘W), = {&h e W,
din cauzarestrictiei acestui spatiu. Generalizam acest algoritm pentru problema dublu cuplati
studiata si, in plus fatd de ceea ce se studiaza in [62], demonstram si ca sirul de functii care
aproximeaza presiunea are un punct slab aderent.

Capitolul 5 se ocupa de simuldri numerice alese pentru a pune in evidentd fenomenele
fizice legate de problema consideratd. Aceste simuldri se bazeazad pe schemele numerice
prezentate mai devreme si evidenfiaza urmadtoarele aspecte:

1. felul in care variatia de temperatura influenteaza variatia vitezei longitudinale in fluid;
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2. felul in care schimbdrile de temperatura exterioard influenteazd variatia presiunii
sanguine;
3. influenta fortelor ce actioneaza in domeniul elastic asupra vitezei longitudinale 1n fluid;

Capitolul 6 prezinta concluziile aborddrii teoretice §i numerice.

1.5 Interdisciplinaritatea studiului

Aceastd caracteristicd este evidentiatd de faptul cd, pornind de la o problema fizica (influenta
temperaturii asupra fluxului sanguin printr-un vas de sange elastic), se construieste un model
matematic pentru a descrie acest fenomen si apoi, prin intermediul acestui model, se reali-
zeaza simuldri numerice, care valideazd modelul propus deoarece aceste simulari conduc la

rezultatele fizice asteptate.

1.6 Limitari ale cercetarii si perspective pentru viitoare cer-

cetari

Datoritd complexitdtii modelului matematic (sistem dublu cuplat, neliniar, neomogen) in-
trodus pentru a descrie cat mai fidel influenta temperaturii asupra unei interactiuni fluid
vascos-structurd elasticd atunci cand domeniul solid are aceeasi dimensiune cu cel fluid, a
fost necesar ca studiul sd aiba o mica simplificare constand 1n liniarizarea ecuatiilor sistemului.

Intrucit munca noastri reprezintd un studiu matematic si numeric asociat cu un model
simplificat al fluxului sanguin prin sistemul circulator, unele directii viitoare de cercetare ar
putea fi luarea Tn considerare a unei geometrii mai realiste a problemei sau un model mai
apropiat de realitate pentru modelarea fluxului sanguin. O etapa urmadtoare ar fi domeniile
in R3 si apoi o structurd de tub. Domeniul numit structuri tubulari este un model matematic
menit sd descrie structurile care contin mai multe tuburi conectate Tn punctele lor numite
noduri. Mai exact, este o structurd speciald de domenii subtiri. Din punct de vedere
fizic, aceste structuri pot fi folosite ca modele geometrice ale sistemelor vaselor de sange,

instalatiilor hidraulice etc.
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Capitolul 2

O PROBLEMA DE INTERACTIUNE
FLUID-STRUCTURA ELASTICA:
MODELARE, ANALIZA
VARIATIONALA SI NUMERICA

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in Ciorogar, A., Stavre, R., 2023.
A Thermal Fluid-Structure Interaction Problem: Modeling, Variational and Numerical

Analysis, J. Math. Fluid Mech. 25, 37.

2.1 Descrierea modelului matematic

Consideram interactiunea nestationara dintre un fluid vascos, incompresibil si un solid elastic.
Fie Q c R", n = 2,3 o multime Lipschitz, deschisd, marginita, cu frontierd de clasd C 1 si
Qp C Q cu aceleasi proprietiti. Notdim Qg = Q '\ Q_f Q¢ reprezintda domeniul ocupat
de fluidul vascos si g este domeniul elastic. Fluxul fluidului este descris de ecuatiile
Navier-Stokes 1n aproximare Boussinesq, unde ludm 1n considerare variatia temperaturii. Se
considera si influenta fortelor masice, corespunzitoare greutitii, pg unde p este densitatea
si & este acceleratia gravitationald. Necunoscutele sunt viteza v, temperatura fluidului Ty
si presiunea p. In aceasti aproximare, variatia densititii este neglijati in termenii inertiali,
dar gravitatia este suficient de importanta pentru a evidentia variatia densitdtii. Densitatea

depinde liniar de temperaturd cu expresia p = po—poa (T —Tp), po fiind o constantd pozitiva
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reprezentand densitatea fluidului la temperatura Tj si a ¢ coeficientul de expansiune termica.
Comportamentul mediului elastic este modelat de ecuatia termoelasticitatii liniare, cu

componentele tensorilor mici de deformare date in termeni de vectorul deplasare i, con-

M

siderat a fi descompus de g;; = sl].JV.I + sl.TJ., & reprezentand componentele tensiunii me-

canice si siTj componentele tensorului termic (vezi e.g., [45]), variabilele necunoscute fi-
ind vectorul de deplasare u si temperatura in solid Ty. Folosind teoria din [58], avem

o = /l{-,‘kk(s,'j + 2/18,']' —kCL’s(T - T())(Sij.

M T
ij ij
Pe langa ecuatiile anterioare, considerdm doud ecuatii de convectie-difuzie nestationare

& &

corespunzatoare transferului de caldura in fluid si 1n solidul elastic.

Presupunem cd deformatia elastica a mediului este mica, astfel incat ecuatiile pentru
cele doud medii pot fi scrise cu o bunad aproximare In domeniile corespunzdtoare initiale.
Frontierele celor doud faze au urmdtoarele proprietdfi: 0Qy = I'y UT, 0Q, = T, UT, cu
meas(I'y NT") =0, meas(I';NT) =0,y UTy = 0Q, meas(I'y NTy) = 0si I' = 0Qf N 0L,
reprezinti interfata celor doui faze. In plus, corespunzitoare diferitelor tipuri de conditii
la limitd, luim in considerare T’y = T'! UT?2, cu meas(I"! N T'?) = 0. Conditiile de cuplaj
(reprezentate prin continuitatea vitezelor, vectorului de tensiuni, temperaturii si a fluxului
de cdldurd) sunt impuse pe interfata fixa care separd aceste domenii (pentru detalii privind
conditiile de cuplaj in FSI, vezi, de exemplu, [55]]).

Asa cum s-a spus mai devreme, sistemul sanguin are o structurd geometrica complicata.
Totusi, in scopul abordarii noastre, aceastd structurd nu este unul dintre aspectele principale,
asa ca consideram o geometrie simplificatd a problemei.

Pentru o mai buni identificare a frontierelor prezentim mai jos anumite domenii in R? si

R3.
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CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

RQ ;. Ly T

F,
T - (S F

[ (0 A T2 T e Qf of—>1%
Qf y

S N
r b= \ ]
—> [,

T \\:5<1_f

Figura 2.1: Domenii particulare in R* si R3

)

——

Formuldm acum Problema Principala, problema nestationard termica FSI modelata de

sistemul neliniar de ecuatii.

Sa se giseascd v, i, p, Ty, Ty solutiile sistemului neliniar de ecuatii cu derivate partiale:

PV +po(V-V)V=2v div(D (V) +poa s (Tr=Tr)§+Vp=pog
in Qrx(0,7),
divvi =0
S0 ou -
psit” — ,-,21 P (Aij%) + ka,V(T, = Ty,) = fs in Q,x(0,7), 2.1
p()CfT} + pon\_; . VTf - kaTf = Qf in Qf)(((),?‘),
psCsTs, + ka’sTso(diVﬁ, — kAT = Qg in QSX(O»T),

cu condiii la limita

7=0 pe I'r % (0,7),

ii=0 pe I'y x (0, 7),

oTy

i 0 pel'yx(0,7), (2.2)
0T,

o =0 pel!x(0,71),

T,=T, pe FSZ x (0, 71),

11



CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

conditii de cuplaj

v=u'
6* .
—pn+2vD(V)n Z Aij— o — kay(Ty — Ty,)n
3 ij= pe I' x (0,7), (2.3)
T, =T,
oTy oT;
kf— = ky—
I on * on
si condifii initiale
\7(0) = \7() in Qf,
i(0)=i’(0)=0 1inQ,, (2.4)
T0) =Ty in Q.

2.2 Problema variationala

Problema Variationala

Sé se géseasci (@, S) € Hy X Hy solutie pentru:

/Q PO / (@(1) - V)ivo - 3 + / (70-V)B(1) -
2

s [, D@ D@ ey Ji 507 Gk > [ vsa)-g

Z/ Mg ([ oo 52 - /Qlé(r)«z,

i 1
" . (VP)
Vg e W apt in (0,7),

/ S (O + / R (1) - VT + / nivo - VS(1) + / VS(1) - Vi
Q Q, Q, Q

_cps o e
cprE kQS/V(TOU) (1) [}G(I)U [)F(l‘) v,

VneT ap.t in (0,7),
&(0) =0 in H;S(0) = 0 in L2(Q).

12



CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

2.3 Aproximarea problemei variationale cu o familie de
probleme vascoelastice

Propozitia 2.1. Perechea (©, S) este solutie pentru daca si numai dacd tripletul (o, u, S)

e solutie pentru problema:

Sa se gaseascd (@, i, S) € Hqy X Hays X Hy astfel incat:

/ 0w 0-g+ [(@0)-Vio-¢+ [ (FeVIBM) -3

Qf Qf
8u(t) 890
+e / D(@(1):D(@) +a / S(F -5+ ”ZI / R
+k6¥s& VS(t) /K(t) ¢, Vg e W ap.t in (0,7),
Q

dii' (1) dy 0&(1) oy ) 05
IJZI/ Vox; 0w Z/ Vox;  oxi’ Vi € W apt in (0,7),

/ x2S (t)n + / na(t) - Vo + / nwo - V(1)
Qf Qf
« [ VS0 9n -2 Beka, [ vt 60
Cf PO
= / G(t)n —/ F(t)-Vn, Ve T ap.t. in (0,7),
Q Q

3(0) =0 in H; @(0) = 0 in WS S(0) = 0 in L2(Q).

2.3.1 Familia de probleme vascoelastice

Pentru a demonstra convergenta schemei numerice la problema variationald initiala, regula-
ritatea H' pentru & in Q; ar trebui furnizati de un termen corespunzitor, deoarece aici nu e
mai posibild utilizarea regularitatii datelor in timp, schema numerica fiind independenta de ¢.

Fie £ > 0 un parametru mic. Consideram problema:

13



CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

Problema Variationala Vascoelastica

Si se giseasci (g, Ug, Sg) € Hyy X Hyys X Hy astfel incat:

/ PO /Q (Bo(0) - V)ito- G + / (o - V)@s(1) - 3
f

o, D@0 D@ ey [ 5055+ 0o, [ e 58

1]1

+8_ Z/ 00e(1) 0 4, Ps [ V5.0 ¢ /I?(t)-é,
052 Ox] 8x, PO Q
Vg e W apt in (0,7),

Z/ diiy(1) g Z/ 950 W 5y apiin (0.0)
ij=17%s

i
J ax (9x, Ox; ax,
i,j=1

/ SL(On + / nGa(1) - VT + / nivo - VS (1)
Q Qr Q
/ aVSa(1) - Vn——;/%E ckas / V(Ton) - Bu(1)

= / G(t)n - / F(t) -Vn, Vne T apt in (0,7),
Q Q

(VVP)

&:(0) =0 in H; ii,(0) = 0 in ‘W*; S(0) = 0 in L2(Q).

Corolarul 2.1. Fie (©,u,S) solutia unicd a problemei si {(Dg, g, Sg)}e familia de

solutii vascoelastice. Atunci, au loc urmadtoarele convergente, cand € — 0:

Ds — & tare in L=(0,7; (L2(Q)"),

S — 8 tare in L=(0, 7; L*(Q)),

Dg — & tare in L*(0,7; (H' Q)"
S, — S tare in L*(0,7; H'(Q)),

i, — i tare in L™(0,t; (H (Q))").

2.4 Scheme numerice de aproximare, estimari, stabilitate,
convergenta pentru cazul n = 2

Consideram o problema vascoelasticd corespunzatoare unui £ fixat si ii asociem o schema
numericd folosind o aproximare prin element finit in spatiu i o aproximare prin diferente finite
in timp. Toate necunoscutele care apar in continuare depind de &, dar, pentru simplificarea

scrierii, 11 vom omite.

14



CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

2.4.1 Schema numerica independenta de timp

Pentru o valoare fixatd a Iui &, asociem problemei vascoelastice (VVP) urmatoarea schema

numerica

Pentru &° ., .., & eWh, TN IEWS SO . Sm le’]' dati,
hN Up N N

(wh N,uh N Sg N) (0 0, 0), sa se gaseasca (wh N UT s S N) EWR XWX T, ad.

1 - - - — - - - -
ﬁ_N/XIwZNSDh-i_‘/ (le,NV)Wofph'*‘ (WOV)(’UZZ’NSDI’Z
Q Q; Qy

2
v [ D@y D<¢h>+af/ SiNE - G
c Qf

2 o, o3 LY
Ps hN </7h h N O0¢n
s Ajj :
* 00 iZ / I Ox; ; 8x, Z / J 6x 6x,

- 1 —>1m— - - -
+kay 22 /VSZ’N Gn = /N/Q)aw’,ﬁNwoh +[2K]’G‘¢h, Y oneWy,

LZ/ A___éﬁ_’,ZN_a_@l_i/ 90y gy
T/Nij: Y 8xj ox; 2 Je Aij 6x ax,

(NS)

1 ] e
L / XS + / (@ - VToms + | Gio- VST
7/N Jo Qf

+/X3VS;7N'V nn — S'DAE ka/s/V(Tonh)-a_y;ZN
CfpPo Q

/XzS’,?NnH/G%nh—/ﬁﬁVnh, V1in € Th.
" 7/N Q Q

Teorema 2.1. Exista Ny € N* astfel incat pentru orice N > No, m € {1,...,N} si h > 0

problema (NS) are o solutie unicd.

2.4.2 Stabilitate

Fie (0™, u™,,, S™ ) solutia unicd a sistemului (NS)); definim urmitoarele functii depinzand
hN> Yp NP N

de x sit:
@nn € L*(0,7;Wy)
. S dack NI r) v (2.6)
t) = t B R —
wh,N( ) wh’[\/ acaf € [(m )N’ mN , m s H
iinn € L2(0,7; W?)
" 2.7)

ian() =i, dacize [(m-1)Z,mI), m=T,N,
> h,N N
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CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

Sny € L*(0,7;T5)

A . 2.8)
S () = S, daci 1 € [(m - l)ﬁ mN) m=T.,N,
sl
whNEC (10, T]; Wh)
- m— ! -m T T (29)
wpn(t)= (a) th (T/_N - m)+a)h’N, te [(m—l)ﬁ,mﬁ),m =1,N,
Enn € CO([0,7]; W)
e : (2.10)
Enn (1) = (i~ i )( N )+uhN,t€ [(m DN mN) m=TnN,
onn € CO([0,7]; )
ot . : . 2.11)
O'h[\/(t) (S Sh,l\} (‘['/_N —m)+Sh’N, t e [(m—l)ﬁ,mﬁ),m = I,N
a definim multimile:

Eu = {dpn, h >0, Ne N, N> N},
&, = {iipn, h >0, Ne N*, N> N},
= {Syn. h >0, Ne N*, N> N}.

Teorema 2.2. Fie h > 0 5i N € N*, N > N doi parametri ce caracterizeazd discretizarea in

spatiu, respectiv timp. Atunci:

(i) multimea &, este L= (0, 7; (L*(Q))*) N L*(0,7; (Hy(Q))?) stabild;
(if) multimea &, este L™ (0;1; W?*) stabild, (2.12)
(iii) multimea Eg este L= (0,7; L*(Q)) N L*(0,7;7) stabild.

2.4.3 Convergenta schemei numerice

16



CAPITOLUL 2. O PROBLEMA DE INTERACTIUNE FLUID-STRUCTURA ELASTICA

Definim functiile:

Ry € LX0,7; (LX(Q))?)

Kn(t) = I?]’\’} pentru t € [(m - 1)%,m;), =1, N,

Gy € L*(0,1; L3(Q))
(2.13)

Gn(t) = G¥ pentru t € [(m - 1)%,m%), m=1,N,

Fy € L2(0,7; (L(Q))?)

.
Fy(t _F’" trut e -1 =1,N.
Futo) = FY penru 1 € (= D))

Propozitia 2.2. Daca (cf)’;: N ﬁ;l” no Sy y) reprezintd solufia unicd a problemei (@) atunci,

OnN, UnN» Sh.N» WhN, EnN, OpN definite de - verificd schema numericd depen-

dentd de timp:

/ () - B+ / (@Gan(0) - Vyio-Gn+ | (o V)@nn(t) - Gn
Qf

+—/ D(&pn(1)) : D(SDh)"'“f/ Sun(0)g - @i

Z/ Aup (1) c')goh Z/ ﬁwhN(t) 590h
o dx; ox; 0x;

l] 1
+kas— VShN(t) @On = / Rn(t) - @n, Y@ € Wy ap.t. in (0,7),
Q

Z/ 3§hN(l‘) awh Z/ awhN(f) 3% (NST)
8x Bx; ox;’

i,j=1

th e W, ap.t in (0,7),
/XzU;l,N(f)ﬂh+/ (LT)h,N(f)'VTo)Uh+/ (Wo - VSnn(2))nn
Q Qo Qo

/X3VShN(l) Vnh__;%ECka’s/V(TOUh)'CT)h,N(t)

Gn(DOny - / En(t) - Vin, Ynu € Ty ap.t. in (0,7).
Q Q

Teorema 2.3. Pentru orice h > 0, N € N*, N > N sim = 1.N, fie (wh v *’h"’N, h’N)
solutia unicd pentru problema (@) $i Op.N, Un.N» Sh.N» WhN» fh,N, on.n functiile definite de
(2.6) - 2.11). Fie (&g, i, Se) solutia unicd pentru problema véascoelasticd (VVP). Atunci,
(De, Ue, Sg) este unicul punct slab aderent al girului {(&pN,Unn,ShN)} nn cdnd h — 0,

N — oo in sensul convergentelor slabe unde avem stabilitate datd de Teorema2.2]
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Capitolul 3

ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI:
STUDIU VARIATIONAL,
APROXIMARE, ALGORITMI
NUMERICI, ALGORITMUL LUI
UZAWA

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in Stavre, R., Ciorogar, A., 2025.
Influence of a Given Field of Temperature on the Blood Pressure Variation: Variational

Analysis, Numerical Algorithms and Simulations, Axioms, 14, 88.
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CAPITOLUL 3. ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI

3.1 Problema variationala vascoelastica cu presiune

Problema Variationala Vascoelastica cu Presiune

(e, lg, Pes Se) € H X Hays X L2(Q x (0,7)) X Hy

/m;-w/ @g-vmo-w/ (o - V)@ - @
92 Q Q;
v [ P@) D) - / podiv @ +ay / Sei- @

Re
_)8 80)8
Z / o (9xJ axl Z / i (936/ axz

t—l

+ kay— VSE(I) - Qg+ kas—‘ Sediv ¢
pPo Ja,

= / K-§— ka2 (T, - To)divg, Y@ e (Hy(Q)" in L*(0,7),
Q PO JOr
(VVPP)

(')a)g R o
Z/ U@x] (9xl Z/ gl Ox] axl’ Yy e Whin L7(0,7),

i,j=1

/)(2SQ]+/ najg(t)-VTo+/ m?zo-VS8+/)(3VSS-V77
Qf Q Q
Cs Ps - = ~ 2
———Eckas/V(Ton)-wE:/Gn—/F-Vn, VneT in L(0,1),
Q Q

/ qdivd, =0,V q € L*(Qy) in L*(0,7),
Qf

@:(0) =0 1n H, ii,(0) = 0 in W, S.(0) = 0 in L2(Q).
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3.2 Schema numerica de aproximare cu presiune

1 - - - — - - - -
—/)(lw;l”N-goh+/ (w’,ZN-V)wo-¢h+/ (Wo - V)W, - @n
7/N Jo ’ Qs

2 - - - -
o [ D@ D@+ ey / S;:Ng o - / 2\ D

Re Q Qy

Ps hN 590;1
kag ST di — i
+ ap / iy div @ + Z/ ; 0xj 9x,

AT 63 1
hN (1011 pS m - -m—1
+e— E + ka VA YA = ——
8 0= 1/ Y (9)6] axl PO/ hNoh 7'/1\7/9)(1 “nN i

' / R ka2 [ (TR = Tod G, VG e W
Q Lo Qf

(NSP)

1 o'y oy, 2 Gy Ay,
_ PR A NG
T/N Z / Aij ox;  0x; ”Z:] _/ / ox; ox;

ij=17%

2 m—1 '
1 / a”hzv alﬁh
- AN Vi, e WS,
iZ £

l
I ox; ; 6x,

1 - —
—/XzS'ZZNUh+/ th'ff,N'VT0+/ nnwo - VSy v
T/N Q; Q;

3VS/1N Vnh - —sz—(s)ECka’s/QV(Tonh) : (I)’hn’N

T/N/XzS”’NnH/G%nh—/gﬁ]’é’-vnh, V1, € Th.
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Schema numerica dependenta de timp

m m ] v . . v - -
Propozitia 3.1. (wh N h N TN Sh,N) e soluﬁepentm daca §i numai dacd wp N, Up N,

ThNs ShNs WhoN, fh,N, o N Vverificd problema

/XlVT/'h,N(f) @+ | (@pn(t) - VIWo - @ +/ (Wo - V)Oun(t) - Gn
Q Q

Qf
2 - - -
o J, D@ ) DG v [ v [ man0Di
€ Joy Qy
Ps OuipN (1) I¢h
ka,— S Hdi — i
+ka p nN () div g, + Z/ j (?xj ox,

3whN(l) 0s0h
+3_Z/ ij ox; /VShN(t) ‘Ph

i,j=1
I/KN(l) “Gn+ kafsp—s/ (To - (Tg)zv)div Gn Y @ € Wy in L*(0,7),
Q 0Jo
) ! (NSPT)

Z/ a‘th(t) 8{#;, Z/ (')a)hN(t) aatilh’

i,j=1 i,j=1

Y, € W,”; in L*(0,7),

/XzO';Z,N(t)Uh+/ Uth)h,N(l)'VTo+/ nawo - VSun (1)

Q Qy Qy

+/ X3VSh,N(t) . Vnh — —S&Eckas/ V(T()T]h) . cT)h,N(t)
Q Cr Po Q

- / NG / Fy(t) - Vi, ¥ € T in L2(0,7),
Q Q

Urmatoarea teoremd dad convergenta schemei (NSPT)) la problema (VVPP).

Teorema 3.1. Fieh >0, N € N*, N > N. Pentruoricem € {1, ..., N} fie ((T)Z‘,N, ﬁ’;ZN, T N
Sy ) solufia unicd a problemei Fie (0, g, pe, S¢) solutia unicd a problemei (VVPP).
Atunci, aceastd solutie reprezintd unicul punct slab aderent al sirului {(a_ih,N, UnNsTThNs ShN) }h,N
cand h — 0, N — oo in raport cu convergenta slabd in multimile &, &,, &, Es pentru

care avem stabilitate.
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3.3 Algoritmul lui Uzawa

Algoritmul lui Uzawa

—’0 10 SO
A hN’ hN’

si pentru orice r € N, (a)m r+l fi’;:;,“,ﬂ;:;,” Sm r+1) € Wi, x W) x X, X Ty, astfel incat

Pentru (wh N) = (6 0,0, 0), sa se gaseascd, pentru oricem € {1,...,N}

—>mr+1 - —>mr+1 —>mr+1 —>
I Jpas e [ @i [ o0,

+—/ D@ D(goh)mf/ sz gsh—/ 2 Dy
Qf ’
1
8umr+ aszh

Ps m,r+1 ~hN
thas /ShN dlv¢h+_2/ g 0Xj ox;

i,j=1

—>m r+1

a‘ph ps/ myr+l -
+e— . + kay;— [ VS
e Z/ 3)6] Ox; aspo o N o

ljl

->m—1 - _)m - pS =\ . -
=— [ y107 -g0h+/K o — ka —/ ((Ty)n — To)div @y,
T/N/Q hN o v * po Q; 8N
V‘;Bh € Wh,

2 o™ b+l (UA)

—m,r+1 >
szA.. N 00 Z/ 0B, N" g
T/N . Y ox; 6x, , g 0x;j 0x;

ij=17%%

ml

OlpN. (Wh
. v Wy,
T/N Z / g 8x] Ox;° 75

1 / m,r+1 / —>m,r+1 / m, r+1
— [ x2S o+ [ nw VTo+ | nuwo- VS
T/N h,N Q, h,N Q,

X3VSm,r+1 . Vnh — C_;f)—;ECkas/ V(Toﬂh) (’B;zn]}\”+]
Q

Q
T/N/XzS’Z,’an/G%nh—/f}’&-wh, Y € Tn,

m,r+1 >m,r+1 m,r
. TN 4h +p/ Dpay qn = /Q 7, nvdh Y an € Xp.
f f

Necunoscuta problemei de mai sus este (& r+l i), 1:,”, o 1(,” S r+1) € Wi x W} X X X

Tn. Observdm ci, spre deosebire de @, care este supusd restrictiei spatiului ‘W), prima

hN>
componentd a solutiei problemei (UA)) apartine spatiului fara restrictii Wj,.

Am demonstrat convergenta algoritmului lui Uzawa.

Teorema 3.2. Fie h >0, N e N*cu N >N, m € {1,...,N} sir € N. Presupunem ci p

satisface:

1
0< — 3.1
T (3.1)
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Atunci, pentru valori fixate ale lui h, N, m, avem urmdtoarele convergente cand r — oo:

>m,r ~m o
W, = W),y tarein W,

m,r

TN

— 7y, y larein LZ(Qf), 3.2)

=m,r

Up N

m,r m A
Sh,N - Sh,N tare in Ty,.

— iy tare in W,

Rezultatele aceste sectiuni corespund cazului n = 2.
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Capitolul 4

SIMULARI NUMERICE

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in Stavre, R., Ciorogar, A., 2025.
Influence of a Given Field of Temperature on the Blood Pressure Variation: Variational
Analysis, Numerical Algorithms and Simulations, Axioms, 14, 88.

Ultima parte a acestei teze este dedicatd simuldrilor numerice alese pentru a pune
in evidenta fenomenele fizice asociate problemei considerate. Programul folosit pentru
urmatoarele simuldri a fost MATLAB.

In toate exemplele prezentate mai jos, am considerat un domeniu simplificat, adici
Q = [0,4] x [0, 12], reprezentand o sectiune a unui vas de sange, ca in Figura2.1] stanga.

Schemele de aproximare folosite pentru simuldri sunt asociate problemelor vascoelastice.
Folosim o metoda prin diferente finite pentru timp si 0 metodd de element finit pentru spatiu.
Apoi, folosim algoritmul lui Uzawa. Parametrul mic & introdus cu familia de probleme
vascoelastice, care este un parametru fixat in schemele numerice, trebuie sa fie mai mare
decat max {%, dx f,dxs, dy}, unde % este pasul de timp si dx f, dxs sunt pasii de spatiu pe
Ox 1n fluid, respectiv domeniul solid si dy este pasul de spatiu pe axa Oy. Am ales pasi de
spatiu si timp diferifi pentru a obgine convergenta optima.

Rezultatele sectiunilor urmatoare sunt obtinute pentru cazul bidimensional si au fost

efectuate pornind de la sistemul (UA).
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CAPITOLUL 4. SIMULARI NUMERICE

4.1 Influenta temperaturii pe cuplajul fluid-structura elas-

tica

Velocity with temperature

Figura 4.1: Viteza cu temperatura.

Velocity without temperature

Figura 4.2: Viteza fara temperatura.
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CAPITOLUL 4. SIMULARI NUMERICE

4.2 Influenta unui camp dat de temperatura asupra variatiei

presiunii sangelui

Figura 4.4: Profilul presiunii in fluid pentru 7, = 400 K.
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4.3 Influenta fortelor de compresie asupra fenomenului de

reflux sanguin in insuficienta venoasa

Velocity for fs = 10 mmHg

Figura 4.5: Profilul vitezei pentru f; = 10 mm Hg.

Figura 4.6: Profilul vitezei pentru f; = 40 mm Hg.
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