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2.2 Problema variaţională . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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2.4.3 Convergenţa schemei numerice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI 18
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Capitolul 1

INTRODUCERE

1.1 Probleme de interacţiune fluid-structură elastică (FSI)

- analiza literaturii

Interact,iunea fluid-structură (FSI) este interact,iunea unei structuri mobile sau deformabile cu

un flux de fluid intern sau ı̂nconjurător. În cazul curgerii fluidului s, i al materialului elastic,

fiecare dintre subprobleme act,ionează asupra celeilalte. Cuplajul act,ionează la interfat,a care

este suprafat,a dintre problemele din fluid s, i solid, acestea fiind problemele multifizice cuplate

la suprafat, ă. Abordarea computat,ională pentru interact,iunea fluid-structură ı̂n aplicat,ii din

viat,a reală implică proiectarea unor tehnici eficiente de cuplare. O analiză matematică a

ecuat,iilor FSI cuplate care prezintă ı̂ntreaga problemă FSI este ı̂ncă o noutate. Deoarece

cele două subprobleme, adică ecuat,iile incompresibile Navier-Stokes pentru fluid s, i o ecuat,ie

pentru solidul elastic reprezintă obstacole matematice, nu este de mirare că rezultatele pentru

problema cuplată sunt rar răspândite. Interact,iunea dintre un fluid s, i o structură solidă

(elastică sau rigidă) este un fenomen care apare ı̂n multe domenii ale viet,ii reale. Deformarea

aripilor aeronavei cauzată de fort,ele aerodinamice, influent,a caracteristicilor peretelui unui

vas asupra parametrilor fluxului sanguin, fluxurile de lubrifiant ı̂n rulment,i cu bile sunt doar

câteva exemple importante de probleme (FSI). Datorită aplicat,iilor practice s, i provocărilor

matematice, problemele FSI au fost studiate pe larg ı̂n ultimii ani.

Pentru ecuat,iile Navier-Stokes din dinamica fluidelor s, i ecuat,iile de conservare pentru

materiale hiperelastice neliniare, multe ı̂ntrebări teoretice ı̂ncă nu au răspuns. Mai mult,

mis, carea domeniului fluid poate duce la pierderea netezimii interfet,ei, unde are loc cuplajul.
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

Având un model complet cuplat pentru ı̂ntreaga problemă, putem folosi s, i scheme de solut,ii

puternic cuplate, cum ar fi liniarizarea Newton, metoda de reţea multiplă sau metodele de

spaţii Krylov pentru problema completă, fără a subitera ı̂ntre domeniile fluid s, i solid. În ultimii

40 sau 50 de ani, cadrul de coordonate eulerian lagrangian arbitrar a fost introdus pentru a

lucra cu probleme de flux pe domenii ı̂n mis, care [23], [39], [40] unde sunt utilizate metode

numerice. Interact,iunea fluid-structură este numită problemă multifizică cuplată la suprafat, ă,

spre deosebire de problemele multifizice cuplate ı̂n volum, ı̂n care două (sau mai multe)

subprobleme trăiesc toate ı̂n acelas, i domeniu. Un exemplu tipic pentru astfel de probleme de

cuplaj de volum ar fi dat de curgerile reactive chimic, unde react,ia chimică interact,ionează cu o

problemă de curgere [11], [66]. Ca exemplu de problemă FSI cu domeniile ı̂n mis, care, putem

cita [57] unde există două corpuri rigide ı̂n mis, care. Existent,a s, i regularitatea problemei

cuplate a fost investigată ı̂n [2] (analizează un model parabolic-hiperbolic al unui sistem

cuplat care apare atunci când o structură elastică este scufundată ı̂n fluid), [3] - [5] studiază

un model parabolic-hiperbolic cuplat cu structura elastică scufundată ı̂n fluid prin teoria

semigrupurilor, in [24] un sistem dependent de timp ce modelează interacţiunea dintre un

fluid Stokes şi o structură elastică este descris, [25] studiază o problemă liniară de interacţiune

fluid-structură elastică. Pentru o introducere aprofundată ı̂n optimizare s, i identificare a

parametrilor cu ecuat,ii cu derivate part,iale, ne referim la literatura de specialitate [38], [49],

[63], [64]. Rezultatele de optimizare pentru problemele FSI pot fi găsite, de exemplu, ı̂n

[14], [15], [27], [56], [59], [60]. Alte lucrări care studiază diferite aspecte de interes din

punct de vedere matematic s, i numeric privind problemele FSI sunt prezentate ı̂n cele ce

urmează. Exemple de studii de insuficient, ă venoasă sunt ı̂n [20], [42], [46] s, i [50]. În

[9] autorii demonstrează existenţa soluţiilor slabe ı̂n problema de interacţiune dintre un fluid

Stokes şi o structură multistratificată poroelastică, [19] prezintă noi algoritmi pentru predicţia

hemodinamicii ı̂n artere mari, [21] propune investigarea din punct de vedere numeric a unei

probleme de interacţiune fluid-structură elastică care e bazată pe teoria de descompunere, ı̂n

[34] rezultate de existenţă sunt obţinute ı̂ntr-o problemă FSI când ı̂n structura elastică motori

biologici sunt luaţi ı̂n considerare, [52] reprezintă o analiză variaţională ı̂ntr-o problemă FSI

când numărul lui Young şi densitatea plăcii sunt parametri mari sau mici, [53] prezintă o

analiză asimptotică ı̂ntr-o problemă de interacţiune fluid-structură elastică depinzând de doi

parametri mici, grosimea solidului şi a fluidului, ı̂n timp ce [55] dă o introducere matematică

ı̂n tehnicile de modelare, analiză şi simulare pentru problemele FSI.
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

1.2 Motivaţia şi punctul de plecare al studiului

Această lucrare este asociată cu fenomenul complex din viat,a reală al fluxului sanguin prin

sistemul circulator. Datorită important,ei sale practice evidente, ı̂n literatura de specialitate

au fost elaborate numeroase modele matematice pentru a descrie cât mai bine caracteristicile

acestui fenomen. Articole care t,in cont de structura complicată a sistemului sanguin ([8]

descrie o procedură de reconstruct,ie a presiunii pentru domeniile subt,iri, [41] demonstrează

existent,a s, i unicitatea solut,iei slabe pentru ecuat,iile staţionare Navier-Stokes ı̂ntr-o structură

de tub subt,ire), interact,iunea dintre sânge s, i peretele elastic al vasului ([10], [53]), sau rolul

vâscozităt,ii asupra curgerii fluidului (ı̂n [7] un fluid micropolar incompresibil care curge

printr-un sistem de conducte, [54] studiază un flux vâscos nestaţionar ı̂ntr-un canal subt,ire cu

perete elastic, [59] studiază problemele de interacţiune fluid vâscos-structură elastică) sunt

doar câteva exemple de lucrări recente dedicate acestor probleme de interact,iune. În toate

lucrările citate anterior s-a presupus că temperaturile fluidului s, i ale mediului elastic sunt

constante; deci, ele nu afectează caracteristicile FSI. Această ipoteză este o simplificare, deo-

arece majoritatea materialelor s, i fluidelor elastice au o dependent, ă puternică de temperatură.

În viat,a reală există multe situat,ii ı̂n care interact,iunea dintre un fluid s, i un mediu elastic este

puternic influent,ată de variat,iile de temperatură. Ca exemplu al rolului important jucat de

temperatură ment,ionăm legătura dintre temperatura exterioară s, i variat,ia tensiunii arteriale

(vezi de exemplu, [44], [65]).

Înainte de a ı̂ncepe studiul temei de cercetare prezentate ı̂n această teză, ı̂n anul 2020,

au fost efectuate căutări multiple pentru a vedea dacă există s, i alte abordări pentru probleme

similare. Am găsit un singur articol, [28], unde este prezentat un model simplificat al

problemei FSI cuplate atunci când sunt luate ı̂n considerare variat,iile de temperatură ale celor

două medii. Având ı̂n vedere cazul stat,ionar, autorii studiază un cuplaj slab ı̂ntre cele două

medii, astfel: se rezolvă ı̂n primul rând problema din domeniul fluidului; apoi, se rezolvă

ecuat,ia temperaturii convect,ie-difuzie ı̂n ı̂ntregul domeniu, adică reuniunea subdomeniilor

fluid s, i solid; ı̂n sfârs, it, se rezolvă sistemul de termoelasticitate liniară care descrie deformarea

mediului elastic. Această cuplare slabă scade costul de calcul deoarece nu este necesar să

se rezolve un sistem monolitic cuplat. În afară de [28], putem menţiona ı̂ncă două article

([47, 48]) publicate după 2020 care discută despre probleme FSI termice. Caracteristicile

modelelor studiate ı̂n aceste două articole este că structura elastică are o dimensiune mai

mică decât cea a fluidului (asta ı̂nseamnă că structura elastică reprezintă o parte din frontiera
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

fluidului).

1.3 Noutatea

În această teză propunem un model matematic dublu cuplat pentru a descrie o problemă

termică (FSI) atunci când domeniul fluid s, i cel solid au aceeas, i dimensiune. Prin inter-

mediul acestui model se obt,in rezultate calitative precum existent,a, regularitatea, unicitatea

funct,iilor necunoscute; mai mult, efectuăm simulări numerice care evident,iază unele aspecte

care caracterizează fenomene din viat,a reală. Noutatea abordării noastre este că, spre deo-

sebire de problemele studiate ı̂n [28, 47, 48], reus, im să analizăm, atât din punct de vedere

matematic, cât s, i numeric, un sistem dublu cuplat cu ecuat,ii neliniare s, i condit,ii de limită

s, i init,iale neomogene, ı̂n cazul ı̂n care fluidul s, i structura elastică ocupă domenii cu aceeas, i

dimensiune. În modelul nostru, mis, carea fluidului este descrisă de sistemul incompresibil

Navier–Stokes ı̂n aproximarea Boussinesq; comportamentul mediului elastic este modelat

prin ecuat,ia termoelasticităt,ii liniare s, i, ı̂n plus, variat,ia temperaturii este dată de o ecuat,ie de

convect,ie-difuzie corespunzătoare fiecărui mediu (neliniară ı̂n domeniul fluidului). Condit,iile

de cuplaj pe interfat,a dintre cele două medii sunt continuitatea vitezelor s, i temperaturilor, şi,

de asemenea, continuitatea tensiunilor normale s, i a fluxurilor de căldură.

Chiar dacă literatura de specialitate din ultimii ani cont,ine un număr mare de lucrări

care surprind diferite aspecte ale interact,iunii dintre un fluid vâscos s, i o structură elastică

(de exemplu, [13] studiază o problemă de interact,iune fluid-structură tridimensională ı̂ntre

un fluid vâscos s, i o placă elastică subt,ire ı̂n care se obt,in rezultate de convergent, ă tare s, i

estimări cantitative de eroare, ı̂n [29] o schemă semi-implicită stabilă şi o proiecţie Chorin-

Temam sunt studiate ı̂ntr-un cuplaj incompresibil fluid-structură elastică, ı̂n [37] este studiată

o problemă neliniară nestaţionară de interacţiune fluid-structură fără decuplarea fluidului

de la structură, [51] descrie o problemă neliniară cu frontiere ı̂n mişcare ı̂ntre un fluid

incompresibil, vâscos, Newtonian cu o ecuaţie bidimensională Navier-Stokes şi o structură

elastică cu condiţii de alunecare la frontieră Navier unde metoda folosită este discretizarea

ı̂n timp prin divizarea operatorilor, [52] studiază un model bidimensional dependent de timp

ı̂ntre o placă elastică subţire şi un fluid vâscos Newtonian cu dilatare asimptotică, ı̂n [54] un

flux vâscos nestaţionar cu vâscozitatea constantă aproape peste tot s, i o expansiune asimptotică

a solut,iei este construită, [59] determină o funcţie de vâscozitate ce realizează o configuraţie

4



CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

optimă a presiunii sângelui), cuplajul termic dintre cele două medii este ı̂ncă o noutate.

1.4 Structura tezei şi rezultate principale

Teza este ı̂mpărţită ı̂n şase capitole şi o bibliografie ce conţine 67 titluri. În Capitolul 2

prezentăm rezultate cunoscute de analiză funcţională din literatură pe care le folosim ı̂n

teză. În Capitolul 3 introducem şi studiem sistemul neliniar complet cuplat care modelează

problema FSI termică cu condiţii la limită, de cuplaj şi iniţiale. Definim problema FSI

corespunzătoare unui fluid incompresibil Navier-Stokes şi un solid elastic, cuplate cu ecuaţii

pentru temperatură, cele două medii fiind cuplate pe interfaţă prin continuitatea vitezelor, ten-

siunilor normale, temperaturilor şi fluxurilor de căldură, prezentate ı̂n Problema Principală.

Liniarizând sistemul şi introducând expresii adimensionale, obţinem un sistem cuplat cu

ecuaţii cu derivate parţiale pe care ı̂l vom analiza ı̂n continuare. Atunci, introducem două noi

funcţii necunoscute pentru a reduce numărul de necunoscute. Astfel, transformăm sistemul

diferenţial ı̂ntr-unul integro-diferenţial. Pentru a obţine analiza variaţională a problemei, pre-

zentăm spaţiile funcţionale, regularitatea datelor şi definim două noi necunoscute ce satisfac

condiţii la limită şi iniţiale omogene. Introducem noţiunea de soluţia slabă pentru sistemul

integro-diferenţial şi obţinem primul rezultat important al acestui capitol: existenţa şi unici-

tatea soluţiei slabe. Rezultatul de existenţă este demonstrat prin metoda lui Galerkin aplicată

pentru problema variaţională asociată noilor funcţii necunoscute. Obţinem două seturi de

estimări pentru necunoscute şi derivatele necunoscutelor. Pentru că problema variaţională nu

furnizează suficientă regularitate ı̂n domeniul elastic, o aproximăm cu o familie de probleme

variaţionale vâscoelastice, depinzând de un parametru mic 𝜀. Diferenţa dintre problema

variaţională iniţială şi problema vâscoelastică din această familie este reprezentată de un

termen suplimentar mic apărut ı̂n ultima problemă. Acest termen corespunde regularităţii

ı̂n domeniul elastic ”neacoperit” de problema variaţională iniţială şi este necesar ı̂n ceea ce

urmează pentru a obţine convergenţa schemei numerice. Demonstrăm rezultate de existenţă,

unicitate şi regularitate pentru problemele vâscoelastice şi estimări. Această aproximare este

justificată de o teoremă de estimare a erorii care dă o eroare de ordinul O(𝜀1/4) ı̂ntre soluţia

exactă şi cea vâscoelastică ı̂n raport cu norme convenabile. Prin urmare, obţinem, cu 𝜀 → 0,

convergenţa tare a familiei de soluţii vâscoelastice la soluţia problemei variaţionale iniţiale ı̂n

raport cu norme convenabile. Ultima parte a acestui capitol este dedicată analizei numerice
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

a problemei pentru cazul 𝑛 = 2. Pentru orice valoare fixată a lui 𝜀, asociem problemei

vâscoelastice corespunzătoare o schemă numerică, folosind o metodă prin diferenţe finite

pentru timp şi o metodă de element finit pentru aproximarea ı̂n spaţiu. Termenul suplimentar

vâscoelastic ne permite să obţinem estimări convenabile pentru soluţia unică a schemei nu-

merice ı̂n domeniul elastic, urmate de o teoremă de stabilitate. Al doilea rezultat principal al

acestui capitol este teorema de convergenţă. Arătăm ı̂n primul rând că şirul de soluţii al sche-

mei numerice este slab convergent (ı̂n raport cu spaţii convenabile) la un triplet ce satisface

aceleaşi egalităţi variaţionale ca soluţia vâscoelastică, dar cu mai puţină regularitate decât

această soluţie. Atunci, ı̂mbunătăţim pas cu pas regularitatea acestui triplet până obţinem o

regularitate (ı̂ncă inferioară a celei a soluţiei vâscoelastice), dar care ne permite să obţinem

un rezultat de unicitate care are ca consecinţă faptul că limita slabă obţinută anterior a şirului

de soluţii numerice este unică şi reprezintă soluţia unică a problemei vâscoelastice.

Capitolul 4 prezintă rezultate teoretice legate de presiunea fluidului. Studiile teoretice

ale acestui capitol includ echivalenţa dintre problema variaţională fără presiune (VP) şi

problema variaţională cu presiune, existenţa şi unicitatea presiunii folosind formula lui Stokes.

Demonstrăm aproximarea presiunii printr-un şir de funcţii presiune vâscoelastice şi apoi,

convergenţa slabă al acestui şir la presiune. Menţionăm că unicitatea presiunii nu este

un rezultat trivial, pentru că problemele Navier-Stokes nu dau unicitatea presiunii fluidului.

Prezentăm o schemă numerică de aproximare cu rezultate de stabilitate şi convergenţă. Ultima

parte a acestui capitol este dedicată algoritmului lui Uzawa al cărui rol este de a aproxima o

funcţie supusă la restricţii printr-un şir de funcţii fără restricţii. Algoritmul lui Uzawa pentru

ecuaţiile Stokes şi Navier-Stokes este folosit, de exemplu, ı̂n [62]. Rolul acestui algoritm este

să aproximăm o funcţie care trebuie să verifice condiţia
∫
S

div ®𝛼ℎd𝑥 = 0, ∀S ∈ S 𝑓

ℎ
cu un şir

de funcţii care nu mai este supus acestor restricţii. Acest lucru este necesar pentru că este

dificil să construim o bază precisă a spaţiului Wℎ =

{
®𝛼ℎ ∈ 𝑊ℎ

���� ∫
S

div ®𝛼ℎd𝑥 = 0, ∀S ∈ S 𝑓

ℎ

}
din cauza restricţiei acestui spaţiu. Generalizăm acest algoritm pentru problema dublu cuplată

studiată şi, ı̂n plus faţă de ceea ce se studiază ı̂n [62], demonstrăm şi că şirul de funcţii care

aproximează presiunea are un punct slab aderent.

Capitolul 5 se ocupă de simulări numerice alese pentru a pune ı̂n evidenţă fenomenele

fizice legate de problema considerată. Aceste simulări se bazează pe schemele numerice

prezentate mai devreme şi evidenţiază următoarele aspecte:

1. felul ı̂n care variaţia de temperatură influenţează variaţia vitezei longitudinale ı̂n fluid;
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

2. felul ı̂n care schimbările de temperatură exterioară influenţează variaţia presiunii

sanguine;

3. influenţa forţelor ce acţionează ı̂n domeniul elastic asupra vitezei longitudinale ı̂n fluid;

Capitolul 6 prezintă concluziile abordării teoretice şi numerice.

1.5 Interdisciplinaritatea studiului

Această caracteristică este evident,iată de faptul că, pornind de la o problemă fizică (influent,a

temperaturii asupra fluxului sanguin printr-un vas de sânge elastic), se construies, te un model

matematic pentru a descrie acest fenomen s, i apoi, prin intermediul acestui model, se reali-

zează simulări numerice, care validează modelul propus deoarece aceste simulări conduc la

rezultatele fizice as, teptate.

1.6 Limitări ale cercetării şi perspective pentru viitoare cer-

cetări

Datorită complexităt,ii modelului matematic (sistem dublu cuplat, neliniar, neomogen) in-

trodus pentru a descrie cât mai fidel influent,a temperaturii asupra unei interact,iuni fluid

vâscos-structură elastică atunci când domeniul solid are aceeas, i dimensiune cu cel fluid, a

fost necesar ca studiul să aibă o mică simplificare constând ı̂n liniarizarea ecuat,iilor sistemului.

Întrucât munca noastră reprezintă un studiu matematic s, i numeric asociat cu un model

simplificat al fluxului sanguin prin sistemul circulator, unele direct,ii viitoare de cercetare ar

putea fi luarea ı̂n considerare a unei geometrii mai realiste a problemei sau un model mai

apropiat de realitate pentru modelarea fluxului sanguin. O etapă următoare ar fi domeniile

ı̂n R3 s, i apoi o structură de tub. Domeniul numit structură tubulară este un model matematic

menit să descrie structurile care cont,in mai multe tuburi conectate ı̂n punctele lor numite

noduri. Mai exact, este o structură specială de domenii subt,iri. Din punct de vedere

fizic, aceste structuri pot fi folosite ca modele geometrice ale sistemelor vaselor de sânge,

instalat,iilor hidraulice etc.
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Capitolul 2

O PROBLEMĂ DE INTERACŢIUNE

FLUID-STRUCTURĂ ELASTICĂ:

MODELARE, ANALIZĂ

VARIAŢIONALĂ ŞI NUMERICĂ

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n Ciorogar, A., Stavre, R., 2023.

A Thermal Fluid–Structure Interaction Problem: Modeling, Variational and Numerical

Analysis, J. Math. Fluid Mech. 25, 37.

2.1 Descrierea modelului matematic

Considerăm interact,iunea nestat,ionară dintre un fluid vâscos, incompresibil s, i un solid elastic.

Fie Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 = 2, 3 o mult,ime Lipschitz, deschisă, mărginită, cu frontieră de clasă 𝐶1 s, i

Ω 𝑓 ⊂ Ω cu aceleas, i proprietăt,i. Notăm Ω𝑠 = Ω \ Ω 𝑓 . Ω 𝑓 reprezintă domeniul ocupat

de fluidul vâscos s, i Ω𝑠 este domeniul elastic. Fluxul fluidului este descris de ecuat,iile

Navier-Stokes ı̂n aproximare Boussinesq, unde luăm ı̂n considerare variat,ia temperaturii. Se

consideră s, i influent,a fort,elor masice, corespunzătoare greutăt,ii, 𝜌®𝑔 unde 𝜌 este densitatea

s, i ®𝑔 este accelerat,ia gravitat,ională. Necunoscutele sunt viteza ®𝑣, temperatura fluidului 𝑇 𝑓

s, i presiunea 𝑝. În această aproximare, variat,ia densităt,ii este neglijată ı̂n termenii inert,iali,

dar gravitat,ia este suficient de importantă pentru a evident,ia variat,ia densităt,ii. Densitatea

depinde liniar de temperatură cu expresia 𝜌 = 𝜌0−𝜌0𝛼 𝑓 (𝑇−𝑇0), 𝜌0 fiind o constantă pozitivă

9
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reprezentând densitatea fluidului la temperatura 𝑇0 s, i 𝛼 𝑓 coeficientul de expansiune termică.

Comportamentul mediului elastic este modelat de ecuat,ia termoelasticităt,ii liniare, cu

componentele tensorilor mici de deformare date ı̂n termeni de vectorul deplasare ®𝑢, con-

siderat a fi descompus de 𝜀𝑖 𝑗 = 𝜀𝑀
𝑖 𝑗

+ 𝜀𝑇
𝑖 𝑗

, 𝜀𝑀
𝑖 𝑗

reprezentând componentele tensiunii me-

canice şi 𝜀𝑇
𝑖 𝑗

componentele tensorului termic (vezi e.g., [45]), variabilele necunoscute fi-

ind vectorul de deplasare ®𝑢 şi temperatura ı̂n solid 𝑇𝑠. Folosind teoria din [58], avem

𝜎𝑖 𝑗 = 𝜆𝜀𝑘𝑘𝛿𝑖 𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖 𝑗︸              ︷︷              ︸
𝜀𝑀
𝑖 𝑗

−𝑘𝛼𝑠 (𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖 𝑗︸               ︷︷               ︸
𝜀𝑇
𝑖 𝑗

.

Pe lângă ecuat,iile anterioare, considerăm două ecuat,ii de convect,ie-difuzie nestat,ionare

corespunzătoare transferului de căldură ı̂n fluid s, i ı̂n solidul elastic.

Presupunem că deformaţia elastică a mediului este mică, astfel ı̂ncât ecuaţiile pentru

cele două medii pot fi scrise cu o bună aproximare ı̂n domeniile corespunzătoare iniţiale.

Frontierele celor două faze au următoarele proprietăţi: 𝜕Ω 𝑓 = Γ 𝑓 ∪ Γ, 𝜕Ω𝑠 = Γ𝑠 ∪ Γ, cu

meas(Γ 𝑓 ∩ Γ) = 0, meas(Γ𝑠 ∩ Γ) = 0, Γ 𝑓 ∪ Γ𝑠 = 𝜕Ω, meas(Γ 𝑓 ∩ Γ𝑠) = 0 şi Γ = 𝜕Ω 𝑓 ∩ 𝜕Ω𝑠

reprezintă interfaţa celor două faze. În plus, corespunzătoare diferitelor tipuri de condiţii

la limită, luăm ı̂n considerare Γ𝑠 = Γ1
𝑠 ∪ Γ2

𝑠 , cu meas(Γ1
𝑠 ∩ Γ2

𝑠 ) = 0. Condiţiile de cuplaj

(reprezentate prin continuitatea vitezelor, vectorului de tensiuni, temperaturii şi a fluxului

de căldură) sunt impuse pe interfaţa fixă care separă aceste domenii (pentru detalii privind

condiţiile de cuplaj ı̂n FSI, vezi, de exemplu, [55]).

Aşa cum s-a spus mai devreme, sistemul sanguin are o structură geometrică complicată.

Totus, i, ı̂n scopul abordării noastre, această structură nu este unul dintre aspectele principale,

as, a că considerăm o geometrie simplificată a problemei.

Pentru o mai bună identificare a frontierelor prezentăm mai jos anumite domenii ı̂n R2 şi

R3.
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Figura 2.1: Domenii particulare ı̂n R2 şi R3

Formulăm acum Problema Principală, problema nestaţionară termică FSI modelată de

sistemul neliniar de ecuaţii.

Să se găsească ®𝑣, ®𝑢, 𝑝, 𝑇 𝑓 , 𝑇𝑠 solut,iile sistemului neliniar de ecuat,ii cu derivate part,iale:



𝜌0®𝑣 ′+𝜌0(®𝑣 ·∇)®𝑣−2𝜈 div(𝐷 (®𝑣))+𝜌0𝛼 𝑓 (𝑇 𝑓 −𝑇 𝑓0) ®𝑔+∇𝑝= 𝜌0®𝑔

ı̂n Ω 𝑓 ×(0,𝜏),
div ®𝑣 = 0

𝜌𝑠 ®𝑢 ′′ −
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(
𝐴𝑖 𝑗

𝜕 ®𝑢
𝜕𝑥 𝑗

)
+ 𝑘𝛼𝑠∇(𝑇𝑠 − 𝑇𝑠0) = ®𝑓𝑠 ı̂n Ω𝑠×(0,𝜏),

𝜌0𝑐 𝑓𝑇
′
𝑓 + 𝜌0𝑐 𝑓 ®𝑣 · ∇𝑇 𝑓 − 𝑘 𝑓Δ𝑇 𝑓 = 𝑄 𝑓 ı̂n Ω 𝑓 ×(0,𝜏),

𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇
′
𝑠 + 𝑘𝛼𝑠𝑇𝑠0 (div ®𝑢 ′) − 𝑘𝑠Δ𝑇𝑠 = 𝑄𝑠 ı̂n Ω𝑠×(0,𝜏),

(2.1)

cu condiţii la limită 

®𝑣 = ®0 pe Γ 𝑓 × (0, 𝜏),

®𝑢 = ®0 pe Γ𝑠 × (0, 𝜏),
𝜕𝑇 𝑓

𝜕𝑛
= 0 pe Γ 𝑓 × (0, 𝜏),

𝜕𝑇𝑠

𝜕𝑛
= 0 pe Γ1

𝑠 × (0, 𝜏),

𝑇𝑠 = 𝑇𝑔 pe Γ2
𝑠 × (0, 𝜏),

(2.2)
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condiţii de cuplaj



®𝑣 = ®𝑢 ′

−𝑝®𝑛 + 2𝜈𝐷 (®𝑣) ®𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝐴𝑖 𝑗

𝜕 ®𝑢
𝜕𝑥 𝑗

𝑛𝑖 − 𝑘𝛼𝑠 (𝑇𝑠 − 𝑇𝑠0) ®𝑛

𝑇 𝑓 = 𝑇𝑠

𝑘 𝑓
𝜕𝑇 𝑓

𝜕𝑛
= 𝑘𝑠

𝜕𝑇𝑠

𝜕𝑛

pe Γ × (0, 𝜏), (2.3)

şi condiţii iniţiale 
®𝑣(0) = ®𝑣0 ı̂n Ω 𝑓 ,

®𝑢(0) = ®𝑢 ′(0) = ®0 ı̂n Ω𝑠,

𝑇 (0) = 𝑇0 ı̂n Ω.

(2.4)

2.2 Problema variaţională

Problema Variaţională

Să se găsească ( ®𝜔, 𝑆) ∈ 𝐻W × 𝐻T soluţie pentru:∫
Ω

𝜒1 ®𝜔′(𝑡) · ®𝜑 +
∫
Ω 𝑓

( ®𝜔(𝑡) · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑 +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔(𝑡) · ®𝜑

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔(𝑡)) : 𝐷 ( ®𝜑) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆(𝑡) ®𝑔 · ®𝜑 + 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆(𝑡) · ®𝜑

+ 𝜌𝑠

𝜌0

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕

𝜕𝑥 𝑗

(∫ 𝑡

0
®𝜔(𝑠)d𝑠

)
· 𝜕 ®𝜑
𝜕𝑥𝑖

=

∫
Ω

®𝐾 (𝑡) · ®𝜑,

∀ ®𝜑 ∈ W a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),∫
Ω

𝜒2𝑆
′(𝑡)𝜂 +

∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝜔(𝑡) · ∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝑤0 · ∇𝑆(𝑡) +
∫
Ω

𝜒3∇𝑆(𝑡) · ∇𝜂

− 𝑐𝑠
𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂) · ®𝜔(𝑡) =
∫
Ω

𝐺 (𝑡)𝜂 −
∫
Ω

®𝐹 (𝑡) · ∇𝜂,

∀𝜂 ∈ T a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

®𝜔(0) = ®0 ı̂n H ; 𝑆(0) = 0 ı̂n 𝐿2(Ω).

(VP)
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2.3 Aproximarea problemei variaţionale cu o familie de

probleme vâscoelastice

Propoziţia 2.1. Perechea ( ®𝜔, 𝑆) este soluţie pentru (VP) dacă şi numai dacă tripletul ( ®𝜔, ®𝑢, 𝑆)

e soluţie pentru problema:

Să se găsească ( ®𝜔, ®𝑢, 𝑆) ∈ 𝐻W × 𝐻W𝑠 × 𝐻T astfel ı̂ncât:∫
Ω

𝜒1 ®𝜔′(𝑡) · ®𝜑 +
∫
Ω 𝑓

( ®𝜔(𝑡) ·∇) ®𝑤0 · ®𝜑 +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 ·∇) ®𝜔(𝑡) · ®𝜑

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔(𝑡)) :𝐷 ( ®𝜑) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆(𝑡) ®𝑔 · ®𝜑 + 𝜌𝑠

𝜌0

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢(𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆(𝑡) · ®𝜑 =

∫
Ω

®𝐾 (𝑡) · ®𝜑, ∀ ®𝜑 ∈ W a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢 ′(𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓

𝜕𝑥𝑖
=

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔(𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓

𝜕𝑥𝑖
, ∀ ®𝜓 ∈ W𝑠 a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

∫
Ω

𝜒2𝑆
′(𝑡)𝜂 +

∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝜔(𝑡) · ∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝑤0 · ∇𝑆(𝑡)

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆(𝑡) · ∇𝜂 −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂) · ®𝜔(𝑡)

=

∫
Ω

𝐺 (𝑡)𝜂 −
∫
Ω

®𝐹 (𝑡) · ∇𝜂, ∀𝜂 ∈ T a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

®𝜔(0) = ®0 ı̂n H ; ®𝑢(0) = ®0 ı̂n W𝑠; 𝑆(0) = 0 ı̂n 𝐿2(Ω).

(2.5)

2.3.1 Familia de probleme vâscoelastice

Pentru a demonstra convergenţa schemei numerice la problema variaţională iniţială, regula-

ritatea 𝐻1 pentru ®𝜔 ı̂n Ω𝑠 ar trebui furnizată de un termen corespunzător, deoarece aici nu e

mai posibilă utilizarea regularităţii datelor ı̂n timp, schema numerică fiind independentă de 𝑡.

Fie 𝜀 > 0 un parametru mic. Considerăm problema:
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Problema Variaţională Vâscoelastică

Să se găsească ( ®𝜔𝜀, ®𝑢𝜀, 𝑆𝜀) ∈ 𝐻W × 𝐻W𝑠 × 𝐻T astfel ı̂ncât:∫
Ω

𝜒1 ®𝜔 ′
𝜀 (𝑡) · ®𝜑 +

∫
Ω 𝑓

( ®𝜔𝜀 (𝑡) · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑 +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔𝜀 (𝑡) · ®𝜑

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔𝜀 (𝑡)) : 𝐷 ( ®𝜑) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆𝜀 (𝑡) ®𝑔 · ®𝜑 + 𝜌𝑠

𝜌0

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝜀 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝜀 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆𝜀 (𝑡) · ®𝜑 =

∫
Ω

®𝐾 (𝑡) · ®𝜑,

∀ ®𝜑 ∈ W a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢′𝜀 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓

𝜕𝑥𝑖
=

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝜀 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓

𝜕𝑥𝑖
, ∀ ®𝜓 ∈ W𝑠 a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

∫
Ω

𝜒2𝑆
′
𝜀 (𝑡)𝜂 +

∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝜔𝜀 (𝑡) · ∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝑤0 · ∇𝑆𝜀 (𝑡)

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆𝜀 (𝑡) · ∇𝜂 −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂) · ®𝜔𝜀 (𝑡)

=

∫
Ω

𝐺 (𝑡)𝜂 −
∫
Ω

®𝐹 (𝑡) · ∇𝜂, ∀𝜂 ∈ T a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

®𝜔𝜀 (0) = ®0 ı̂n H ; ®𝑢𝜀 (0) = ®0 ı̂n W𝑠; 𝑆𝜀 (0) = 0 ı̂n 𝐿2(Ω).

(VVP)

Corolarul 2.1. Fie ( ®𝜔, ®𝑢, 𝑆) soluţia unică a problemei (2.5) şi {( ®𝜔𝜀, ®𝑢𝜀, 𝑆𝜀)}𝜀 familia de

soluţii vâscoelastice. Atunci, au loc următoarele convergenţe, când 𝜀 → 0:



®𝜔𝜀 → ®𝜔 tare ı̂n 𝐿∞(0, 𝜏; (𝐿2(Ω))𝑛),

𝑆𝜀 → 𝑆 tare ı̂n 𝐿∞(0, 𝜏; 𝐿2(Ω)),

®𝜔𝜀 → ®𝜔 tare ı̂n 𝐿2(0, 𝜏; (𝐻1(Ω 𝑓 ))𝑛),

𝑆𝜀 → 𝑆 tare ı̂n 𝐿2(0, 𝜏;𝐻1(Ω)),

®𝑢𝜀 → ®𝑢 tare ı̂n 𝐿∞(0, 𝜏; (𝐻1(Ω𝑠))𝑛).

2.4 Scheme numerice de aproximare, estimări, stabilitate,

convergenţa pentru cazul 𝑛 = 2

Considerăm o problemă vâscoelastică corespunzătoare unui 𝜀 fixat şi ı̂i asociem o schemă

numerică folosind o aproximare prin element finit ı̂n spaţiu şi o aproximare prin diferenţe finite

ı̂n timp. Toate necunoscutele care apar ı̂n continuare depind de 𝜀, dar, pentru simplificarea

scrierii, ı̂l vom omite.
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CAPITOLUL 2. O PROBLEMĂ DE INTERACŢIUNE FLUID-STRUCTURĂ ELASTICĂ

2.4.1 Schema numerică independentă de timp

Pentru o valoare fixată a lui 𝜀, asociem problemei vâscoelastice (VVP) următoarea schemă

numerică



Pentru ®𝜔0
ℎ,𝑁
, .., ®𝜔𝑚−1

ℎ,𝑁
∈Wℎ; ®𝑢0

ℎ,𝑁
, .., ®𝑢𝑚−1

ℎ,𝑁
∈𝑊 𝑠

ℎ
; 𝑆0

ℎ,𝑁
, .., 𝑆𝑚−1

ℎ,𝑁
∈Tℎ daţi,

( ®𝜔0
ℎ,𝑁 , ®𝑢

0
ℎ,𝑁 , 𝑆

0
ℎ,𝑁 )= (®0, ®0, 0), să se găsească ( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 , ®𝑢

𝑚
ℎ,𝑁 , 𝑆

𝑚
ℎ,𝑁 ) ∈Wℎ×𝑊 𝑠

ℎ×Tℎ a.ı̂.

1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒1 ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 ) : 𝐷 ( ®𝜑ℎ) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆𝑚ℎ,𝑁 ®𝑔 · ®𝜑ℎ

+ 𝜌𝑠

𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆𝑚ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ =
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒1 ®𝜔𝑚−1
ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ +

∫
Ω

®𝐾𝑚𝑁 · ®𝜑ℎ, ∀ ®𝜑ℎ ∈Wℎ,

1
𝜏/𝑁

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

−
2∑︁

𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

=
1
𝜏/𝑁

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚−1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

, ∀ ®𝜓ℎ ∈ 𝑊 𝑠
ℎ,

1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒2𝑆
𝑚
ℎ,𝑁𝜂ℎ +

∫
Ω 𝑓

( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ∇𝑇0)𝜂ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇𝑆𝑚ℎ,𝑁 )𝜂ℎ

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆𝑚ℎ,𝑁 · ∇𝜂ℎ −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂ℎ) · ®𝜔𝑚ℎ,𝑁

=
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒2𝑆
𝑚−1
ℎ,𝑁 𝜂ℎ +

∫
Ω

𝐺𝑚
𝑁𝜂ℎ −

∫
Ω

®𝐹𝑚𝑁 · ∇𝜂ℎ, ∀𝜂ℎ ∈ Tℎ.

(NS)

Teorema 2.1. Există 𝑁0 ∈ N∗ astfel ı̂ncât pentru orice 𝑁 ≥ 𝑁0, 𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑁} şi ℎ > 0

problema (NS) are o soluţie unică.

2.4.2 Stabilitate

Fie ( ®𝜔𝑚
ℎ,𝑁
, ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁
, 𝑆𝑚

ℎ,𝑁
) soluţia unică a sistemului (NS); definim următoarele funcţii depinzând

de 𝑥 şi 𝑡: 
®𝜔ℎ,𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝜏;Wℎ)

®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) = ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 dacă 𝑡 ∈
[
(𝑚 − 1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1, 𝑁,

(2.6)


®𝑢ℎ,𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝜏;𝑊 𝑠

ℎ)

®𝑢ℎ,𝑁 (𝑡) = ®𝑢𝑚ℎ,𝑁 dacă 𝑡 ∈
[
(𝑚 − 1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1, 𝑁,

(2.7)
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CAPITOLUL 2. O PROBLEMĂ DE INTERACŢIUNE FLUID-STRUCTURĂ ELASTICĂ


𝑆ℎ,𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝜏;Tℎ)

𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) = 𝑆𝑚ℎ,𝑁 dacă 𝑡 ∈
[
(𝑚 − 1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1, 𝑁,

(2.8)

şi


®𝑤ℎ,𝑁 ∈ 𝐶0( [0, 𝜏];Wℎ)

®𝑤ℎ,𝑁 (𝑡)= ( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁− ®𝜔𝑚−1
ℎ,𝑁 )

(
𝑡

𝜏/𝑁 − 𝑚
)
+ ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 , 𝑡 ∈

[
(𝑚−1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1,𝑁,

(2.9)


®𝜉ℎ,𝑁 ∈ 𝐶0( [0, 𝜏];𝑊 𝑠

ℎ)

®𝜉ℎ,𝑁 (𝑡)= ( ®𝑢𝑚ℎ,𝑁− ®𝑢𝑚−1
ℎ,𝑁 )

(
𝑡

𝜏/𝑁 − 𝑚
)
+®𝑢𝑚ℎ,𝑁 , 𝑡 ∈

[
(𝑚−1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1,𝑁,

(2.10)


𝜎ℎ,𝑁 ∈ 𝐶0( [0, 𝜏];Tℎ)

𝜎ℎ,𝑁 (𝑡)= (𝑆𝑚ℎ,𝑁− 𝑆
𝑚−1
ℎ,𝑁 )

(
𝑡

𝜏/𝑁 − 𝑚
)
+𝑆𝑚ℎ,𝑁 , 𝑡 ∈

[
(𝑚−1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1,𝑁.

(2.11)

Să definim mulţimile:


E𝜔 = { ®𝜔ℎ,𝑁 , ℎ > 0, 𝑁 ∈ N∗, 𝑁 ≥ 𝑁̂},

E𝑢 = {®𝑢ℎ,𝑁 , ℎ > 0, 𝑁 ∈ N∗, 𝑁 ≥ 𝑁̂},

E𝑆 = {𝑆ℎ,𝑁 , ℎ > 0, 𝑁 ∈ N∗, 𝑁 ≥ 𝑁̂}.

Teorema 2.2. Fie ℎ > 0 şi 𝑁 ∈ N∗, 𝑁 ≥ 𝑁̂ doi parametri ce caracterizează discretizarea ı̂n

spaţiu, respectiv timp. Atunci:

(i) mulţimea E𝜔 este 𝐿∞(0, 𝜏; (𝐿2(Ω))2) ∩ 𝐿2(0, 𝜏; (𝐻1
0 (Ω))

2) stabilă;

(ii) mulţimea E𝑢 este 𝐿∞(0; 𝜏;W𝑠) stabilă;

(iii) mulţimea E𝑆 este 𝐿∞(0, 𝜏; 𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝜏;T) stabilă.

(2.12)

2.4.3 Convergenţa schemei numerice
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Definim funcţiile:



®̃𝐾𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝜏; (𝐿2(Ω))2)
®̃𝐾𝑁 (𝑡) = ®𝐾𝑚𝑁 pentru 𝑡 ∈

[
(𝑚 − 1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1, 𝑁,

𝐺̃𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝜏; 𝐿2(Ω))

𝐺̃𝑁 (𝑡) = 𝐺𝑚
𝑁 pentru 𝑡 ∈

[
(𝑚 − 1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1, 𝑁,

®̃𝐹𝑁 ∈ 𝐿2(0, 𝜏; (𝐿2(Ω))2)
®̃𝐹𝑁 (𝑡) = ®𝐹𝑚𝑁 pentru 𝑡 ∈

[
(𝑚 − 1) 𝜏

𝑁
, 𝑚

𝜏

𝑁

)
, 𝑚 = 1, 𝑁.

(2.13)

Propoziţia 2.2. Dacă ( ®𝜔𝑚
ℎ,𝑁
, ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁
, 𝑆𝑚

ℎ,𝑁
) reprezintă soluţia unică a problemei (NS), atunci,

®𝜔ℎ,𝑁 , ®𝑢ℎ,𝑁 , 𝑆ℎ,𝑁 , ®𝑤ℎ,𝑁 , ®𝜉ℎ,𝑁 , 𝜎ℎ,𝑁 definite de (2.6) - (2.11) verifică schema numerică depen-

dentă de timp:



∫
Ω

𝜒1 ®𝑤′
ℎ,𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ +

∫
Ω 𝑓

( ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)) : 𝐷 ( ®𝜑ℎ) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) ®𝑔 · ®𝜑ℎ

+ 𝜌𝑠

𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢ℎ,𝑁 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ =
∫
Ω

®̃𝐾𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ, ∀ ®𝜑ℎ ∈ Wℎ a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜉′

ℎ,𝑁
(𝑡)

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

=

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

,

∀ ®𝜓ℎ ∈ 𝑊 𝑠
ℎ a.p.t. ı̂n (0, 𝜏),∫

Ω

𝜒2𝜎
′
ℎ,𝑁 (𝑡)𝜂ℎ +

∫
Ω 𝑓

( ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) · ∇𝑇0)𝜂ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇𝑆ℎ,𝑁 (𝑡))𝜂ℎ

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) · ∇𝜂ℎ −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂ℎ) · ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)

=

∫
Ω

𝐺̃𝑁 (𝑡)𝜂ℎ −
∫
Ω

®̃𝐹𝑁 (𝑡) · ∇𝜂ℎ, ∀𝜂ℎ ∈ Tℎ a.p.t. ı̂n (0, 𝜏).

(NST)

Teorema 2.3. Pentru orice ℎ > 0, 𝑁 ∈ N∗, 𝑁 ≥ 𝑁̂ şi 𝑚 = 1, 𝑁 , fie ( ®𝜔𝑚
ℎ,𝑁
, ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁
, 𝑆𝑚

ℎ,𝑁
)

soluţia unică pentru problema (NS) şi ®𝜔ℎ,𝑁 , ®𝑢ℎ,𝑁 , 𝑆ℎ,𝑁 , ®𝑤ℎ,𝑁 , ®𝜉ℎ,𝑁 , 𝜎ℎ,𝑁 funcţiile definite de

(2.6) - (2.11). Fie ( ®𝜔𝜀, ®𝑢𝜀, 𝑆𝜀) soluţia unică pentru problema vâscoelastică (VVP). Atunci,

( ®𝜔𝜀, ®𝑢𝜀, 𝑆𝜀) este unicul punct slab aderent al şirului {( ®𝜔ℎ,𝑁 , ®𝑢ℎ,𝑁 , 𝑆ℎ,𝑁 )}ℎ,𝑁 când ℎ → 0,

𝑁 → ∞ ı̂n sensul convergenţelor slabe unde avem stabilitate dată de Teorema 2.2.

17



Capitolul 3

ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI:

STUDIU VARIAŢIONAL,
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CAPITOLUL 3. ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI

3.1 Problema variaţională vâscoelastică cu presiune

Problema Variaţională Vâscoelastică cu Presiune

( ®𝜔𝜀, ®𝑢𝜀, 𝑝𝜀, 𝑆𝜀) ∈ 𝐻̃ × 𝐻W𝑠 × 𝐿2(Ω 𝑓 × (0, 𝜏)) × 𝐻T∫
Ω

𝜒1 ®𝜔′
𝜀 · ®𝜑 +

∫
Ω 𝑓

( ®𝜔𝜀 · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑 +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔𝜀 · ®𝜑

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔𝜀) : 𝐷 ( ®𝜑) −
∫
Ω 𝑓

𝑝𝜀div ®𝜑 + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆𝜀 ®𝑔 · ®𝜑

+ 𝜌𝑠

𝜌0

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝜀
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝜀
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆𝜀 (𝑡) · ®𝜑 + 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

𝑆𝜀div ®𝜑

=

∫
Ω

®𝐾 · ®𝜑 − 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

(𝑇𝑔 − 𝑇0)div ®𝜑, ∀ ®𝜑 ∈ (𝐻1
0 (Ω))

𝑛 ı̂n 𝐿2(0, 𝜏),

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢′𝜀
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓

𝜕𝑥𝑖
=

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝜀
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓

𝜕𝑥𝑖
, ∀ ®𝜓 ∈ W𝑠 ı̂n 𝐿2(0, 𝜏),

∫
Ω

𝜒2𝑆
′
𝜀𝜂 +

∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝜔𝜀 (𝑡) · ∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂 ®𝑤0 · ∇𝑆𝜀 +
∫
Ω

𝜒3∇𝑆𝜀 · ∇𝜂

− 𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂) · ®𝜔𝜀 =
∫
Ω

𝐺𝜂 −
∫
Ω

®𝐹 · ∇𝜂, ∀𝜂 ∈ T ı̂n 𝐿2(0, 𝜏),∫
Ω 𝑓

𝑞div ®𝜔𝜀 = 0, ∀ 𝑞 ∈ 𝐿2(Ω 𝑓 ) ı̂n 𝐿2(0, 𝜏),

®𝜔𝜀 (0) = ®0 ı̂n H , ®𝑢𝜀 (0) = ®0 ı̂n W𝑠, 𝑆𝜀 (0) = 0 ı̂n 𝐿2(Ω).

(VVPP)
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CAPITOLUL 3. ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI

3.2 Schema numerică de aproximare cu presiune
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒1 ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 ) : 𝐷 ( ®𝜑ℎ) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆𝑚ℎ,𝑁 ®𝑔 · ®𝜑ℎ −
∫
Ω 𝑓

𝜋𝑚ℎ,𝑁𝐷ℎ ®𝜑ℎ

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

𝑆𝑚ℎ,𝑁div ®𝜑ℎ +
𝜌𝑠

𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆𝑚ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ =
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒1 ®𝜔𝑚−1
ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ

+
∫
Ω

®𝐾𝑚𝑁 · ®𝜑ℎ − 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

((𝑇𝑔)𝑚𝑁 − 𝑇0)div ®𝜑ℎ, ∀ ®𝜑ℎ ∈ 𝑊ℎ,

1
𝜏/𝑁

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

−
2∑︁

𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝑚

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

=
1
𝜏/𝑁

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚−1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

, ∀ ®𝜓ℎ ∈ 𝑊 𝑠
ℎ,

1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒2𝑆
𝑚
ℎ,𝑁𝜂ℎ +

∫
Ω 𝑓

𝜂ℎ ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 · ∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂ℎ ®𝑤0 · ∇𝑆𝑚ℎ,𝑁

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆𝑚ℎ,𝑁 ·∇𝜂ℎ −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂ℎ) · ®𝜔𝑚ℎ,𝑁

=
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒2𝑆
𝑚−1
ℎ,𝑁 𝜂ℎ +

∫
Ω

𝐺𝑚
𝑁𝜂ℎ −

∫
Ω

®𝐹𝑚𝑁 · ∇𝜂ℎ, ∀𝜂ℎ ∈ Tℎ.

(NSP)
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Schema numerică dependentă de timp

Propoziţia 3.1. ( ®𝜔𝑚
ℎ,𝑁
, ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁
, 𝜋𝑚

ℎ,𝑁
, 𝑆𝑚

ℎ,𝑁
) e soluţie pentru NSP) dacă şi numai dacă ®𝜔ℎ,𝑁 , ®𝑢ℎ,𝑁 ,

𝜋ℎ,𝑁 , 𝑆ℎ,𝑁 ; ®𝑤ℎ,𝑁 , ®𝜉ℎ,𝑁 , 𝜎ℎ,𝑁 verifică problema



∫
Ω

𝜒1 ®𝑤′
ℎ,𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ +

∫
Ω 𝑓

( ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) · ∇) ®𝑤0 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)) : 𝐷 ( ®𝜑ℎ) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) ®𝑔 · ®𝜑ℎ −
∫
Ω 𝑓

𝜋ℎ,𝑁 (𝑡)𝐷ℎ ®𝜑ℎ

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

𝑆ℎ,𝑁 (𝑡)div ®𝜑ℎ +
𝜌𝑠

𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢ℎ,𝑁 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ

=

∫
Ω

®̃𝐾𝑁 (𝑡) · ®𝜑ℎ + 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

(𝑇0 − �(𝑇𝑔)𝑁 )div ®𝜑ℎ, ∀ ®𝜑ℎ ∈ 𝑊ℎ ı̂n 𝐿2(0, 𝜏),

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜉 ′

ℎ,𝑁
(𝑡)

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

=

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)
𝜕𝑥 𝑗

· 𝜕
®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

,

∀ ®𝜓ℎ ∈ 𝑊 𝑠
ℎ ı̂n 𝐿2(0, 𝜏),∫

Ω

𝜒2𝜎
′
ℎ,𝑁 (𝑡)𝜂ℎ +

∫
Ω 𝑓

𝜂ℎ ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡) · ∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂ℎ ®𝑤0 · ∇𝑆ℎ,𝑁 (𝑡)

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆ℎ,𝑁 (𝑡) · ∇𝜂ℎ −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂ℎ) · ®𝜔ℎ,𝑁 (𝑡)

=

∫
Ω

𝐺̃𝑁 (𝑡)𝜂ℎ −
∫
Ω

®̃𝐹𝑁 (𝑡) · ∇𝜂ℎ, ∀𝜂ℎ ∈ Tℎ ı̂n 𝐿2(0, 𝜏).

(NSPT)

Următoarea teoremă dă convergenţa schemei (NSPT) la problema (VVPP).

Teorema 3.1. Fie ℎ > 0, 𝑁 ∈ N∗, 𝑁 ≥ 𝑁̂ . Pentru orice𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑁} fie ( ®𝜔𝑚
ℎ,𝑁
, ®𝑢𝑚

ℎ,𝑁
, 𝜋𝑚

ℎ,𝑁
,

𝑆𝑚
ℎ,𝑁

) soluţia unică a problemei (NSP) Fie ( ®𝜔𝜀, ®𝑢𝜀, 𝑝𝜀, 𝑆𝜀) soluţia unică a problemei (VVPP).

Atunci, această soluţie reprezintă unicul punct slab aderent al şirului
{
( ®𝜔ℎ,𝑁 , ®𝑢ℎ,𝑁 , 𝜋ℎ,𝑁 , 𝑆ℎ,𝑁 )

}
ℎ,𝑁

când ℎ → 0, 𝑁 → ∞ ı̂n raport cu convergenţa slabă ı̂n mulţimile E𝜔, E𝑢, E𝜋, E𝑆 pentru

care avem stabilitate.
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3.3 Algoritmul lui Uzawa

Algoritmul lui Uzawa

Pentru ( ®𝜔0
ℎ,𝑁
, ®𝑢0

ℎ,𝑁
, 𝜋

1,0
ℎ,𝑁
, 𝑆0

ℎ,𝑁
) = (®0, ®0, 0, 0), să se găsească, pentru orice 𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑁}

şi pentru orice 𝑟 ∈ N, ( ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

, ®𝑢𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

, 𝜋
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

, 𝑆
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

) ∈ 𝑊ℎ ×𝑊 𝑠
ℎ
× 𝑋ℎ × Tℎ astfel ı̂ncât

1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒1 ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

· ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

· ∇) ®𝑤0 · ®𝜑ℎ +
∫
Ω 𝑓

( ®𝑤0 · ∇) ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

· ®𝜑ℎ

+ 2
Re

∫
Ω 𝑓

𝐷 ( ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

) : 𝐷 ( ®𝜑ℎ) + 𝛼 𝑓
∫
Ω 𝑓

𝑆
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

®𝑔 · ®𝜑ℎ −
∫
Ω 𝑓

𝜋
𝑚,𝑟

ℎ,𝑁
𝐷ℎ ®𝜑ℎ

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

𝑆
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

div ®𝜑ℎ +
𝜌𝑠

𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚,𝑟+1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜀 𝜌𝑠
𝜌0

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐵𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝑚,𝑟+1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕 ®𝜑ℎ
𝜕𝑥𝑖

+ 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω

∇𝑆𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

· ®𝜑ℎ

=
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒1 ®𝜔𝑚−1
ℎ,𝑁 · ®𝜑ℎ +

∫
Ω

®𝐾𝑚𝑁 · ®𝜑ℎ − 𝑘𝛼𝑠
𝜌𝑠

𝜌0

∫
Ω 𝑓

((𝑇𝑔)𝑚𝑁 − 𝑇0)div ®𝜑ℎ,

∀ ®𝜑ℎ ∈ 𝑊ℎ,

1
𝜏/𝑁

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚,𝑟+1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

−
2∑︁

𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝜔𝑚,𝑟+1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

=
1
𝜏/𝑁

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
Ω𝑠

𝐴𝑖 𝑗
𝜕 ®𝑢𝑚−1

ℎ,𝑁

𝜕𝑥 𝑗
· 𝜕

®𝜓ℎ
𝜕𝑥𝑖

, ∀ ®𝜓ℎ ∈ W𝑠
ℎ ,

1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒2𝑆
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

𝜂ℎ +
∫
Ω 𝑓

𝜂ℎ ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

·∇𝑇0 +
∫
Ω 𝑓

𝜂ℎ ®𝑤0 ·∇𝑆𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

+
∫
Ω

𝜒3∇𝑆𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

· ∇𝜂ℎ −
𝑐𝑠

𝑐 𝑓

𝜌𝑠

𝜌0
Ec𝑘𝛼𝑠

∫
Ω

∇(𝑇0𝜂ℎ) · ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

=
1
𝜏/𝑁

∫
Ω

𝜒2𝑆
𝑚−1
ℎ,𝑁 𝜂ℎ +

∫
Ω

𝐺𝑚
𝑁𝜂ℎ −

∫
Ω

®𝐹𝑚𝑁 · ∇𝜂ℎ, ∀𝜂ℎ ∈ Tℎ,∫
Ω 𝑓

𝜋
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

𝑞ℎ + 𝜌
∫
Ω 𝑓

𝐷ℎ ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

𝑞ℎ =

∫
Ω 𝑓

𝜋
𝑚,𝑟

ℎ,𝑁
𝑞ℎ, ∀ 𝑞ℎ ∈ 𝑋ℎ.

(UA)

Necunoscuta problemei de mai sus este ( ®𝜔𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

, ®𝑢𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

, 𝜋
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

, 𝑆
𝑚,𝑟+1
ℎ,𝑁

) ∈ 𝑊ℎ×𝑊 𝑠
ℎ
×𝑋ℎ×

Tℎ. Observăm că, spre deosebire de ®𝜔𝑚
ℎ,𝑁

, care este supusă restricţiei spaţiului Wℎ, prima

componentă a soluţiei problemei (UA) aparţine spaţiului fără restricţii𝑊ℎ.

Am demonstrat convergenţa algoritmului lui Uzawa.

Teorema 3.2. Fie ℎ > 0, 𝑁 ∈ N∗ cu 𝑁 ≥ 𝑁̂ , 𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑁} şi 𝑟 ∈ N. Presupunem că 𝜌

satisface:

0 < 𝜌 <
1

2Re
. (3.1)
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CAPITOLUL 3. ANALIZA PRESIUNII FLUIDULUI

Atunci, pentru valori fixate ale lui ℎ, 𝑁 , 𝑚, avem următoarele convergenţe când 𝑟 → ∞:



®𝜔𝑚,𝑟
ℎ,𝑁

→ ®𝜔𝑚ℎ,𝑁 tare ı̂n 𝑊ℎ,

𝜋
𝑚,𝑟

ℎ,𝑁
→ 𝜋𝑚ℎ,𝑁 tare ı̂n 𝐿2(Ω 𝑓 ),

®𝑢𝑚,𝑟
ℎ,𝑁

→ ®𝑢𝑚ℎ,𝑁 tare ı̂n 𝑊 𝑠
ℎ,

𝑆
𝑚,𝑟

ℎ,𝑁
→ 𝑆𝑚ℎ,𝑁 tare ı̂n Tℎ.

(3.2)

Rezultatele aceste secţiuni corespund cazului 𝑛 = 2.
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Capitolul 4

SIMULĂRI NUMERICE

Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n Stavre, R., Ciorogar, A., 2025.

Influence of a Given Field of Temperature on the Blood Pressure Variation: Variational

Analysis, Numerical Algorithms and Simulations, Axioms, 14, 88.

Ultima parte a acestei teze este dedicată simulărilor numerice alese pentru a pune

ı̂n evidenţă fenomenele fizice asociate problemei considerate. Programul folosit pentru

următoarele simulări a fost MATLAB.

În toate exemplele prezentate mai jos, am considerat un domeniu simplificat, adică

Ω = [0, 4] × [0, 12], reprezentând o secţiune a unui vas de sânge, ca ı̂n Figura 2.1, stânga.

Schemele de aproximare folosite pentru simulări sunt asociate problemelor vâscoelastice.

Folosim o metodă prin diferenţe finite pentru timp şi o metodă de element finit pentru spaţiu.

Apoi, folosim algoritmul lui Uzawa. Parametrul mic 𝜀 introdus cu familia de probleme

vâscoelastice, care este un parametru fixat ı̂n schemele numerice, trebuie să fie mai mare

decât max
{ 𝜏
𝑁
, d𝑥 𝑓 , d𝑥𝑠, d𝑦

}
, unde

𝜏

𝑁
este pasul de timp şi d𝑥 𝑓 , d𝑥𝑠 sunt paşii de spaţiu pe

𝑂𝑥 ı̂n fluid, respectiv domeniul solid şi d𝑦 este pasul de spaţiu pe axa 𝑂𝑦. Am ales paşi de

spaţiu şi timp diferiţi pentru a obţine convergenţa optimă.

Rezultatele secţiunilor următoare sunt obţinute pentru cazul bidimensional şi au fost

efectuate pornind de la sistemul (UA).
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CAPITOLUL 4. SIMULĂRI NUMERICE

4.1 Influenţa temperaturii pe cuplajul fluid-structură elas-

tică

Figura 4.1: Viteza cu temperatură.

Figura 4.2: Viteza fără temperatură.
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CAPITOLUL 4. SIMULĂRI NUMERICE

4.2 Influenţa unui câmp dat de temperatură asupra variaţiei

presiunii sângelui

Figura 4.3: Profilul presiunii ı̂n fluid pentru 𝑇𝑔 = 300 K.

Figura 4.4: Profilul presiunii ı̂n fluid pentru 𝑇𝑔 = 400 K.
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CAPITOLUL 4. SIMULĂRI NUMERICE

4.3 Influenţa forţelor de compresie asupra fenomenului de

reflux sanguin ı̂n insuficienţa venoasă

Figura 4.5: Profilul vitezei pentru 𝑓𝑠 = 10 mm Hg.

Figura 4.6: Profilul vitezei pentru 𝑓𝑠 = 40 mm Hg.
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Linéaire 36, no. 4, pp. 1105–1149, DOI: https://doi.org/10.1016/j.anihpc.

2018.10.006.

[38] Hinze, M., Pinnau, R., Ulbrich, M., Ulbrich, S. (eds.), 2009. Optimization with PDE

Constraints, Mathematical Modelling: Theory and Applications, vol. 23, Springer

Dordrecht, DOI: https://doi.org/10.1007/978-1-4020-8839-1.

[39] Hirt, C. W., Amsden, A. A., Cook, J. L., 1974. An arbitrary Lagrangian-Eulerian

computing method for all flow speeds, J. Comput. Phys. 14(3), 227–253, DOI: https:

//doi.org/10.1016/0021-9991(74)90051-5.

[40] Hughes, T. J. R., Liu, W. K., Zimmermann, T. K., 1981. Lagrangian-Eulerian fi-

nite element formulation for incompressible viscous flows, Comput. Methods Appl.

Mech. Eng. 29(3), 329–349, DOI: https://doi.org/10.1016/0045-7825(81)

90049-9.

[41] Juodagalvyte, R., Panasenko, G., Pileckas, K., 2021. Steady-State Navier–Stokes Equ-

ations in Thin Tube Structure with the Bernoulli Pressure Inflow Boundary Conditions:

Asymptotic Analysis. Mathematics 9(19), 2433, DOI: https://doi.org/10.3390/

math9192433.

32

https://doi.org/10.1007/s00021-020-00552-0
https://doi.org/10.34172/bi.2020.21
https://doi.org/10.4225/50/581073d92fb10
https://doi.org/10.1016/j.anihpc.2018.10.006
https://doi.org/10.1016/j.anihpc.2018.10.006
https://doi.org/10.1007/978-1-4020-8839-1
https://doi.org/10.1016/0021-9991(74)90051-5
https://doi.org/10.1016/0021-9991(74)90051-5
https://doi.org/10.1016/0045-7825(81)90049-9
https://doi.org/10.1016/0045-7825(81)90049-9
https://doi.org/10.3390/math9192433
https://doi.org/10.3390/math9192433


BIBLIOGRAFIE

[42] Knight, S.L., Robertson, L., Stewart, M., 2021. Graduated compression stockings for

the initial treatment of varicose veins in people without venous ulceration, Cochrane

Database Syst Rev. 7(7):CD008819, DOI: 10.1002/14651858.CD008819.pub4.

[43] Kulkarni, N., Al-Dossari, M., Tawade, J., Alqahtani, A., Khan, M. I,. Abdullaeva, B.,

Waqas, M., Khedher, N. B., 2024. Thermoelectric energy harvesting from geothermal

micro-seepage, International Journal of Hydrogen Energy, 93, 925-936, DOI: https:

//doi.org/10.1016/j.ijhydene.2024.10.400.

[44] Kunutsor, S. K., Powles, J. W., 2010. The effect of ambient temperature on blood pres-

sure in a rural West African adult population: a cross-sectional study, Cardiovascular

Journal of Africa 21(1), 17-20.

[45] Landau, L. D., Lifshitz, E. M., 1970. Theory of Elasticity, New York Pergamon Press.

[46] Lim, C. S., Davies, A. H., 2014. Graduated compression stockings, CMAJ,

186(10):E391–E398, DOI: https://doi.org/10.1503/cmaj.131281.
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