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Notatii

Urmatoarele notatii sunt folosite in text fara explicatii:

Z = multimea numerelor intregi

Q = multimea numerelor rationale

R = multimea numerelor reale

C = multimea numerelor complexe
E/F = FE e o extindere a corpului F'

[E : F] = gradul extinderii E/F

P, r = polinomul minimal al lui « peste F'
Py e/F = polinomul caracteristic al lui @ € F in extinderea E/F
Ng/p(e) = mnorma lui a in extinderea E/F
Trg/p(a) = urma lui o in extinderea £/ F
Gal(E/F) = grupul F-automorfismelor lui E



Introducere

O buna cunoagtere a teoriei valuarilor este indispensabila oricui ar vrea
sd se angajeze 1n studiul teoriei algebrice moderne a numerelor. Acesta a
fost motivul care m-a fiacut sa aleg ca subiect pentru prezenta lucrare studiul
corpurilor cu divizori primi. Din cauza limitarilor unei astfel de lucrari, insa,
am fost nevoit sa reduc studiul la rezultatele de baza ale teoriei.

Am inceput, agadar, in capitolul 1, cu prezentarea notiunii de valuare
a unui corp si a topologiei definite de o valuare. Folosindu-ma de cat mai
multe exemple, am Incercat sa arat ca studiul unor astfel de obiecte merita
intreprins. Am introdus, In continuare, relatia de echivalenta pe multimea
valuarilor unui corp si am caracterizat valuarile echivalente. Apoi, dupa
ce am definit notiunea de divizor prim ca fiind o clasa de echivalenta de
valuari, am aratat ca topologia definita de o valuare e o topologie metrica.
La sfarsitul capitolului am definit primele notiuni legate de extinderea divi-
zorilor primi.

In capitolul urméator am aprofundat studiul valuarilor nearhimediene si
a divizorilor primi nearhimedieni. Unui astfel de divizor i-am asociat un
inel local si am vazut cum arata acest inel in cazul exemplelor din primul
capitol. Punand in evidenta divizorii primi nearhimedieni ai unui corp de
numere algebrice, am facut cunoscuta tema recurenta a lucrarii: aceea de a
aplica teoria la cazul corpurilor de numere algebrice. Dupa o scurta trecere
in revista a divizorilor primi discreti, am definit indicele de ramificare si
gradul rezidual si am facut legatura cu ramificarea In corpuri de numere
algebrice.

Capitolul 3 a fost devotat unei constructii importante din teoria valuarilor,
anume, aceea de completat al unui corp cu un divizor prim. Modelul pentru
o astfel de constructie poate fi luat corpul numerelor reale, care e comple-
tatul corpului numerelor rationale in raport cu divizorul prim care contine
valoarea absoluta. Dupa ce am demonstrat existenta si unicitatea comple-
tatului, am studiat corpurile complete in raport cu divizori primi discreti



si corpurile complete in raport cu divizori primi arhimedieni. In cazul din
urma am demonstrat o importanta teorema a lui Ostrowski care afirma ca,
pana la un izomorfism de corpuri cu divizori primi, (R, Py) si (C, Px), unde
P, e divizorul prim care contine valoarea absoluta, sunt singurele corpuri
complete in raport cu divizori primi arhimedieni. In final, am profitat de
prilej pentru a determina toti divizorii primi arhimedieni ai unui corp de
numere algebrice.

In capitolul 4 am Inceput studiul extinderilor divizorilor primi, con-
siderand cazul in care corpul de baza e complet. Pentru a demonstra unici-
tatea extinderii am introdus notiunea de spatiu normat peste un corp valuat
si am aratat echivalenta normelor pe un astfel de spatiu. Pentru existenta
extinderii am facut apel la lema lui Hensel gi am vazut alte cateva consecinte
ale acestei leme. Am studiat apoi extinderea divizorilor primi discreti i am
demonstrat urmatorul rezultat fundamental: gradul unei extinderi finite a
unui corp complet in raport cu un divizor prim discret e produsul indicelui
de ramificare cu gradul rezidual. Datorita rezultatelor obtinute am putut,
apoi, clasifica corpurile locale.

In ultimul capitol am trecut la studiul extinderilor divizorilor primi in
cazul general. Folosindu-ne de informatiile obtinute in capitolul precedent,
am putut dovedi existenta extinderilor gi, totodata, am putut stabili numarul
lor. Am incheiat capitolul cu cateva consecinte, dintre care mai importanta
e identitatea fundamentala a teoriei valuarilor, care, la nivelul corpurilor de
numere algebrice se reduce la identitatea fundamentald clasica din teoria
ramificarii.



Capitolul 1
Valuari si divizori primi

1.1 Valuari si topologia definita de o valuare

Notiunea fundamentald care ne va ajuta sa vedem Intr-o altad perspectivia
corpurile de numere algebrice este aceea de valuare.

Definitie 1.1.1. Fie F' un corp. O valuare pe F este o functie p : F — R
pentru care exista C € R astfel incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite:

(i) ¢(z) >0, pentru orice x € F, si p(x) =02 =0

(ii) p(zy) = p(z)e(y), pentru orice x, y € R
(iii) p(z) <1=p(l4+2)<C

Sa observam ca o valuare ¢ pe F' induce un morfism de grupuri de
la (F*,-) in (Rso,-), unde s-a notat prin Ry multimea numerelor reale
pozitive. Prin urmare, o(1) = 1 si o(z~!) = 1/¢(z), pentru orice x € F*.
Cum p(—1)? = p(1) = 1, avem p(—1) = 1 5i p(—) = p(~1)p(z) = p(z),
pentru orice x € F'.

Mai observam ca, daca ¢ e o valuare pe F', iar C' e constanta care apare in
conditia (iii), atunci, oricare ar fi a« > 0, ¢ ramane valuare pe I, constanta
putand fi aleasa, in cazul acesta, C*. Dam in continuare cateva exemple de
valuari.

Exemple: (1) Cel mai simplu exemplu de valuare este valuarea pentru care
morfismul de la F* in Ry este cel trivial, i.e. ¢ : FF — R, »(0) = 0 si
p(x) =1, oricare ar fi x € F*. Numim aceasta valuare, valuarea triviald.
(2) Functia valoare absoluta determina o valuare pe multimea numerelor
reale R si o valuare pe multimea numerelor complexe C. In ambele cazuri
putem alege C' = 2.



(3) Pe multimea numerelor rationale Q putem asocia oricarui numar prim
p o infinitate de valuari. Pentru aceasta, se considera functia ordinal, ord,, :
Q* — Z, care asociaza fiecarui numar rational nenul x puterea la care apare
p 1n scrierea lui x ca produs de numere prime din Z. Asadar, daca x € Q*,
avem

x = sgn(z) Hpordp(x)
P

unde produsul se face dupa toate numerele prime (pozitive) ale lui Z, iar
sgn e functia semn, sgn(z) = 1 daca « > 0 si sgn(z) = —1 daca =z < 0.
Cu ajutorul functiei ordinal putem defini o valuare pe Q de indata ce fixam
0 < ¢ < 1. Mai precis, functia

0 daca =0
Ppe - Q — R, SOp,C(:E) = { Cordp(x) daca =z ?é 0

este o valuare pe Q. Intr-adevir, conditiile (i) si (ii) ale definitiei 1.1.1 sunt
trivial satisfacute, cea din urma datorita relatiei: ord,(zy) = ord,(z) +
ordy(y), pentru orice z, y € Q*. Sa aratam ca (iii) are loc pentru C' = 1.
Fie € Q astfel incat ¢pp () < 1. Daca x = 0 sau = —1 atunci (iii) e
verificatd. Daci x # 0, —1 considersm a, b € Z astfel incat z = p°dr(®)q /b
siptb Atunci 14z = (b + p®%®)q)/b. Observim ci numaritorul e un
numar intreg, deoarece ord,(z) > 0. Cum numitorul e prim cu p, deducem
ca ord,(1 4+ x) > 0, deci ¢, (1 +2) < 1.

(4) Sa generalizam exemplul (3) la cazul corpurilor de numere algebrice.
Fie, asadar, F' un corp de numere algebrice, si O inelul sau de Intregi
algebrici. Ne reamintim ca multimea idealelor fractionare nenule ale lui O,
Ir, formeaza un grup abelian in raport cu inmultirea idealelor. Mai mult,
(ZF,-) e grupul abelian liber generat de multimea idealelor prime nenule ale
lui O, i.e. daca I e un ideal fractionar nenul al lui O, atunci

I = H pordp(l)
p

unde produsul se face dupa toate idealele prime nenule ale lui O, iar ord, (1)
sunt numere intregi unic determinate de [ si, mai putin un numar finit, toate
sunt nule.

Fie p un ideal prim nenul al lui Of si v, : F* — Z, functia definita
prin vy(x) = ordy(xOF), oricare ar fi x € F*. Idealului p ii putem asocia o
infinitate de valuari pe F' in felul urmator: dacd 0 < ¢ < 1, atunci

0 daca =0
Ype: F =R, @p(x) = { (@) daca x #0
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e o valuare pe F. Intr-adevir, conditia (i) din definitia 1.1.1 e automat
satisfacuta, iar conditia (ii) rezulta din relatia ord,(/J) = ordy(/)ord,(J),
oricare ar fi I, J € Tr. In ceea ce priveste relatia (iii) aritim, ca i in
exemplul (3) ca ea e satisfacuta pentru C' = 1. Fie z € F, z # 0, —1, astfel
incéat gy c(z) < 1. Atunci ordy(xOp) > 0. Fie a si b ideale intregi ale lui Op
astfel incat 2Op = po ¥ (@Or)ab=1 si ord,(b) = 0. Atunci

(14 2)0p C Op + 20p = (b + p> @O g)p—1

Ne reamintim acum ca, daca I, J € Zp, atunci I C J daca si numai daca
J|I,ie. I = J¢, unde ¢ e un ideal intreg al lui Op. Asadar, I C J daca si
numai daca ordy(I) > ordy(J) pentru orice ideal prim nenul p, al lui Op.
Cum (14 z)Op € Of + 20, avem vy(1 + z) > ord,(Op + zOF). Dar
b 4 pde(*Or)q ¢ un ideal intreg al lui OF, iar ordy(b) = 0. Prin urmare,
vp(1 4+ ) > ordy(Of + 2OF) > 0, deci gy (1 +2) < 1. Daca x = 0 sau
x = —1 atunci (iii) e indeplinita, dupa cum se poate verifica cu ugurinta.
(5) Exemplul de la (3) mai poate fi generalizat intr-un mod. Pentru aceasta,
fie R un inel factorial cu corpul de fractii F' si fie P un sistem reprezentabil
de elemente prime asociat lui R. Orice element x € F™* se scrie atunci In
mod unic sub forma
=1 H pordp(x)

peEP

unde u e element inversabil in R si {ord,(z)},cp e o familie de numere
intregi de suport finit. La fel de ugor ca in exemplul (3) se arata ca, daca
p € Psil<e<1, atunci functia

0 daca =0
Ope: F =R, ppe(r) = { (@) daca =z # 0

e o valuare pe F. Daca R = Z si P e multimea numerelor prime, pozitive,
ale lui Z, atunci obtinem valuarile din exemplul (3). Daca F' e un corp, R =
F[X] e inelul de polinoame in nedeterminata X i P e multimea polinoamelor
monice si ireductibile ale lui F[X] atunci, pentru fiecare astfel de polinom
obtinem o familie de valuari pe F'(X) indexate dupa intervalul (0, 1).

Asa cum corpurile Q, R gi C au o topologie naturala indusa de valuarea
absoluta, la fel se intampla cu orice corp pe care e definita o valuare. Avem
urmatoarea

Propozitie 1.1.1. Fie ¢ o valuare a unui corp F. Existd o unica topologie
T, pe I care admite ca sistem fundamental de vecinatati pentru x € F
sistemul format din mulfimile

B(z,e)={yeF : p(x—y)<e}, e>0



Demonstratie. Fie, pentruoricex € F,V, = {V C F : J& > (Qastfel incat
B(z,e) C V}. Atunci V, verifica proprietatile unui sistem de vecinatati pen-
tru x:

1) Daca V € V,, atunci x € V.

2) DacaV eV, i WDV, atunci W € V,.

3) Daca V,\W € V,, atunci VW € V,.

(1)
(2)
(3)
(4) Daca V € V,, atunci exista W € V, astfel incat W € V,, pentru orice
yeV.

Intr-adevar, (1), (2) si (3) sunt triviale, iar (4) are loc deoarece, daci V € V,,
atunci W = Uyev B(y,¢e), unde € > 0, are proprietatea dorita.

Fie 7, = {G C F : G € V,,pentru oricex € G}. E binecunoscut faptul
cd 7, e unica topologie pe F' care admite ca sistem de vecindtdti pentru
x € F pe V,. Prin urmare, 7, e unica topologie pe F' care admite ca sis-
tem fundamental de vecinatati pentru x € F sistemul format din multimile
B(z,e), e > 0. O

Corolar 1.1.1. Fie ¢ o valuare a unui corp F, {x,} un gir de elemente din
F six e F. Atunci

xn, — x relativ la 7, < p(x, —x) =0

Demonstratie. Tindnd seama de definitia convergentei sirurilor in spatii
topologice, sirul {z,} converge la x in topologia definita de ¢ daca si numai
daca, pentru orice € > 0, exista N > 1 astfel incat p(x,, —x) < €, oricare ar
fin > N, ie. daca si numai daca p(z, —x) — 0. O

Definitie 1.1.2. Spunem cd doua valudri ale lui F', p1 st @2, sunt echiva-
lente, si notam aceasta prin o1 ~ 2, daca 75, = T,,. Clasele de echivalenta
de valuari in raport cu ~ se numesc divizori prima ai lui F'. Divizorul prim
care contine valuarea triviald se numeste divizorul prim trivial, iar restul
divizorilor primi se numesc divizori primi netriviali

Vom nota divizorii primi ai lui F' prin literele P, Q), etc.

1.2 Caracterizarea valuarilor echivalente

Urmatoarea teorema ofera conditii necesare si suficiente ca doua valuari
netriviale sa fie echivalente.



Teorema 1.2.1. Fie @1 si 2 doud valuari netriviale pe F. Urmdatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) w1~ p2
(if) p1(2) <1 = a(z) <1
(ili) p1(z) S 1= pa(z) <1

(iv) p2 = ¢f, unde o > 0

Demonstratie. (i) = (ii) Daca ¢i(z) < 1l atunci lim ¢;(z") = lim ¢;(x)"

0, deci 2" — 0 iIn topologia definita de ¢;. Cum T,, = T,,, 2" — 0 in
topologia definita de ¢3. Prin urmare, lim ¢o(z)" = lim @o(z™) = 0, de
n— o0 n—o0

unde deducem ca ¢a(z) < 1.
(ii) = (iii) E de ajuns sa aratam ca ¢i(x) = 1 = ¢p2(z) = 1. Fiey € F
astfel incat 0 < p1(y) < 1 (un astfel de y exista, intrucat ¢; e netriviala).
Pentru orice n > 1, avem p;(2"y) < 1, deci si a(z"y) < 1. Cum pa(x) <
(wg(yfl))l/n, pentru orice n > 1, rezultd, prin trecere la limita, ca ¢a(z) <
1. In mod similar, py(z ') < 1, deci py(z) = 1.
(iii) = (ii) Fie x € F astfel incat ¢1(z) < 1. Deoarece ¢y nu e triv-
iala, existd y € F astfel Incat 0 < @2(y) < 1. Tinand cont de faptul ca
@1(z)" — 0, exista n astfel incat ¢1(z)" < p1(y). Asadar, pq(2"y~!) < 1,
deci po(2™y~1) < 1. Cum @a(z)" < w2(y) < 1, deducem ca pa(z) < 1.
(ii) = (iv) Deoarece ¢; e netriviala, exista x € F* astfel incat ¢q(z) < 1.
Conform ipotezei, avem si po(x) < 1. Fie a > 0 astfel incat go(x) = @1 (z)*.
Vom demonstra ca ¢ = ¢f.

Fie, agsadar, y € F*. Dorim sa aratam ca p2(y) = ¢1(y)®. Sa observam
cd, atunci cand ¢1(y) # 1, ceea ce vrem sa aratam este echivalent cu

logpa(y) _  _ logypa(z)

log ¢1(y)  log ¢1(x) (1)

Fie v € R astfel incat p1(y) = p1(x)?. Daca aratam ca pa(y) = pa(x)?
atunci vom fi terminat, fiindca vom avea

log ¢1(y) = log 2 (y)
log ¢1(x) log o ()

si egalitatea 1.1 va fi satisfacuta cand v # 0 Cand v = 0, vom avea @2(y) =

1=1%= @i (y)".
Aratam ca ¢2(y) = p2(x)? prin dubla inegalitate. Fie m/n un numar
rational cu numitorul pozitiv astfel incat m/n > ~. Atunci, din ¢1(y) =
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m/n

e1(2)7 > @1(x)™™, rezultd ca @1 (x™y~") < 1. Prin urmare, @o(z™y™ ") <
1, de unde @o(y) > @o(z)™™. Alegénd convenabil un sir de numere rationale
care sa converga la vy, gasim ca pa2(y) > w2(z)?. Fie acum m/n un numar
rational cu numitorul pozitiv astfel incat m/n < v. Atunci p;(y) = ¢1(z)? <
©1(x)™", deci @1 (y"2~™) < 1. Folosind ipoteza, deducem ci @ (y"z~™) <
1, deci pa(y) < @a(z)™™. Alegem, din nou, in mod convenabil, un sir de
numere rationale care sa convearga la v pentru a deduce ca p2(y) < pa(z)7.
Astfel, p2(y) = @a(x)? si implicatia (ii) = (iv) e demonstrata.

(iv) = (7) e triviala. O

Corolar 1.2.1. Fie P un divizor prim ol lui F'. Atunci, pentru orice ¢ € P,
P={o*: a>0}

Demonstratie. Daca P e divizorul prim netrivial, afirmatia rezulta din
teorema 1.2.1. Daca P contine valuarea triviala, atunci afirmatia se mentine
si In acest caz, deoarece P nu mai contine nici o alta valuare. intr—adevér,
fie ¢ o valuare echivalentd cu valuarea triviala. Daca, prin absurd, ¢ nu e
triviala, atunci exista x € F'\ {0} astfel incat ¢(x) < 1. Sirul {z"} converge
la 0 in topologia definita de ¢, deci i in topologia definitd de valuarea
triviala. Cum aceasta din urma e topologia discreta, z” = 0 pentru n
suficient de mare. Prin urmare, x = 0, o contradictie cu faptul ca x # 0. [

In cadrul exemplului (5), divizorul prim de care apartine ¢, . este

{ppe:a>0}={ppen : a>0} ={ppa: 0<d<1}

Pe de alta parte, daca p, ¢ € P sunt distincte, atunci ¢, . * @44 pentru
orice 0 < ¢,d < 1, intrucat ¢,.(p) = ¢ < 1, pe cand ¢qq4(p) = 1. Prin
urmare, fiecarui element p € P 1i corespunde un divizor prim netrivial al lui
F| pe care il vom nota tot cu p. Similar, in exemplul (4), fiecarui ideal prim
nenul p al inelului de intregi algebrici O, 1i corespunde un divizor prim
netrivial al corpului de numere algebrice F', care va fi notat tot prin p. In
cazul acesta, pentru a vedea ca divizorii primi asociati idealelor prime nenule
distincte, p si q, sunt distincti e de ajuns sa observam ca exista = € p \ q.
Pentru acest x avem ¢, .(v) < 1 si ¢qq(x) = 1, pentru orice 0 < ¢,d < 1.
Pentru orice subcorp al lui C vom nota cu P, divizorul prim care contine
valoarea absoluta.
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1.3 Topologia definita de o valuare e topologie me-
trica

Vom arata in continuare ca topologia definita de o valuare e o topologie
metrica. Pentru aceasta, vom arata ca orice valuare e echivalenta cu o
valuare @ care satisface inegalitatea triunghiului:

e +y) <o)+ oY)
Inainte de toate, ne va fi de folos urmatoarea

Propozitie 1.3.1. In definitia valudrii, (iii) poate fi inlocuita cu

p(r+y) < Cmax{p(z),o(y)}
pentru orice x, y € F.

Demonstratie. Presupunem intai ca ¢ e o valuare pe F. Fie xz, y € F
astfel incat p(r) = max{p(z),p(y)}. Daca p(x) = 0 atunci x = y = 0
si conditia din enunt e verificata. Daca ¢(x) # 0 atunci, tinand cont ca
o(l+y/x) < C, avem

ez +y) = p(@)p(l+y/z) < C max{p(z), p(y)}

ii) din definitia 1.1.1 si

Reciproc, daca ¢ e o functie cu proprietatile (i) si (
=1si

verifica, in plus, conditia din enunt, atunci ¢(1)
p(1+z) < C max{p(l),p(x)} =C

pentru orice z € F' cu ¢(x) < 1. O

Pentru o valuare ¢ putem considera multimea tuturor constantelor C'
care pot aparea in conditia (iii) din definitia 1.1.1. Aceastd multime e
nemarginita superior si e marginita inferior de 1. Intr-adevir, daci  verifica
(iii) cu C, atunci ¢ verifica (iii) cu ¢’ > C i, intrucat ¢(0) = 0 < 1,
1 = ¢(1 +0) < C. Marginea inferioara a acestei multimi face parte
din multime, se noteaza cu ||| si se numeste norma lui ¢. Asadar,
1 < Jl¢|| = inf C = min C, unde C parcurge multimea constantelor ce
pot aparea in (iii). Daca a > 0, atunci rezulta imediat ca ||¢%| = ||¢[“.
Prin urmare, dacd P e un divizor prim, atunci existda ¢ € P astfel incat
llo|l < 2. Astfel de valuari satisfac inegalitatea triunghiului aga cum vom
vedea dupa urmatoarea lema.
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Lema 1.3.1. Fie ¢ o valuare pe F astfel incat ||¢|| < 2. Atunci

oz + -+ x,) < 2n max{p(z1),...,0(xn)}

oricare ar fin>1 st x1,...,x, € F. In particular, p(n) < 2n pentru orice
intreg pozitiv, n.

Demonstratie. Conform propozitiei 1.3.1, avem ¢(x14+x2) < 2 max {¢(x1), ¢(x2)}
oricare ar fi x1, 9 € F. Folosind inductia, deducem ca

o(xy + -+ xor) < 2" max{p(x1),...,¢(x2r)}

oricare ar fi r > 1 gi x1,...,2or € F.
Fie acum n > 2 si z1,...,xz, € F. Considerand r > 1 astfel incat
2" <n <2t avem

o+ +apy)=p@+-+x, +04+---4+0) (2" termeni)
< 2 max {p(z1), ..., o(zn)}
< 2nmax{p(x1),...,0(x,)}
In particular, daci z1 = - -+ = z,, = 1, obtinem w(n) < 2n. O
Propozitie 1.3.2. Fie ¢ o functie definita pe F' cu valori in mulfimea nu-
merelor reale care verifica conditiile (i) gi (ii) din definitia valuarii. Atunci

© wverifica inegalitatea triunghiului dacd si numai dacda ¢ e o valuare si
lell < 2.

Demonstratie. Necesitatea rezulta din propozitia 1.3.1 si observatia ca

o(r+y) <o) +ey) <2 max{p(z), p(y)}

pentru orice x, y € F'.
Pentru a demonstra suficienta ne folosim de lema anterioara. Fie x si y
elemente ale lui F' gi n un numaér intreg pozitiv. Atunci

n n
elx+y)" =y [m”—l— <1>5L’"_1y—|—-'-+ < B 1>:Uy”_1 —l—y"]

= max{w[() ]}



Prin urmare,
plr+y) < Van+Dpe) +¢(y)]
Lasand pe n sa tinda catre infinit obtinem inegalitatea triunghiului pentru

T siy. [

Teorema 1.3.1. Fie ¢ o valuare a corpului F' cu proprietatea ca ||| < 2.
Atunci T, e o topologie metrica, in raport cu care F' e un corp topologic si
@ e uniform continud.

Demonstratie. Fie d: F x F — R, aplicatia definita prin

d(z,y) = p(z —y)

pentru orice x, y € F. Tinand cont ca ¢ verifica inegalitatea triunghiului, e
usor de vazut ca d e o metrica pe F. In topologia 74 definita de d, un sistem
fundamental de vecinatati pentru x € F' e format din multimile

{ye F :d(z,y) <e}=DB(xz,e), e¢>0

prin urmare, tinand seama de propozitia 1.1.1, 74 = 7,. Asadar, 7, e o
topologie metrica.

Faptul ca ¢ e uniform continua rezulta din observatia ca, pentru orice
Yy €F, ox) <ol —y)+ey) st e(y) < ey — ) + ¢(z), deci

lp(r) — ()] < plz —y)

Ca sa aratam ca I e corp topologic in raport cu 7, trebuie sa probam
faptul ca aplicatiile (z,y) — = —y, (2,y) — 2y si * — 2~ sunt continue.
Tinand seama ca topologia produs de pe F' X F' e topologia metrica data de

d'((x1,22), (y1,92)) = max {p(z1 — y1), p(z2 — y2)}
verificarile care raman sunt de rutina. O

In virtutea faptului ca orice divizor prim contine o valuare care verifica
inegalitatea triunghiului, vom considera de acum incolo doar valuari de acest

tip.
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1.4 Extinderi de corpuri cu divizori primi

In cazul unei extinderi de corpuri E/F se pune problema studierii legaturii
dintre divizorii primi ai lui F' si cei ai lui £. O prima observatie care se
poate face este ca orice divizor prim al lui £ induce, in mod natural, un
divizor prim al lui F'. Pentru aceasta, sa consideram () un divizor prim al
lui £. Atunci

P={¢lr:veq}

e un divizor prim al lui F'. intr—adevér, daca ¢ € @ atunci ¢¥|F e o valuare
a lui F, iar divizorul prim al lui F' care il contine pe ¢¥|p e {(¢¥|p)® : a >
0} ={¥%F : >0} = P. Spunem c& P este restrictia lui Q la F',iar Q e
o extindere a lui P la E. Nu este exclus ca un divizor prim sa admita mai
multe extinderi, dupa cum nu e exclus ca el sa nu admita nici o extindere.
Studiul privind existenta si numarul extinderilor unui divizor prim il vom
intreprinde in sectiunile 4 si 5 ale prezentei lucrari.

Definitie 1.4.1. Atunci cand E/F e o extindere de corpuri, iar Q e un
divizor prim al lui E a carui restrictie la F' e P, spunem cd (E,Q) e o ex-
tindere a lui (F, P). Despre divizorul prim @ mai spunem ca sta deasupra
lui P sau ca il divide pe P, iar acest lucru il notam cu Q|P.

Procedeul de restrictie a unui divizor prim e un caz particular al urmatoarei
situatii. Fie g : F¥ — E un morfism de corpuri si ¢ un divizor prim al lui
E. Atunci

P={¢u: ¢y e}

e un divizor prim al lui F. intr—adevér, daca ¢ € @Q, atunci ¥u e o valuare
a lui F, iar divizorul prim al lui F care il contine pe ¥pu e {(vYu)* : a >
0} = {¥%u : @ > 0} = P. Notand divizorul prim P cu p*(Q) si multimile
divizorilor primi ai lui F, respectiv E, cu D(F), respectiv D(E), obtinem o
aplicatie

p*:D(E) = D(F), Q — 1" (Q)

Daca v : E — L e un alt morfism de corpuri, atunci se verifica cu usurinta ca
(vp)* = p*v*. Totodata, daca E = F' si u = Idp, atunci Idp = Idp(py. Prin
urmare, daca p : F' — F e un izomorfism de corpuri, atunci p* : D(E) —
D(F) e o bijectie de multimi si (u*)fl = (/fl)*.

Definitie 1.4.2. In situatia in care p : F — E e un morfism de corpuri,
Q e un divizor prim al lui E gi P = p*(Q), vom spune ca (E,Q,u) e o
extindere a lui (F, P).
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Atunci cand E/F e o extindere de corpuri §i g = ip_,p e morfismul de
incluziune a lui F' in E, faptul ca (E,Q,irp_pg) e o extindere a lui (F,P) e
echivalent cu faptul ca (E, Q) e o extindere a lui (F, P).

Pentru o extindere (E,Q, p) a lui (F, P) e usor de vazut ca p: F — E
e o aplicatie continua. De fapt, daca ¥ € @, atunci yu € P si

O () — py)) = Yule —y)

pentru orice x, y € F'.
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Capitolul 2

Valuari nearhimediene si
divizori primi nearhimedieni

Definitie 2.0.3. Fie ¢ o valuare a unui corp F. Spunem cd ¢ e arhime-
diana daca ||¢|| > 1 si nearhimedianda daca ||| = 1.

Intrucat valuirile echivalente cu ¢ sunt ©®, o > 0, iar [|e®| = |l¢||°,
pentru orice @ > 0, vedem ca daca ¢ e arhimediand/nearhimediana atunci
orice valuare echivalentd cu ¢ e arhimediana/nearhimediana. Vom spune,
prin urmare, ca un divizor prim e arhimedian, respectiv nearhimedian,
daca contine o valuare arhimediana, respectiv, nearhimediana.

In cadrul exemplelor din sectiunea 1, valuarile de la (2) sunt arhimediene,
iar cele de la (1), (3), (4) si (5) nearhimediene.

Vom studia in aceast capitol valuarile nearhimediene si divizorii primi
nearhimedieni.

2.1 Valuari nearhimediene

Incepem cu urmatoarea caracterizare a valuarilor nearhimediene.

Propozitie 2.1.1. Fie ¢ o valuare pe F'. Urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

(i) ¢ e nearhimediand.
(i)
(i)

)

(iv) Exista M > 0 astfel incat p(n-1) < M, pentru orice n € Z.

o(r +y) < max{¢(x),¢(y)}, pentru orice x,y € F.
o(n-1) <1, pentru orice n € 7.
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Demonstratie. (i) = (ii) rezulta din definitia normei.
(ii) = (iii) e imediata din observatia ca

pler+ -+ xn) < max{p(r1),. .., ¢(zn)}

pentru orice n > 1 si orice 1, ...,x, € F, deci p(n-1) < (1) = (1) =1,
pentru orice n € Z.

(iii) = (iv) e triviala.

(iv) = (i) Fie z, y € F astfel incat ¢(z) < ¢(y). Tindnd cont de lema 1.3.1,
avem, pentru orice n > 1,

px+y)" =pllz+y)"]

= {x” + (?)x”ly +ot <n7_l 1>ary”1 + yn]
s ] 1o

< 2(n+ 1)M max {p(z)" "o (y)'}
<2(n+1)Mep(y)"

Asadar, p(x +y) < ¥/2(n+ 1)Mp(y), oricare ar fi n > 1. Facand n — oo,
obtinem ¢(z +y) < ¢(y) = max{p(z), ¢(y)}- O

Corolar 2.1.1. Fie F un subcorp al lui E si ¢ o valuare pe E. Daca
@ e arhimediand, respectiv nearhimedianda, pe F' atunci ¢ e arhimediand,
respectiv nearhimediand, pe E. In particular, un corp de caracteristica p > 0
nu poate avea decdt valudari nearhimediene.

Urmatorul rezultat va fi invocat destul de des in demonstratii.

Propozitie 2.1.2. Fie ¢ o valuare nearhimediand pe F. Atunci

o(x) # o(y) = ¢(x +y) = max {p(x), p(y)}

Demonstratie. Si presupunem ci o(z) < (y). Intrucat o(z+y) < ©(y),
e de ajuns sa aratam inegalitatea opusa. Avem

o(y) = p(z +y— ) <max{p(z +y),o(r)} = ¢(x +y)

Corolar 2.1.2. Fie ¢ o valuare nearhimediand pe F st x1,...,xy, € F.
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(i) Daca ¢(z;) > p(x;) pentru orice j # i, atunci
p(rr+ - +xn) = ()
(ii) Daca x1 + -+ xp =0, atunci existda i # j astfel incat
max {@(z1), ..., ¢(zn)} = (i) = p(z;)
Demonstratie. (i) Rezulta din propozitia 2.1.2, tinand cont ca

o1+ FriF i+ Fay) < I?gf{w(:vj)} < o(z;)

(ii) Daca ar exista un singur indice i pentru care max {p(z1),...,p(z,)} =
¢(x;), atunci, tinand cont de (i), am avea

0=wp(@1+ - xn) = p(xi)

Dar atunci ¢(x;) < ¢(x;) = 0 pentru orice j # i, o contradictie. O

2.2 Divizori primi nearhimedieni

Trecem acum la studiul divizorilor primi nearhimedieni. In acest studiu, un
rol important 1l joaca bila inchisa de centru 0 si raza 1 din topologia asociata
unui astfel de divizor. Propozitia urmatoare arata ca, in raport cu operatiile
induse de pe F, aceasta multime e un inel local.

Propozitie 2.2.1. Fie P un divizor prim nearhimedian al lui F'. Atunci
multimile

Op={ze€F :p) <1}
Pp={ze€F : p(x)<1}
Up={z € F : p(x) =1}
nu depind de valuare ¢ € P aleasa. Mai mult, in raport cu operatiile induse

de pe F, Op e un inel local avand corpul de fractii F, idealul mazimal Pp
gt grupul unitatilor Up

Demonstratie. E clar ca Op, Pp si Up nu depind decat de divizorul prim
P. La fel de clar e cd Op e un subinel unitar al lui F. Deoarece, pentru
orice € F, avem = € Op sau ¢~ € Op, corpul de fractii al lui Op e F.
Grupul unitatilor lui Op este

{zeF :zatecOpt={zcF :px)=1}=Up
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E usor de vazut acum ca
Op\Up={x€F : p(x) <1} =Pp

e ideal al lui Op. Prin urmare, Op e inel local, iar Pp e idealul sau maximal.
O

Definitie 2.2.1. Fie F' un corp st P un divizor prim ol lui F. Op se
numeste inelul de valuare al lui F tn P sau inelul de intregi al lui
F in P, Pp se numeste tdealul prim in P, iar Up grupul unitdtilor in
P. Corpul Fp = Op/Pp se numeste corpul rezidual al lui F in P.

De exemplu, daca P e trivial, atunci Op = F, Pp = {0} si Up = F*.
Daca R e un inel factorial, F' e corpul sau de fractii si p e divizorul prim
asociat unui element prim p atunci

O, = {%:a,bER,pr}
P, = {%:a,beR,p\a,pr}

U, = {%:bGR,pJ{ab}

Asadar, O) = Ry,), localizatul inelului R in idealul prim (p). Prin urmare,

corpul rezidual al lui F' in p este R,)/pR,) ~ R/(p). In particular, corpul
rezidual al lui Q in p e corpul cu p elemente.

Daca F e un corp de numere algebrice si p divizorul prim asociat idealului
prim nenul p al lui Op, atunci

OP:(OF)pv Pp:p(OF)pv ‘FPZOF/p

Sa aratam ca, intr-adevar, Oy e localizatul inelului de intregi algebrici al lui
F 1in idealul prim p, (Of)p. Tinand cont de descrierea elementelor din O,
respectiv (Op),, ceea ce vrem sa aratdm e urmatoarea egalitate de multimi

{xeF:ordp(x)EO}:{%eF:a,be(’)F,b¢p}

Fie a/b € (Of)p. Deoarece a, b € O si b ¢ p, avem ord,(aO) > 0 si
ordy (bO) = 0, deci

ordy ((a/b)O) = ordy(a®) — ord, (bO) = ord,(aO) > 0
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Prin urmare, (Or), € Op. Fie acum z € O,. Intrucat F e corpul de fractii
al inelului sau de intregi algebrici, exista a, b € Op, b # 0, astfel incat
z = a/b. Fie ordy(aOp) =m > n = ord,(bOp) si w € p~™ \ p~ 1. Atunci
ma, b € Op si b ¢ p. Intr-adevir, considerand idealele intregi a, b si ¢
astfel Incat
aOp = p"™a, bOp = p"b, 71O =p~ "¢

si p 1 abe, avem (wb)Op = be si (ma)Op = p™ "ac, de unde afirmatia
noastra. Asadar, z = I3 € (Op), si egalitatea Oy = (OF), e demonstrata.
Deoarece idealul maximal al lui (OF), este p(Op),, afirmatiile referitoare la
idealul prim in p si corpul rezidual in p rezulta imediat.

Pe baza acestor observatii putem arata ca nu exista alti divizori primi
nearhimedieni (netriviali) ai unui corp de numere algebrice in afara de cei
asociati idealelor prime nenule din inelul de intregi algebrici. Vom incepe cu
cel mai simplu exemplu de corp de numere algebrice, anume Q, dupa care
vom trata cazul general.

Fie, asadar, P un divizor prim nearhimedian (netrivial) al lui Q gi ¢ € P.
Intrucat ©(n) < 1, pentru orice numar intreg n, avem Z C Op. Intersectia
lui Z cu idealul prim in P, Pp, e un ideal prim al lui Z, pZ. Acest ideal e
nenul, deoarece, in caz contrar, ¢ actioneaza trivial pe multimea numerelor
intregi nenule, deci si pe multimea numerelor rationale nenule. Tinadnd cont
ca Z \ pZ C Up, avem

L) < Op
Cum Z,) e inelul de valuare al lui Q in p, deducem din teorema 1.2.1 ca
P =np.

Rationamentul folosit in cazul lui Q functioneaza pentru orice corp de
numere algebrice, F'. Singura observatie care trebuie facuta e ca, daca P e
un divizor prim nearhimedian al lui F', atunci O C Op. intr—adevér, daca
« e un Intreg algebric, atunci exista intregii rationali ag, . . ., a,_1 astfel incat
a" =ap_1a" '+ - 4+ aja + ag. Considerand ¢ € P, avem

pl0)" < max {ip(asa’)} < max {i(a)'}

de unde obtinem ¢(«) < 1, i.e. @ € Op. Asadar, dacad P e un divizor prim
nearhimedian al lui F', atunci O C Op. Fie p = Pp N Op. Atunci p e un
ideal prim nenul al lui O si Op \ p C Up. Prin urmare, O, = (OFp), C Op,
de unde rezulta ca P = p.

Rezumand, am obtinut urmatoarea

Propozitie 2.2.2. Divizorii primi nearhimedieni (netriviali) ai unui corp
de numere algebrice sunt in corespondenia bijectiva cu idealele prime nenule
ale inelulut sau de intregi algebrici.
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2.3 Valuari exponentiale

Prezentam in continuare o alta perspectiva asupra divizorilor primi nearhime-
dieni. Acest mod porneste de la urmatoarea observatie. Daca ¢ e o valuare
nearhimediana a unui corp F', atunci functia

—logp(z) daca x #0
v:F — RU{o0}, U(x)_{ if() daca mi()

are urmétoarele proprietiti:
(i) v(z) =0 &z =0
(i) v(zy) = v(z) +v(y)
(iii) v(x 4 y) > min {v(z),v(y)}

pentru orice x, y € F. Reciproc, daca v : FF — R U {00} e o functie cu
proprietatile (i), (ii) si (iii), atunci functia

—v(*)  dacs 0
e acd =«
v F =R, (’0@):{ 0 daca :ciO

e o valuare nearhimediana pe F. O verificare de rutina arata ca asocierile
¢ — v sl v — @ sunt inverse una celeilalte. Numim functiile v : ' — RU{o0}
care satisfac conditiile (i), (ii) si (iii), valudri exponentiale ale lui F.
Agadar, valuarile nearhimediene ale lui F' sunt in corespondenta bijectiva
cu valuarile exponentiale ale lui F'. Spunem ca doua valuari exponentiale,
v si v/, sunt echivalente si scriem v ~ v, dacd valuirile nearhimediene
corespunzatoare sunt echivalente, i.e. e™ = ¢ ~ ¢/ = e v, Asgadar, v ~ v’
daci si numai dacd v = av, pentru un a > 0. Clasa de echivalentd a unei
valuari exponentiale v o vom identifica, iIn urma observatiilor anterioare, cu
clasa de echivalenta a valuarii nearhimediene e~?. Prin urmare, daca P e
un divizor prim gi v e o valuare exponentiala cu proprietatea ca e € P,
atunci P = {av|a > 0}. Inelul de intregi in P, idealul prim in P si grupul
unitatilor in P se exprima in functie de v € P prin

Op={z€F :v(x)>0}
Pp={zeF :v(zx)>0}
Up={z € F : v(z) =0}

Orice valuare exponentiald v a lui F' determina un morfism de grupuri de la
grupul multiplicativ al lui F' in grupul aditiv al numerelor reale. Imaginea
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lui F* prin v se numeste grupul de valuare al lui v si se noteaza cu G(v).
Atunci cand G(v) e subgrup discret al lui (R,+) spunem ca v e valuare
discretd. Intrucat grupurile de valuare a doua valuari echivalente sunt
izomorfe, definitia se extinde pentru a cuprinde si divizorii primi. Asadar, un
divizor prim e discret atunci cand contine o valuare exponentiala discreta.

E bine stiut faptul ca subgrupurile discrete ale lui (R, +) sunt cele de
forma aZ, cu a € R. Daca G(v) = {0} atunci P e divizorul prim trivial.
Daca, pe de altid parte, G(v) = aZ, unde a # 0, atunci G(a~'v) = Z.
Agadar, daca P e un divizor prim discret netrivial, atunci P contine o unica
valuare exponentiala al carei grup de valuare e Z. Aceasta valuare se noteaza
cu vp si se numeste valuarea exponentiald normalizata a lui P.

Propozitie 2.3.1. Fie P un divizor prim nearhimedian al lui F'. Atunci P
e discret daca si numai daca Pp e ideal prim.

Demonstratie. Daca P e discret atunci vp(F*) = Z, deci exista 7 € F*
astfel incat vp(m) = 1. Avem

Pp={z€F :vp(x)>1=uvp(n)}

={zeF :vplzrt) >0}
={zcF:an'ecOp}

=70p
deci Pp e ideal principal.
Reciproc, daca Pp = wOp, atunci orice element nenul al lui F' are
o scriere unica de forma un”, cu v € Up si r € Z. Alegand o valuare
exponentiald v € P, gasim ca v(F™*) = v(n)Z, deci P e discret. O

Daca P e un divizor prim discret (netrivial) al lui F' atunci generatorii
idealului prim in P se numesc elemente prime ale lui F' in raport cu P.
Daca m e un astfel de element atunci F* = {unr” : u € Up,r € Z} si
Op = {urn” : u € Up, r > 0}. De aici rezulta imediat ca singurele ideale
netriviale ale lui Op sunt cele de forma

'P;:WTOP:{I'GFZUP(LU)ZT}7TZ]‘

Prin urmare, Op e un inel principal cu Pp singurul sau ideal prim nenul.
Am intalnit deja exemple de valuari discrete si de divizori primi discreti.
In exemplul (5) din sectiunea 1 functia ordinal, ord, : F' = 7Z, care asociaza
unui element z € F, puterea la care apare p in scrierea lui x ca produs
de puteri de elemente prime, e o valuare exponentiala discreta, intrucat
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Pp1/e(T) = e~ (?) ¢ valuare nearhimediani si G(ord,) = Z. Prin urmare,

p e divizor prim discret al lui F', avand ca valuare exponentiala normalizata
chiar pe ord,, iar ca element prim pe p. Din considerente similare, daca I’
e corp de numere algebrice, atunci functia vy : F' = Z, vy(x) = ordy(20),
oricare ar fi x € F, e valuarea exponentiald normalizata a divizorului prim
discret p al lui F.

2.4 Indicele de ramificare si gradul rezidual

Fie (E, Q) o extindere a lui (F, P). E clar ca P e arhimedian (nearhimedian)
daca si numai daca @ e arhimedian (nearhimedian). In cazul nearhimedian
avem

OP:OQﬁFsi'Pp:PQﬁF
Intr-adevar, dacd v € Q si p = g, atunci
OgNF={zeF :¢Yx)<l}={xecF:¢)<1}=0p

si, similar Pp = Pg N F. Datorita incluziunilor Op C Og si Pp C Pg,
corpul rezidual al lui F' in P se scufunda in corpul rezidual al lui £ in @
prin intermediul aplicatiei

Fp=0p/Pp2a+Pp—a+PgeOy/Pg=~Eg

Privind corpul Fp ca subcorp al lui &g, putem vorbi de gradul extinderii

o/ Fp.

Definitie 2.4.1. Gradul lui Q peste P sau gradul rezidual al lui E
peste F in () este

FQ/P) = [&q : Fpl

Fie acum w € @ o valuare exponentiala a lui F i v = w|p € P. Atunci
w(F*) = v(F*) e subgrup al lui w(E*) si, in plus, [w(E*) : w(F*)] =
[(aw)(E*) : (aw)(F*)], pentru orice & > 0. Asgadar, indicele lui w(F*) in
w(E*) nu depinde decat de divizorul prim Q.

Definitie 2.4.2. Indicele de ramificare al lui () peste P este
e(Q/P) = [w(E") : w(F")]

Gradele reziduale si indicii de ramificare se bucura de urmatoarea pro-
prietate:
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Propozitie 2.4.1. Fie P un divizor prim nearhimedian al lui F', (E,Q) o
extindere a lui (F, P) si (K, R) o extindere a lui (E,Q). Atunci

e(R/P) = e(R/Q)e(Q/P)
f(R/P) = f(R/Q) f(Q/P)

Demonstratie. Rezultd usor din faptul ca indicii grupurilor si gradele ex-
tinderilor de corpuri sunt multiplicativi. O

Atunci cand @ e discret, indicele de ramificare capata interpretarea
clasica. Mai precis, in cazul discret, Og e inel Dedekind cu un singur
ideal prim nenul, Pgp. Aceeasi afirmatie e valabild si pentru Op, caci,
la randul sau, P e discret. Singurul ideal prim nenul al lui Op e Pp.
Deoarece Pp C Pg, exista e > 1 astfel incat PpOg = 735. Pretindem
ca e = e(Q/P). Fie, pentru aceasta, mg un element prim pentru @ si wp
un element prim pentru P. Atunci w(E*) = w(ng)Z si w(F*) = w(np)Z.
Deoarece [w(mQ)Z : w(np)Z] = e(Q/P), avem w(mwp) = e(Q/P)w(mq), deci

w(ﬂ'gQ/P)) = w(mwp). Atunci

PPOQ = (WPOP)OQ = ﬂ'POQ — WeQ(Q/P)OQ _ Pg(Q/P)

de unde rezulta afirmatia noastra.
Legatura dintre indicii de ramificare clasici si cei definiti aici e, Insa, ceva
mai stransa. Urmatoarea propozitie e revelatoare.

Propozitie 2.4.2. Fie E/F o extindere de corpuri de numere algebrice.
Daca p e un ideal prim nenul al lui Op si

pOp = Pt P

e descompunerea in produs de ideale prime nenule distincte a lui pOp, atunci

divizorit primi ai lut E care stau deasupra lui p sunt P, ..., Pr. Mai mult,
e(Pi/p) = ei st f(Bi/p) = [Op/Bi : Or/p]
pentru orice i € {1,...,1}

Demonstratie. Fie P un divizor prim al lui F care sta deasupra lui p.
Deoarece P e nearhimedian, exista, conform propozitiei 2.2.2, un ideal prim
nenul B al lui O astfel Incat P =P. Avem atunci

p=0rNP,=0rN(FNPp)=0rNPp=0rN(OgNPg)=0rNP
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ceea ce arata ca idealul prim B divide p. Pe de alta parte, daca x € F|,
atunci, din zOp = p¥»®) Hq?ép q¥a®)  deducem c&

qa7p
T
_ Hmieivp(fc) H qyfm(ﬂﬁ)

i=1 PAP1,.... B
Prin urmare, vy, (x) = e;vp(x), pentru orice v € F' si orice ¢ € {1,...,7}.
Rezulta ca divizorii primi B; stau deasupra lui p si, in plus, e(P;/p) = e,
pentru orice ¢ = 1,...,r. Afirmatia referitoare la gradele reziduale e o
consecinta imediata a faptului ca &g, ~ O /B; si Fy ~ Op/p. O

Revenind la cazul general, urmatoarea propozitie arata ca, in cazul unei
extinderi finite, indicele de ramificare gi gradul rezidual sunt amandoua fi-
nite. Mai precis, avem

Propozitie 2.4.3. Fie (E,Q) o extindere a lui (F, P) cu P nearhimedian.
Fie wy,...,w, € Og astfel incat wr,...,w, sunt liniar independente peste
F st fie mg,..., s € E* astfel incat, daca v € Q, clasele determinate de
v(mp), ..., v(ms) itn v(E*)/v(F*) sunt distincte. Atunci

{wiﬂ'j’i:1,...,7‘,j=0,...,8}
e un sistem liniar independent peste F'. In particular,

e(Q/P) f(Q/P) < [E: F]

Demonstratie. Fie a;; € F' astfel incat Z” ajjw;mi = 0. Notém cud; =
Y oi_q aijw; si observam cd v(dj) = min{v(a1;),...,v(ar;)}. Intr-adevar, fie
v(ag;) = min{v(ai;),...,v(a,;)}. Daca ar; = 0, atunci nu avem nimic de
demonstrat. Daca ag; # 0, atunci, impartind pe d; la ay;, obtinem ca al;jldj
e o combinatie liniara de w1, ...,w, cu coeficienti in inelul Op. Coeficientul
lui w, fiind 1 i @1, ...,w, fiind liniar independente peste F, a,;jldj nu poate
fi decat un element inversabil din Og. Prin urmare, v(d;) = v(ag;) =
min {v(a;),...,v(ar)}.

Daca, prin absurd, exista coeficienti a;; nenuli, atunci cel putin doi ter-
meni din suma »%_, d;m; sunt nenuli. Deoarece ) 5_ d;m; = 0, exista j # k
astfel incat v(d;m;) = v(dpmy). Cum v(m;) —v(mg) = v(d) —v(d;) € V(F*),
am obtinut o contradictie. O

26



Capitolul 3

Completatul unui corp cu un
divizor prim

Fie F un corp si P un divizor prim al lui F. Un sir de elemente din F, {a,},
se numeste sir Cauchy daca a,, — a, — 0, cand m,n — oo, in topologia
definita de P. Mai precis, {a,} e sir Cauchy daca, alegand ¢ € P, gasim
pentru orice € > 0 un numar intreg pozitiv N astfel incat p(am, — an) <
€ Indata ce m, n > N. Orice gir convergent e un gir Cauchy, insa nu
intotdeauna un gir Cauchy e convergent. Spunem ca F' e complet in raport
cu P daca orice gir Cauchy de elemente din F' e un gir convergent.

Un exemplu de corp care nu e complet e, dupa cum se stie, (Q, Px).
Multimea numerelor rationale poate fi, insa, ”completata” cu o multime de
elemente astfel incat, noua multime sa aiba o structura de corp valuat, iar in
acest corp girurile Cauchy sa fie convergente. Aceasta e una din metodele de
constructie a multimii numerelor reale, iar ideea din spatele ei va fi folosita
in cele ce urmeaza pentru a ”completa” orice corp valuat.

3.1 Existenta si unicitatea completatului

Definitie 3.1.1. Fie P un divizor prim al corpului F. Un completat al
lui F' in raport cu P este o extindere (F,P,u) a lui (F, P) cu urmdatoarele
proprietati:

(i) F e complet in raport cu P
(i) p(F) e dens in F

Asadar, daca i : Q — R e morfismul de incluziune, atunci (R, P, ) € un
completat al lui (Q, Py ). Orice corp e complet in raport cu divizorul prim
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trivial, prin urmare, in cele ce vor urma, vom considera doar divizori primi
netriviali.

Urmatoarea teorema ne asigura de existenta completatului unui corp cu
un divizor prim.

Teorema 3.1.1. Daca F e un corp st P e un divizor prim al lur F' atunci
exista un completat al lui F' in raport cu P.

Demonstratie. Fie ¢ € P astfel incat ||¢|| < 2. Notam cu R multimea
sirurilor Cauchy din F' §i cu Z multimea sirurilor din F' convergente la zero.
Se verifica usor ca, in raport cu adunarea si Inmultirea punctuald, R e un inel
comutativ gi unitar, avand ca element unitate girul constant (1,1,...,1,...).

In inelul R, Z e un ideal maximal. Intr-adevir, tinand cont ca sirurile
Cauchy sunt marginite, singurul lucru netrivial de demonstrat e ca Z e
maximal. Fie, pentru aceasta, {a,} un sir Cauchy care nu converge la zero
si sa aratam ca exista 0 > 0 si N un numar intreg pozitiv astfel incat
v(an) > 6 pentru orice n > N. Presupunem, prin absurd, c&, oricare ar fi
0 > 0 gi oricare ar fi N > 1, exista n > N astfel incat ¢(a,) < J. Fiee >0
arbitrar. Cum {a,} e sir Cauchy, existda N > 1 astfel incat p(a, —an) < €/2,
pentru orice n,m > N. Tinand cont de ipoteza noastra, exista n > N astfel
incat ¢(a,) < e/2. Pentru orice m > N avem atunci

plam) < p(am —an) + plan) < e

fapt ce arata ci a, — 0, o contradictie. Asadar, existd § > 0gi IV > 1 astfel
incat ¢(a,) > § pentru orice n > N. Fie {b,} sirul definit prin

b 1 daca n< N
"~ L daca n>N

Qn
intrucét, pentru n, m > N,

_ _ plan — am) 1 “ —a
Pom =) = o) < 3 10 )

{bn} e un gir Cauchy. Cum {a,}{b,} = {1} (modZ), rezulta ca Z e, intr-
adevar, un ideal maximal al lui R.

Fie corpul F = R/Z. Functia @ : F — R definita prin $({a,} + I) =
nlg]go ©(ay), oricare ar fi {a,} € R, e bine definita si reprezinta o valuare pe

F. Intr-adevir, daci {a,} e un sir Cauchy din F, atunci {¢(a,)} e un sir
Cauchy in R, datorita relatiei

[p(am) — @lan)| < w(am — an)
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Cum R e complet, exista si e unica limita sirului {¢(ay)}. Daca {b,} e un
alt gir Cauchy cu proprietatea ca {a, } = {b,} (modZ), atunci {a, —b,} € Z,
deci ¢(ay, — by,) — 0. Cum sirurile {¢(an)} si {p(by)} au limita si |p(an) —
o(bn)| < ¢la, — by), rezulta ca nh_)rrgo vlap) = nh_}ngo ©(by). Prin urmare,

¢ e bine definita. Faptul cd ¢ e o valuare pe F care verifici inegalitatea
triunghiului rezulta usor din proprietatile limitelor de siruri.

Fie P divizorul prim al lui F determinat de osip: F— F , functia
definita prin p(a) = (a,a,...,a,...) +Z, pentru orice a € F. Vom arita in
cele ce urmeaza ca (E, E, @) reprezinta un completat al lui (F, P).

In primul rénd, (F, P, ) e o extindere al lui (F, P), intrucat y e, in mod
clar, un morfism de corpuri, si u*(P) = P. Pentru ultima afirmatie e de
ajuns sa observam ca, oricare ar fi a € F',

p(p(a)) = lim p(a) = p(a)

In al doilea rand, H(F) este dens in F, deoarece, dacd o = {ap,} +Z € F
atunci o = lim p(ay). Intr-adevar,
n—oo

lim ¢(a— p(an)) = lim ( lim (am — an)

In ultimul rand, F este complet in raport cu P. Pentru aceasta, fie {ay,}
un gir Cauchy de elemente din F. Deoarece w(F) e dens in F , exista, pentru
orice n > 1, a,, € F astfel incat ¢(an — p(an)) < 1/n. Asadar, sirurile {a,}
si {u(ay)} difera printr-un sir convergent la zero. Cum {«,} e Cauchy, la
fel trebuie sa fie si {p(an)}. Dar atunci si {a,} e sir Cauchy, intrucat

plam — an) = (ﬁ(/‘(am - an)) = @(M(am) - N(an))

Fie a = {a, } +Z. Deoarece sirul {j(an)} converge catre o, acceasi proprie-
tate o are si {aw,}. Prin urmare, F' este complet in raport cu P si teorema
e complet demonstrata. ]

Pentru unicitate avem nevoie de urmatoarea propozitie.

Propozitie 3.1.1. Fie (E,Q,0) o extindere a lui (F, P). Daca (ﬁ, ]5, W) e
un completat al lui (F, P) si (E,Q,\) e un _completat al lui (E,Q), atunci
existd un unic morfism de corpuri o : F'— E cu proprietdtile:

() @)(Q) =P
(ii) op = Ao
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Demonstratie. Fie a € F. Deoarece w(F) e dens in F, exista un sir de
elemente {a,} din F astfel incat lim p(a,) = o. Dacd o : F — E are
n—oo
proprietatile (i) si (ii) din teorema atunci o e continua datorita proprietatii

(i) si, tinand seama si de proprietatea (ii),

o(a) =o( lim p(ay)) = lim (op(ay)) = lim (Ao(ay,))

n—oo n—oo n—oo

Asadar, proprietatile (i) si (ii) determina, in mod unic, morfismul .
Sa aratam acum ca ¢ : F' — F definita prin
ola) = nh_}rrgo Ao (ay,)
unde {a,} e un gir din F' cu proprietatea ca pu(a,) — «, e bine definita si

e un morfism de corpuri care verifica (i) si (ii). Fixam, inainte de toate,

VEQ, pe P, heQsip e P astel incat YA = 1, Yo = ¢ si Gu = .
Deoarece {y(an)} e un sir Cauchy, iar

@Z)()\U(am) - )‘U(an)) = d}(a(am) - U(an)) = p(am—ap) = G(M(am) _N(an))

sirul {\o(an)} e si el Cauchy. Cum E e complet, {\o(an)} e un sir conver-
gent, deci are sens s& vorbim de limita lui. Daca {b,} e un alt sir din F' cu
proprietatea ca u(by,) — «, atunci din

J(/\J(an) - Aa(bn)) = d}(a(an) - C’(bn)) = p(an —by) = G(N(an) - N(bn))
rezultd ca li_>m Ao(ay) = li_>m Ao (by). Asadar, o e bine definita.
Faptul ca ¢ e morfism de corpuri rezulta dupa o verificare de rutiné, asa

ca nu vom mai arita decat (i) i (ii). Pentru (i), tinem cont ci v si @ sunt
continue pentru a deduce ca

va(a) = ¢( lim Ao(an)) = lim YAo(an) = lim do(an)

= lim g(an) = lim pp(an) = ¢( lim plan)) = ¢(a)

n—oo
relatie ce arata ca (o)* (@) = P. Pentru (ii) avem, p(a) = lim u(a), deci
n— oo

ou(a) = nll_}ngo Ao(a) = Ao(a), pentru orice a € F. O

Corolar 3.1.1. Dacd (ﬁ, ﬁ, ) si (ﬁ, ﬁ, v) sunt doi completati ai lui (F, P),
atunci exista si e unic un F-izomorfism de corpuri o : F' — F astfel incdt
o*(P)=P.
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In virtutea teoremei 3.1.1 si corolarului 3.1.1, putem vorbi de ”comple-
tatul” unui corp cu un divizor prim. Daca (F, P) e un corp cu un divizor
prim, vom privi completatul sau ca pe o extindere a lui (F, P) si il vom nota
cu (F P, P )

Propozitie 3.1.2. Fie E un corp complet in raport cu divizorul prim Q.
Daca (E,Q) e o extindere a lui (F, P) atunci inchiderea F a lui F in E e

un corp si (F, i%_)E(Q),iF_}F) e un completat al lui (F, P).

Demonstratie. Fie o, 3 € F. Existd atunci sirurile de elemente din F,
{zp} si {yn}, astfel incat z,, - a si y, = F. Cum E e un corp topologic,
avem a — 3 = lim, (2, —yn) € F, a8 = lim,(2,y,) € F si, dacd a # 0,
atunci existda N > 1 astfel incat x,, # 0, pentru orice n > N, i 1/a =
lim, 1/z, € F. Prin urmare, F' e subcorp al lui E. Fie P = % (@)
Deoarece topologia indusa de P pe F e urma pe F a topologiei induse de @ pe
E, (F,P)e corgcomplet. CurE i*ﬁ—ﬁ(P) =iy, 75 Q) =1p,5(Q)=P
si F e dens in F, rezulta ca (F, P,i,_,7) e un completat al lui (F, P). O

3.2 Corpuri complete in raport cu divizori primi
discreti

Vom vedea in aceasta sectiune ca, in cazul discret, avem o descriere mai
precisa a elementelor completatului. Urmatoarea propozitie ne va fi de folos.

Propozitie 3.2.1. Fie (E, Q) un completat al lui (F, P) cu P nearhimedian.
Atunci

e(Q/P) = f(Q/P) =1

In particular, daca P e discret atunci Q e discret. Mai mult, Og e inchiderea
lui Op in E si Pg e inchiderea lui Pp in E.

Demonstratie. Fie v o valuare exponentiala care apartine lui Q) si o € E*.
Cum F este dens In E, exista a € F astfel incat v(a — ) > v(a). Atunci
v(a) = vle— a+ a) = v(a) € v(F*). Prin urmare, v(E*) = v(F*) si
e(Q/P) =1.

Pentru a arata ca f(Q/P) = 1 e suficient sa gasim pentru o € Og un
a € Op astfel incat v(a — ) > 0. Stim ca F e dens in E, deci exista a € F'
astfel incat v(a—a) > 0. Cumv(a) = v(a—a+a) > min{v(a—a),v(a)} > 0,
a€Op. O
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Lema 3.2.1. Fie P un divizor prim nearhimedian al lui F. Relativ la
topologia definita de P, un gir {x,} de elemente ale lui F' e gir Cauchy daca
st numai dacd T, — xp_1 — 0.

Demonstratie. Necesitatea fiind evidenta, demonstram suficienta. Fie ¢ €
P sie > 0. Exista N > 1 astfel incat o(z,+1 —zy) < €, oricare ar fin > N.
Pentru n > N si p > 1 avem atunci

O(Tntp — Tn) = P(Tntp — Tnip-1 ++* + Tpt1 — Tn)

< igllaxp{@(xwri — Tnti-1)}

<e

fapt ce arata ca girul {x,} e Cauchy. O

Lema 3.2.2. Fie F' un corp complet in raport cu divizorul prim nearhi-
median P. Daca {x,} e un gir de elemente din F', atunci seria ) x, e
convergentd daca gi numai dacd x, — 0.

Demonstratie. Fie {s,} sirul sumelor partiale asociat seriei ) _, x,. Deoarece
F e complet in raport cu P, sirul {s,} e convergent daca si numai daca {s,}
e gir Cauchy. Tindnd cont de lema precedenta, ultima afirmatie e echivalenta
cu faptul ca z, = s,, — sp—1 — 0. O

Teorema 3.2.1. Fie F' un corp complet in raport cu divizorul prim discret
P. Daca R e un sistem complet de reprezentanti pentru Fp = Op/Pp cu
proprietatea ca 0 € R, iar m, € F, n € Z, sunt astfel incat vp(m,) = n,
atunci orice element o € F* admite o reprezentare unicda de forma

o0
a= E Ap Ty
n=r

unde a, € R st a, # 0.

Demonstratie. Fie o € F* si 7 = vp(a). Atunci vp(an ') = 0, deci
am, 1 € Up. Fie a, € R\ {0} astfel incat ar, ' — a, € Pp. Avem

vp(a—apm) >r+1=vp(mr41)

deci (a—arm)ﬂ;&l € Op. Fie a,11 € R astfel incat (a—arm)wr__ﬂl —apy1 €
Pp. Atunci

vp(a = (apmy + Qrg1mrg1)) =7+ 2 = vp(mry2)
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deci exista a,49 € R astfel incat [a — (a,m, + ar+17rr+1)]7rr__&2 — ap42 € Pp.
Continuand procedeul, obtinem un sir {ay},>r cu proprietatea ca

vp(a— (apm + -+ + ammm)) > m+1

pentru orice m > r. Deducem de aici ca seria Y - anm, € convergenta si
. o)
suma ei este Y 0 apmTy = Q.
Pentru unicitate sa observam ca, daca {ay, },>r € un sir de elemente din

Op cu a, € Up, atunci seria » ., - a,m, e convergentd si vp(d -2 apmy) =

n>r

n>r
r. Intr-adevar, deoarece a,m, — 0, seria > < a,m, e convergenta, conform

lemei 3.2.2. Mai mult, pentru orice m > r,

n>r

vp(armr + - 4 amTm) = v(apm,) =7

de unde, prin trecere la limitd, obtinem vp(> 2  a,m,) = r. Asadar, daca
« admite reprezentarile v = > "7 apmy $1 Y o bpy, atunci r = s = vp(w)
$i > 02 (an —by)m, = 0. Ultima egalitate are loc doar dacé a, = by, pentru
orice n > r, fapt ce incheie demonstratia. O

Corolar 3.2.1. Fie F' un corp complet in raport cu un divizor prim discret
P, m e F eun element prim al lui F' in raport cu P si R un sistem complet
de reprezentanti pentru Fp = Op/Pp astfel incat 0 € R. Orice element
nenul al lui F' admite o unica reprezentare ca serie formald Laurent

o
E anm"
n=r

unde a, € R st a, # 0.

Daca (F, P) e un corp cu un divizor prim discret si (ﬁ , P) e un completat
al lui (F, P), atunci corolarul 3.2.1 ne ofera posibilitatea de a exprima ele-
mentele lui F' in functie de elementele lui F'. Mai precis, conform propozitiei
3.2.1, P e discret si orice element prim al lui F' in raport cu P e element
prim al lui F' in raport cu P. Mai mult, deoarece corpul rezidual al lui F' in
P coincide cu corpul rezidual al lui F' in P, putem alege ca sistem complet

de reprezentanti pentru O5/Pp un sistem complet de reprezentanti pentru
Op/Pp. Asadar, in virtutea corolarului 3.2.1, elementele lui F' se pot scrie
in mod unic ca serii formale Laurent Y o> a,7h cu a,, ficand parte dintr-un

sistem complet de reprezentanti pentru Op/Pp si mp un element prim al lui
Fin P.
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De exemplu, in cazul lui (Q, p), un sistem complet de reprezentanti pen-
tru Op /P, ~ Z/(p) e {0,1,...,p — 1} si un element prim al lui Q in p e p.
Prin urmare, elementele nenule ale lui Q, se scriu, in mod unic, sub forma

oo
n
E anp
n=r

unde a, € {0,1,...,p— 1}, r € Z si a, # 0. Intrucat, vp( D00 anp™) =,
elementele inelului de valuare al lui Q, in p sunt serii de forma

ap + aip + asp® + - --

cuap € {0,1,...,p — 1}, pentru orice n > 0. Elementele lui Q, se numesc
numere p-adice, iar Q, se numeste corpul numerelor p-adice. Inelul de
valuare al lui Q, in p se noteaza cu Z,, iar elementele lui se numesc intregs
p-adici.

Fie F' un corp si F[X] inelul de polinoame in nedeterminata X, cu
coeficienti in F. F[X] e un inel factorial cu corpul de fractii F'(X). Daca
X e divizorul prim al lui F(X) asociat polinomului ireductibil X € F[X],
atunci un sistem complet de reprezentanti pentru Ox /Px ~ F[X]|/(X) e
format din elementele lui F', iar un element prim al lui F(X) in X e X. Prin
urmare, elementele completatului lui F(X) in raport cu X se scriu, in mod

unic, sub forma
(o)
g a, X"
n=r

unde a, € F, r € Z si a, # 0, iar elementele inelului de valuare Ox al lui
F(X)x in X sunt serii de forma

a0+a1X—i—a2X2+~--

cu a, € F, pentru orice n > 0. Se observa cd F(X)x = F((X)), cor-
pul de serii formale Laurent, iar Ox = F [[X H, inelul de serii formale in
nedeterminata X, cu coeficienti in F'.

3.3 Valuari arhimediene si teorema lui Ostrowski

Vom demonstra in aceastad sectiune o teorema a lui Ostrowski care afirma
ca, pana la un izomorfism de corpuri cu divizori primi, (R, Ps) si (C, Py)
sunt singurele corpuri complete in raport cu divizori primi arhimedieni.
Folosindu-ne de acest rezultat, vom determina apoi toti divizorii primi arhime-
dieni ai unui corp de numere algebrice. Pentru corpul numerelor rationale,
insa, lucrurile sunt ceva mai simple.
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Propozitie 3.3.1. Py e singurul divizor prim arhimedian al lui Q.

Demonstratie. Fie P un divizor prim arhimedian al lui Q i ¢ € P astfel
incat ||| < 2. Sa consideram doi intregi supraunitari, m si n. Pentru orice
t >0, exista s > 0 si ag,...,as € {0,...,n— 1}, as # 0, astfel incat

m' =ag+an+ -+ agn’

Deoarece as > 1, avem n® < m!, deci s < t(logm/logn). Tinand cont de

faptul ca ¢(a;) < a; < n, pentru orice i € {0,...,n — 1}, avem
p(m)" < (ao) + p(ar)p(n) + - + p(as)p(n)’
< n(l +o(n)+---+ @(n)s)
< n(s+1)max{1l,p(n)}®

IN

logm #(1 1
1 1 (logm/logn)
n ( +tlogn> max{1, p(n)}

Luéand radacina de ordin ¢ si facand pe ¢ sa tinda catre oo, obtinem
p(m) < max{1, p(n)}'oem/ 8"

Inegalitatea obtinuta e valabila pentru orice m, n > 1 si ea implica faptul
ca p(n) > 1 pentru orice n > 1. Intr-adevir, daci ar exista ng > 1 cu
proprietatea ca ¢(ng) < 1, atunci, inlocuind in inegalitatea de mai sus pe
n cu ng, am obtine p(m) < 1, pentru orice m € Z, o contradictie cu faptul
ca ¢ e arhimediana. Asadar, max{l,¢(n)} = ¢(n), pentru orice n > 1, si
inegalitatea de mai sus devine p(m)!/1°8™ < (n)l/18"  pentru orice m,
n > 1. Cum relatia e simetrica in m si n, avem

@(m)l/logm _ S0(7,1)1/10gn

pentru orice m, n > 1. Considerand o > 0 astfel incat o(n)t/ 18" = ¢,
pentru n > 1, gasim ca p(n) = n®, oricare ar fi n > 1. Asadar, p(n) = |n|®
pentru orice numar intreg n, deci si pentru orice numar rational. Cum

v =|-|% tragem concluzia cd P = Px,. O
Urmatoarele doua leme au caracter ajutator.

Lema 3.3.1. Fie ¢ o valuare pe multimea numerelor complexe C astfel incat
o(a) = |a| pentru orice a € R. Atunci p(a) = |a|, pentru orice a € C.
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Demonstratie. Deoarece ||¢|| = max{p(1),p(2)} = 2, ¢ verifica inegali-
tatea triunghiului. Totodat#, ¢(i) = 1, intrucat 1 = ¢(i)*. Prin urmare,
dacd o = a + bi, unde a, b € R, atunci

p(a) < pa) +¢(b) = la| + [b] < V2V/]al? + b2 = v2]a

Fie f : C* = R, f(a) = p(a)/]a|, oricare ar fi « € C*. Vom arata ca f e

functia constanta 1, ceea ce va termina demonstratia. Avem, pentru a # 0,

0 < fla) < V2si f(a)® = f(a™) < V2 pentru orice intreg pozitiv, n.
1

Deoarece f(a) < 22n, oricare ar fi n = 1,2,3,..., obtinem, prin trecere la
limita, f(a) < 1. Cum « a fost ales arbitrar, avem si inegalitatea f(1/a) <
1, deci f(«) = 1, pentru orice a # 0. O

Lema 3.3.2. Daca (F,p) este o extindere a lui (R,| - |) atunci (F,¢) =
(R, [ - ]) sau (F,¢) = (C, ] - ).

Demonstratie. E de ajuns sa aratam ca F e algebric peste R fiindca atunci,
considerand pe F' ca subcorp al lui C si tinand cont ca [C : R] = 2, vom
avea F' = R sau F' = C. Luand in considerare lema 3.3.1 demonstratia va fi
incheiata.

Fie £ € F. Vom arata ca ¢ e radacina unui polinom monic, de grad 2,
cu coeficienti In R, iar pentru aceasta, vom dovedi ca functia f : C — R
definita prin

f(2) = ¢(& = (z+2)¢ + 22)

pentru orice z € C, atinge valoarea 0. S& observam intai cd f este continua
si ca lim, o f(2) = 0c0. Avem

1£(2) = f(z0)| = lo(&* = (z + 2)E + 22) — (€% — (20 + Z0)€ + 20%0)|
< ¢(2Z — 2070 + (20 + 20 — 2 — 2)§)
< |2Z — 20%0] + |20 + 20 — 2 — Z|p(§)

Cum cantitatea din dreapta inegalitatii tinde la 0 cand z tinde la zg, rezulta
ca f este continua. Pe de alta parte,

F(2) > (22) — p(€) — (2 + 2)p(€)
> |2* — (%) — 2|zlp(€)
deci, lim,_,~ f(2) = co. Aratam acum ca f are o valoare minima, care se
va dovedi in final a fi 0. Fie m = inf f(C). Evident, m > 0. Fie M > m.

Cum lim, o f(2) = oo, existd r > 0 astfel incat f(z) > M, oricare ar
fi z € C\ B(0,7), unde am notat prin B(0,r), bila inchisa de centru 0 si
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razd r. Deoarece f este continua si B(0,7) e o multime compacti, exista
2" astfel incat f(2') = min{f(z) | z € B(0,r)}. De fapt, f(z') = m, cici
f(Z) < f(2), oricare ar fi z € C. Intr-adevir, existd 2’ € B(0,r) astfel incat
m < f(2") < M, de unde deducem ca

) < ") <M < f(2)

pentru orice z € C \ B(0, 7).

Asadar, f are o valoare minima, m. Aratam in continuare ca m = 0
rationand prin absurd. S& presupunem, deci, c& m > 0. Fie § = {z €
C | f(z) = m}. Evident, S este o multime nevida, inchisa gi marginita.
Cum S e nevida si compacta, exista zp € S astfel incat |zg| > |z|, pentru
orice z € §. Fie ¢ astfel incat 0 < € < m si polinomul cu coeficie@nti
reali, g(X) = X? — (20 + 20)X + 2020 + &. Deoarece discriminantul lui g
e negativ, g are ca radacini un numar complex si conjugatul sau, z1 si z7.
Cum 2171 = 2020 + €, avem |z1| > |zp], deci z1 ¢ S.

Fie, pentru n > 1 fixat, polinomul cu coeficienti reali

G(X) = (9(X) —¢)" = (—o)"

Daca notam cu ag, ..., as, € C radacinile sale, atunci
2n 2n
GX)=]][X —a) =[[(X — )
i=1 i=1

Deoarece G(z1) = 0, 2z este unul dintre «;, sa zicem z; = ap. Evaluand in

¢ relatia
2n

G(X)% = H (X% — (s + @)X + @)
=1

si aplicand ¢ obtinem

2n
0(G(€)?) =[] flaw) = flar)ym®>!
i=1
Pe de alta parte,
P(G(E)) < (&% — (20 + )E + 20%0)" + p(—)" = f(20)" + " =m™ +&"

Din cele doua inegalitati rezulta ca

Flan)m® 1 < o(G(€))* < (m" + )2
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de unde obtinem ca

2
P <+ ()]
m m
Facand pe n sa tinda catre infinit, gasim ca f(a1)/m < 1, deci f(a1) = m,
o contradictie cu ag = 21 ¢ S. O

Teorema 3.3.1. (Teorema lui Ostrowski) Dacd F' e un corp complet in
raport cu un divizor prim arhimedian P, atunci (F, P) e izomorf cu (R, Px,)
sau cu (C, Py), i.e. existd un izomorfism o definit pe F' cu valori in R sau
C, astfel incit P = 0*(Px).

Demonstratie. Deoarece F' admite un divizor prim arhimedian, F' are car-
acteristica zero. Prin urmare, corpul prim al lui ' e Q. Restrictia lui P la
Q e P, intrucat acesta e singurul divizor prim arhimedian al lui Q. Fie Q
inchiderea lui Q in F si P restrictia Iui P la Q. Atunci, conform propozitiei
3.1.2, (Q, P, igg) € un completat al lui (Q, Po). Cum (R, Pso,ig—r) € si
el un completat al Iui (Q, Ps), exista un izomorfism 7 : Q — R astfel incat
P = 7*(Ps). Consideram acum o multime F’ si o aplicatie o : F' — F’
cu proprietatile: R C F', o e bijectie de multimi si ol = 7. De exem-
plu, putem lua F/ = RU (F \ Q) si o aplicatia care coincide cu 7 pe Q si
cu identitatea pe F\ Q. Deoarece o e o bijectie de multimi, existd pe F’
o unica structura de corp astfel incat o e morfism de corpuri. Relativ la

aceastd structura, R e subcorp al lui F’ si o extinde izomorfismul 7. Fie
P’ = (o71)*(P). Atunci

i (P) =i (07 (P) = (07 Vinom)*(P) = (igpm )" (P) = P

ceea ce inseamna ca P’ sta deasupra lui P,,. Considerand ¢ € P’ astfel
incat restrictia lui ¢ la R e valoarea absoluta, deducem din lema 3.3.2 ca
(F',P") = (R, Px) sau (F', P') = (C, Px). O

Definitie 3.3.1. Un divizor prim arhimedian P al unui corp F se numeste
real, respectiv complex, daca completatul lui (F, P) e izomorf cu (R, Px),
respectiv (C, Px).

Impreuna cu teorema 2.2.2, teorema urmatoarea sfarseste clasificarea
divizorilor primi ai unui corp de numere algebrice.

Teorema 3.3.2. Fie ' un corp de numere algebrice. Dacd o1, ...,0p, sunt
scufundarile reale ale lui F' §t 0p 41, ..., 0p 41y Sunt scufundari complexe ale
lui F alese astfel incat fiecare pereche conjugatda de scufunddari complexe e
reprezentatd o singurd datda, atunci divizorii primi arhimedieni ai lui F' sunt

01 (Poo)y 507, 4y (Poo).
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Demonstratie. Fie P un divizor prim arhimedian al lui F' gi (ﬁ ,ﬁ) un
completat al lui (F, P). Conform teoremei 3.3.1, (F, P) e izomorf cu (R, P
sau cu (C, Py). Dacii 0 : F — R e astfel incat o*(Ps) = P, atunci Oip 5
e o scufundare reala a lui F' cu proprietatea ca

(0ipp) (Poo) = i 0" (Poo) = 7 5(P) = P

In mod similar, daci o : F — C e astfel incat o*(Ps) = P, atunci Oip  f
e o scufundare complexa a lui F' cu proprietatea ca (0i, )" (Pe) = P.
Asadar, divizorii primi arhimedieni ai lui F' sunt de forma ¢*(Py), unde
o e o scufundare a lui F' in corpul numerelor complexe. S&a aratim ca

01(Poo)y -+ 507, 4y (Poo) sunt toti divizorii primi ai lui F.
In primul rand, daci (o,,1i,7r4) € 0 pereche conjugatii de scufundiri
complexe ale lui F', atunci e usor de vazut ca oy ;(Px) = 05 4 ;(Poo)-

In al doilea rand, si observiim ci, dacii o;(F) e inchiderea lui o;(F) in C,
atunci (0;(F'), Px, 0;) e un completat al lui (F, 0 (Px)) si 0;(F') = R, pentru
i=1,...,r,8104(F)=C, pentrui =7y + 1,...,r1 +ro. Intr-adevir, daci
i€{l,...,m},atunciR = Q C 0;(F) CR,iardacdi € {r1+1,...,71+72},
atunci o;(F) e o extindere strictd a lui R, prin urmare, o;(F) = C.

Sa presupunem acum cd o} (Po) = 0 (Poo). Atunci o(F) = 0(F). Fie
izomorfismul 0 : o;(F) — oj(F), 6(0i(z)) = oj(x), pentru orice z € F.

Tinand cont de propozitia 3.1.1, exista un izomorfism continuu p : o;(F) —
0j(F) care extinde pe #. Daca o;(F) = R, atunci p nu poate fi decat

morfismul identitate al lui R, iar daca o;(F) = C, atunci p e sau morfismul
identitate al lui C sau morfismul de luare a conjugatului. In ambele cazuri
avem ¢ = j gi teorema e demonstrata. O
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Capitolul 4

Extinderea valuarilor - cazul
corpului de baza complet

Ne ocupam in aceast capitol si in urmatorul de problema extinderii: dat un
corp F', un divizor prim P al lui F' si F/F o extindere finita de corpuri, se
cere sa se determine daca exista divizori primi ai lui F care stau deasupra
lui P si, in caz afirmativ, sa se stabileasca numarul lor. In cazul in care P e
divizorul prim trivial, raspunsul e si el trivial. Mai general, avem urmatoarea

Propozitie 4.0.2. Fie P divizorul prim trivial al corpului F. Daca E e
o extindere algebricd a lut F' atunci P are o unica extindere la E, anume,
divizorul prim trivial.

Demonstratie. Evident, divizorul prim trivial al lui £ e o extindere a lui
Pla E. Sa aratam ca e unica. Fie Q) un divizor prim al lui E care divide P si
© € Q. E usor de vazut ca orice element algebric peste F' face parte din inelul
de valuare al lui F in Q. De exemplu, dacd o™ = ag+ a1+ -+ anp_1a™ 1,
unde ag, ...,a,—1 € F, atunci

p(a)" < max {p(aia’)} = max {¢(a)'}

deci p(a) < 1. Cum E e algebric peste F, avem ca £ = Og. Dar asta
atrage dupa sine faptul ca @ e trivial, filndca, daca a € E* atunci p(a) < 1
si p(a!) < 1 implica ¢(a) = 1. O

In baza acestui rezultat, vom exclude din discutiile ce vor veni divizorul
prim trivial. Vom arata, in cele ce urmeaza, ca, daca F' e complet in raport
cu P, atunci exista gi e unica o extindere a lui P la F.
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4.1 Spatii normate. Unicitatea extinderii

Pentru a arata unicitatea extinderii, se dovedeste util urmatorul concept.

Definitie 4.1.1. Fie (F, ) un corp valuat. Un spatiu normat peste (F, )
este o pereche (V, || -||) formatd dintr-un F-spatiu vectorial, V, si o functie,
numita norma, || - || : V — R, avand urmdatoarele proprietati:

(i) [|v]| > 0, oricare ar fiv eV gi|v|| =0 v =0
(ii) [Jav| = p(a)|v|, oricare ar fia € F siv eV
(iii) ||Jv 4+ w| < ||v|| + ||wl|, oricare ar fiv, w € V

Daca (V, || - ||) este un spatiu normat peste (F, ) atunci avem, in mod
natural, o topologie metrica pe V, definita de functia

d:VxV =R, dv,w)=|v—w|, v,weV

In raport cu aceasta topologie (V, +) e un grup topologic, dupa cum se poate
usor constata.

Orice F-spatiu vectorial finit dimensional V' poate fi Inzestrat cu o struc-
tura de spatiu normat peste (F, ) daca ||| < 2. O norma pe V, in acest
caz, poate fi definita in felul urméator: se alege o baza arbitrara, {e1,...,e,},
alui V si, pentru v = a1e; + - - - + ane, se pune

[0l = max {¢(ar), . .., plan)}

O verificare de rutina arata ca (V.|| - ||) este un spatiu normat peste (F, ).
Norma |[|-|| se numeste norma canonica asociata bazei {e1, ..., e, }. Urmatoarea
teorema afirma ca, in cazul in care F' e complet in raport cu topologia definita
de ¢, atunci orice alta norma pe V defineste aceeasi topologie pe V ca si

Teorema 4.1.1. Fie (F,p) e un corp valuat complet astfel incdt ||¢]| < 2.
Daca (V,|-|) e un spatiu normat peste (F, ), finit dimensional, atunci
exista constantele D1, Dy > 0 astfel incat, considerand norma canonica || - ||
asociata bazei {e1,...,ep} a lui' V, sa avem

Dylvll < Jv] < Dafjo]

oricare ar fiv € V. In particular, orice doud norme pe V induc aceeasi
topologie pe V' si V' e complet in raport cu aceasta topologie.
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Demonstratie. Vom demonstra intai ca V' e complet relativ la topologia
definita de ||-||. Fie {v = agk)el—i—- . -+a$f)en}k21 un sir Cauchy de elemente
din V. Atunci {agk)}kzl e un sir Cauchy de elemente din F' pentru orice

i=1,...,n, Intrucat

o(at? — ™) < |lv; — v

% %
Cum F' e complet in raport cu ¢, exista a; € F, ¢ = 1,...,n, astfel incat
agk) — a;. Punand v = aie1 + - - - + ane, si tinand seama ca

|log — v|| = max {cp(az(»k) — ai)} —0

gasim ca (vg)r e un sir convergent la v, deci V' e, intr-adevar, complet in
topologia normei canonice.

Pentru restul demonstratiei folosim inductia dupa n. Daca n = 1, atunci
orice element al lui V' e de forma ae;, unde a € F. Tinand cont de pro-
prietatile unei norme, avem

|aer| = p(a)ler] = [laer]] - [ei]

oricare ar fi @ € F, gi putem lua D; = Dy = |ey|.

Presupunem acum ca teorema e adevarata in cazul spatiilor normate
peste (F, ), (n — 1)-dimensionale, si o demonstram pentru spatiile de di-
mensiune n. Fie, pentru i =1,...,n,

Vi=Fe;+---+Fei_1+ Fejy1+---+ Fey,

Din ipoteza de inductie, V; e complet in raport cu topologia indusa de | - |,
prin urmare, e o submultime inchisa a lui V. Tot submultime inchisa e si
V; + e;, deoarece translatiile lui V' sunt homeomorfisme. Cum (J;"; (V; + ¢;)
e inchisa i 0 ¢ U (V; + €;), existd Dy > 0 astfel incat

|vi + €;| > Dy

pentru orice v; € V; gi orice i € {1,...,n}.
Fie acum v = aje; + -+ + ane, € V \ {0} si v € {1,...n} astfel incat
lv]| = ¢(ar). Atunci a, # 0 si

_ a
|a7,.1/U‘: a—€1+"'+€r+"'+7er Z‘Dl

(s 7

deci, [v] > Dyp(ay) = Dyfjo]. Cum
o] = [arer + -+ + aneal < plar)ler] + - + @(an)leal < Dallo]

unde Dy = |e1| + - - - + |en|, demonstratia e incheiata. O
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Corolar 4.1.1. Fie F un corp complet in raport cu divizorul prim P si E/F
o extindere finita de corpuri. Dacd ¢ € P admite o extindere la E, atunci
aceasta este unicd si, relativ la topologia definita de ea, E este complet.
Asadar, P admite cel mult o extindere la E, si, in caz cd aceastd extindere
exista, E e complet.

Demonstratie. Fie v si 92 doua extinderi ale lui ¢ la E. Deoarece 9{ si
1§ sunt extinderi ale lui %, ne putem reduce la cazul max {{|11 ||, [|[¥2]], |||} <
2. In acest caz, (E, 1) si (E, 1) sunt spatii normate finit dimesionale peste
(F, ) si putem aplica teorema 4.1.1 pentru a deduce ca topologiile defi-
nite de 1 si Y9 coincid, iar F e complet in raport cu aceasta topologie.
Folosindu-ne de teorema 1.2.1 deducem ca v = 9{* pentru un a > 0, deci,
prin restrictie, ¢ = ¢*. Cum @ nu e triviala, avem o = 1 i ¥ = 1». 0

Corolar 4.1.2. Fie F un corp complet in raport cu divizorul prim P si €}
o extindere algebrica a lui F'. Dacd ¢ € P admite o extindere la ), atunci
aceasta este unica. Prin urmare, P admite cel mult o extindere la €.

Demonstratie. Fie ¢ si 9o doua extinderi ale lui ¢ la € si a € Q un ele-
ment arbitrar. Deoarece F'(«) este o extindere finita a lui F', iar restrictiile
lui ¥ si 12 la F(a) sunt extinderi ale lui ¢ la F(«), avem, conform coro-
larului precedent, ca 11 (a) = ¥a(a). O

4.2 Lema lui Hensel. Existenta extinderilor

Vom arata acum ca, daca F' e complet in raport cu P i E e o extindere
finita a lui F', atunci exista o extindere a lui P la E. Sa observam, insa,
inainte, ca, daca P e arhimedian, atunci teorema lui Ostrowski ne asigura de
existenta si unicitatea extinderii. Prin urmare, ne ramane de studiat cazul
in care P e nearhimedian. In acest caz, vom face apel la urméitoarea lema,
pentru care introducem urmatoarea definitie.

Definitie 4.2.1. Fie P un divizor prim nearhimedian al lui ' st v € P o
valuare exponentiald. Dacd f = ap+ a1 X + -+ + ap, X™ € F[X], atunci

o(f) = min{v(ag),...,v(ay)}

Un polinom f € Op[X] se numeste polinom primitiv daca v(f) = 0.

Daca f € Op[X], atunci vom nota cu f imaginea sa prin morfismul
canonic Op[X] — Fp[X].
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Lema 4.2.1. (Lema lui Hensel) Fie F' un corp complet in raport cu
divizorul prim nearhimedian P si f € Op|X] un polinom primitiv. Daca
[ € Fp[X] admite descompunerea

unde G, H € Fp[X] sunt polinoame relativ prime intre ele, atunci f admite
descompunerea

F(X) = g(X)h(X)
unde g, h € Op[X] sunt astfel incat

g=0, h=H, degg = deg @

Demonstratie. Fie s = degf si 7 = degG. Este clar ca degf < s si
degH < s—r.

Fie g1, h1 € Op[X] astfel incat g, = G, deggr = degG, hy = H si
degh; = degH. Deoarece f = GH, avem f — gih; € Pp[X]. Mai stim c&
G si H sunt relativ prime intre ele, deci exista a, b € Op[X] astfel incat
aG + bH = 1. Asadar, ag; + bh; — 1 € Pp[X]. Fie

e =min{v(f — gih1), v(ags + bhy — 1)}

Daca € = oo, atunci f = g1h1 si nu mai avem nimic de demonstrat. Daca
€ # 0o, atunci exista m € Pp astfel incat v(mw) = . Relatia o(f — g1h1) >
e = v(m) este echivalenta atunci cu faptul ca f — gih; € TOp[X].

Vom construi in cele ce urmeaza, pornind de la g; si hy, polinomele g;,

h; € Op[X],i=1,2,3,..., cu urméatoarele proprietati:
f = gihi (mod ) (4.1)
gi = gi—1 (modn™™1), h; = h;_1 (modr®™1) (1>1) (4.2)
=G, hi=H (4.3)
degg; =degG =r, degh; <s—r (4.4)

Constructia fiind realizata pentru ¢ = 1, sa presupunem ca am gasit poli-
noamele g1, ...,gn—1,h1,...,hn—1 € Op[X] cu proprietatile cerute si sa con-
struim g, §i hy,. Luand in considerare relatia (4.2), g, si h, trebuie sa fie de
forma

gn = gn—1+ ™y

hy = hp_1 + 7" 10
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unde u, v € Op[X]. Cautam, asadar, u, v € Op[X] astfel incat relatiile
(4.1), (4.3) si (4.4) sa aiba loc pentru ¢ = n. Deoarece

Gnhn = gn-1hn-1 + 7" gn_10 + hp_1u) + 7" 2w

si 2n — 2 > n, relatia (4.1) e satisfacuta daca si numai daca f = gp—1hn—1 +
7 Y gn_1v + hp_1u) (mod 7). Folosindu-ne de ipoteza de inductie, avem
cAw = (f — gn_1hn_1)/7" 1 € Op[X]. Asadar, f = gnh, (mod ") daci
si numai dacid w = g,_1v + hy_1u (mod 7). Deoarece g; = g;_1 (modri~1),
oricare ar fi i € {1,...,n — 1}, avem g,—1 = ¢1 (mod 7) si, in mod similar,
hn—1 = hy (mod 7). Prin urmare, trebuie sa determinam wu gi v astfel incat
w = g1v + hju (mod ) si (4.3) si (4.4) sa aiba loc.

Ne reamintim ca g1a + h1b = 1 (mod 7), deci graw + h1bw = w (mod 7).
Deoarece coeficientul dominant al lui g; e un element inversabil in Op, putem
imparti cu rest in Op[X] pe bw la g;. Vom lua pe postul lui u restul acestei
impartiri. Asadar, bw = gg1 + u, unde ¢ € Op[X] si degu < deggy = r.
Relatia gjaw 4+ h1bw = w (mod ) devine atunci

g1(aw + h1q) + hiu = w (mod )

Fie v polinomul obtinut din aw + h1q prin eliminarea monoamelor ale caror
coeficienti sunt multipli de 7. Atunci aw+h1q = v (mod ), deci g1v+hiu =
w (mod 7). In plus, degv < s—r. Intr-adevir, din faptul cd g1v+hiu—w €
7Op[X], iar coeficientul dominant al lui gjv nu se afla in 7O, deducem ca

r+ degv = degg1v < deg (hiu — w) < max{deg (hiu),degw} < s

de unde afirmatia noastra. Este acum usor de vizut ci ¢, = gn—1 + 7" 'u

§i hp = hy1 + 7" Lo verifica conditiile (4.3) si (4.4).
Fie, pentrui =1,2,3,..., g;(X) = a(()l)—i—agZ)X%-- . '—i—a,(f)XT, unde ay) €

Op. Tinand cont de relatia (4.2), avem, pentru j = 0,1,...,r, Y =

. . j .
ay) (mod 7*), oricare ar fi ¢ > 1. Asadar, conform propozitiei 3.2.1, {ay)}i

e un sir Cauchy pentru orice j € {0,...,r}. Cum F e complet, exista
a; € F', j =0,...,r, astfel incat D = a;. Din continuitatea lui ¢ rezultd
ca a; € Op, pentru orice j € {0,...,r}. Fie g(X) =ay+ a1 X +---+a,X".

v v v i+n % i . v
Sa observam ca, deoarece ag. ) = ag- ) (mod 7*), oricare ar fi n > 1, rezulta,

()
J
g=g;(modr?),i=1,2,3,.... Inmod similar, gasim h(X) = bg+b; X +- - -+
bs_» X577 € Op[X] astfel incat h = h; (mod '), pentru orice i. Deoarece

prin trecere la limita, ca a; = a;’ (mod 7*), oricare ar fi j si ¢. Prin urmare,

f = gihi = gh (mod )
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oricare ar fi i > 1, avem f = gh. In fine, g = 9, =G, h=h; = Hsi, din
s=degf=degg+degh <r+s—r=s,rezulta degg =1 = degG. O

Din demonstratie se poate observa ca, daca G, respectiv H, e monic
atunci polinomul g, respectiv h, poate fi ales monic.

Prezentam in continuare cateva aplicatii ale lemei lui Hensel. Pe baza
lor vom putea demonstra teorema 4.2.1.

Corolar 4.2.1. Daca f(X) =ap+ a1 X + -+ a, X" € F[X] e ireductibil,
atunci

o(f) = min{v(ap), ..., v(an)} = min{v(ao), v(an)}

In particular, dacd an, =1 gi ag € Op, atunci f € Op[X].

Demonstratie. Fie min {v(ag),...,v(a,)} = v(a;) si g(X) = a; ' f(X) =
bo + b1 X + - + b, X" Intrucit b; = a; 'a;j si v(a;) < v(aj), oricare ar fi
j€{0,...,n}, g € Op[X] si v(g) = 0. Vom arata ca min{v(bg),v(b,)} =0,
fapt ce ne va permite sa deducem ca min{v(ap),v(a,)} = v(a;) = v(f).

Presupunem, prin absurd, ca min{v(bg),v(b,)} > 0. Fie b, primul, de la
dreapta la stanga, dintre coeficientii by, b1, . . ., b, cu proprietatea ca v(b,) =
0. Atunci 0 < r < n i g admite In Fp[X] descompunerea

(X)) =X"(by + b, X" 4 D, XT)

Conform lemei lui Hensel, g e divizibil cu un polinom de grad r, lucru
contrazis de ireductibilitatea lui f. O

Corolar 4.2.2. Fie E o extindere finita a lui F' si o € E. Atunci Py p €
Op[X] daca i numai dacd Ng/p(a) € Op.

Demonstratie. Deoarece Ng,/p(a) = +P, p(0)FF@] avem Ng/p(a) €
Op daca si numai daca P, p(0) € Op. Tinand cont de corolarul 4.2.1,
obtinem rezultatul dorit. O

Corolar 4.2.3. Dacd f € Op[X] e monic i ireductibil peste F, atunci f e
o putere a unui polinom ireductibil din Fp[X].

Demonstratie. Daca, prin absurd, f nu ar fi o putere a unui polinom
ireductibil din Fp[X] atunci, aplicaind lema lui Hensel, dupa o alegere con-
venabild a polinoamelor G si H, ar rezulta ca f nu e ireductibil. O

Corolar 4.2.4. Fie f € Op[X] un polinom primitiv. Dacd o € Fp e o
radacing simpld a lui f, atunci exista a € Op astfel incita = « gi f(a) = 0.
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Demonstratie. Fie H € Fp[X] astfel incat f = (X —a)H. Cum X — a si
‘H sunt prime intre ele, lema lui Hensel ne asigura de existenta unui polinom
monic, de gradul intai, g € Op[X], astfel incat g | f si g = X — a. Daca
g = X — a, atunci a verifica proprietatile din enunt. O

O consecinta imediata a acestui corolar e faptul ca Q, contine (p — 1)-
radscinile unitiitii. Pentru aceasta, e de ajuns si observam ca XP~! — 1 se
descompune in factori liniari in corpul rezidual al lui Q,, care e corpul cu p
elemente.

Corolar 4.2.5. Fie p e un numdr prim impar i « un intreqg p-adic in-
versabil. Atunci
o€ Qg Sac .7:5

Demonstratie. Daca a € @120, atunci a = (2, pentru un intreg p-adic

inversabil, 8. Trecand la clase modulo idealul prim in p, gasim ca @ = BZ €
}"g. Reciproc, daca exista 3 € Z, astfel incat o = 32, atunci, in Fp[X],
avem

X-a=(X-B)(X+P

Cum 3 # —fB si X? — a e polinom primitiv, deducem din corolarul 4.2.4 c&
a € Qg. O

Suntem acum In masura sa demonstram urmatoarea

Teorema 4.2.1. Fie F' un corp complet in raport cu divizorul prim nearhi-
median P si E o extindere finita, de grad n, a lui F. Atunci:

(i) P are o unica extindere, Q, la E si E e complet in raport cu Q. Daca
o € P, atunci unica sa extindere la E e ¢’ € Q, unde

@' (o) = {/@[Ng/p()]
oricare ar fi a € F.
(ii) P e discret daca si numai daca Q e discret.
(iii) Og e inchiderea intreaga a lui Op = OgNF in E.

Demonstratie. (i) In virtutea corolarului 4.1.1, nu trebuie si artim decat
ca ¢’ extinde pe ¢ la E. Tinand cont de proprietatile normei,

Ng/p(a) =0 a=0
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Ngjp(aB) = Ng/p(a)Ng/p(B8), o, B € E
NE/F(Q) = Oén, aeF
singurul lucru netrivial de demonstrat e conditia (iii) din definitia 1.1.1. O
demonstram pentru C = 1.
Fie a € E astfel incat ¢'(a) < 1. Atunci Ng/p(a) € Op, deci, luand in
considerare corolarul 4.2.2, P, p € Op[X]. Polinomul f(X) = P, r(X —1)

e polinomul minimal al lui 1 4+ « peste F', deoarece e monic, e ireductibil in
F[X] si se anuleazad in 1 4+ . Notand cu m = [E : F(«)], avem

Ng/p(l+a) = [£f(0)]" = [+Po,r(=1)]" € Op
deci ¢'(1+ ) < 1.
(ii) Rezulta din relatia

log ¢' () = %log ¢[Ngp(a)]

(iii) In primul rand, elementele lui Og sunt intregi peste Op. intr—adevér,
daca a € Oq atunci Ng/p(a) € Op, deci P, r € Op[X], conform corolarului
4.2.2. Cum P, p(a) = 0, rezulta ca a e intreg peste Op. Reciproc, daca a
e Intreg peste Op, atunci « verifica o relatie de forma

1

"+ a1+ +ap=0

unde ag, ...,a,_1 € Op. Prin urmare,

(@) = ¢ (a0 -+ ag) < max {¢'(a)'}

1=0,...,r—1

de unde rezulta ugor ca ¢’'(a) <1, ie. a € Og.
In fine,

OgNF={a€eF :¢(a)<1l}={a€eF :pla)<1}=0p
O

Corolar 4.2.6. Fie F un corp complet in raport cu un divizor prim P.
Daca Q) e o extindere algebrica a lui F', atunci P are o unicd extindere la

Q.
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Demonstratie. Unicitatea rezulta din corolarul 4.1.2. S& ardtam existenta
extinderii. Daca P e arhimedian, atunci, tinand cont de teorema lui Os-
trowski, nu avem nimic de demonstrat. Presupunem, agadar, ca P e nearhi-
median. Fie ¢ € P gi, pentru fiecare extindere finitd E a lui F, inclusa in
Q, fie g unica extindere a lui ¢ la E. E clar ca, daca F si E’ sunt extinderi
finite ale lui F' incluse in Q, atunci ¢g|pnpr = ¢r/lEnEr = YEnE- Prin
urmare, functia pq : @ — R, definita prin pqo(a) = pgp(a), unde E C )
e o extindere finita a lui F' care contine pe «, e bine definita. O verificare
de rutina arata ca ¢q e o valuare pe ) care extinde pe ¢, deci P admite o
extindere la 2. O

4.3 Extinderea divizorilor primi discreti. Corpuri
locale.

In aceasta sectiune, ne intoarcem la studiul extinderilor de corpuri cu divizori
primi discreti pentru a stabili o relatie fundamentala intre gradul extinderii,
indicele de ramificare si gradul rezidual.

Propozitie 4.3.1. Fie (E,Q) o extindere a lui (F, P) astfel incit Q si P
sunt discrete, F' e complet in raport cu P si f(Q/P) < o0o. Dacd e =

e(Q/P), f = f(Q/P), ng e un element prim al lui Q si {wi,...,ws} €0
ridicare la Og a unei Fp-baze a lui £g, atunci

{wirh i=1,...,fj=0,...,e—1}

e 0 Op-baza a lui Og. In particular, E e o extindere finita a lui F', de grad

[E:F|=ef
Demonstratie. Conform propozitiei 2.4.3, B = {wmg? i=1,...,f, 1=
0,...,e — 1} e un sistem liniar independent peste F. Sa aratam ca Og =
Zi,j (’)pwmé?.
Deoarece {w1, ...,wr} e o Fp-baza alui £, avem ca Og = Opwi +- -+

(’)pwf + WQOQ. Fie N = Opwy + -+ + Optuf. Atunci
Og =N +7mq0q
= N+ moN + 7500

= N+mQN+---+75 'N +7150q
:M-F?TEQOQ
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unde M = N + QN +--- + 71'22_1]\7 = Z” (’)pwmé). Fie mp un element
prim al lui P. Tinand cont de definitia indicelui de ramificare, avem mpQOg =
m50q. Asadar,

OQ:M+7TPOQ
=M +7pM +71%0q

=M+7pM+ -+ 75 M+ 730g

pentru orice n > 1. '
Fie acum a € Og si oy, = Zij aijkwmé e M, k=0,1,..., astfel incat

a— (xg+mpry+ -+ Td{é_l$n_1) e 1p0¢

pentru orice n > 1. Atunci

n—1
a = lim E :Umr}%: lim E (

n
i k=

1
& .
aijmrp> wmé?

0

Luand in considerare propozitia 3.2.2, seria ), a,-jkﬂfg converge la un ele-
ment a;; € Op. Prin urmare, o = Z” ozijwmé? i afirmatia ca B e Op-baza
pentru Og e demonstrata.

Nu e greu de vazut acum ca B e, de fapt, F-baza a lui F. intr—adevér,
daca a € F, atunci, considerand un numar intreg r astfel incat TG o€ Oq,
gasim cd o € 15" O, deci a se poate scrie ca o combinatie liniara de wmé

cu coeficienti in F. Cum, pe de alta parte, wm’é? sunt liniar independente
peste F', propozitia e complet demonstrata. ]

Tinand cont de propozitia 2.4.3, de teorema 4.2.1 si de propozitia 4.3.1,
avem urmatorul rezultat fundamental.

Teorema 4.3.1. Fie F un corp complet in raport cu divizorul prim discret
P. Fie E e o extindere finita a lui F' i QQ unica extindere a lui P la E.
Atunci

[E: F] =e(Q/P) f(Q/P)
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Corolar 4.3.1. In ipotezele teoremei 4.3.1, avem

1
vg(a) = WUP (NE/F(O‘))

pentru orice o € E.

Demonstratie. Fie ¢/ = e7"@ si ¢ restrictia lui ¢’ la F'. Conform teoremei

1/[E:F)
4.2.1, avem ¢'(a) = (QO(NE/F(O()))
vg(a) = %F}U(NE/F(OZ)), unde v = —log ¢ e restrictia lui vg la F. Dar

, pentru orice @ € E. Asadar,

vg|r = e(Q/P)vp, deci

= e(Q/P) V. (6% = 71 v o
wa(®) = grm) e ) = ey (e ()

pentru orice o € FE. ]

Cu ajutorul propozitiei 4.3.1, putem clasifica corpurile complete in raport
cu divizori primi discreti, avand corpurile reziduale finite. Astfel de corpuri
se numesc corpurt locale.

Teorema 4.3.2. Corpurile locale sunt exact extinderile finite ale lui Q, si
F,((X)), cu p parcurgind multimea numerelor prime.

Demonstratie. Fie p un numar prim. Daca F' e o extindere a lui @, sau
F,((X)), atunci, tindnd cont de teorema 4.1.1, divizorul prim al lui Q, sau
F,((X)) se extinde in mod unic la un divizor prim discret al lui F' si, in
raport cu acesta, F' e complet. Mai mult, conform propozitiei 2.4.3, corpul
rezidual al lui F' in acest divizor prim e finit. Prin urmare, orice extindere
finita a lui Q, sau F),((X)) e un corp local.

Fie acum (F, P) un corp local si p caracteristica corpului rezidual al lui
Fin P. Daca corpul prim al lui F' e QQ, atunci restrictia lui P la Q e p. Mai
mult, tinand cont de propozitia 3.1.2, inchiderea lui Q in F' e un completat al
lui (Q,p). Asadar, (F, P) e o extindere a lui (Q,,p). Considerand propozitia
4.3.1, F/Q, e finita. Daca, pe de alta parte, corpul prim al lui F' e finit,
atunci el e izomorf cu corpul prim al lui Fp, i.e. e corpul cu p elemente. Fie
t un element prim al lui F' in P. E usor de vazut ca ¢ e transcendent peste
[F,, si ca restrictia lui P la Fp(t) e divizorul prim t asociat elementului prim
t € F,[t]. Deoarece inchiderea lui F,,(¢) in F' e un completat al lui (IF,(t),1),
avem cd (F, P) e o extindere a lui (Fp((t)),t). Tinand cont de propozitia
4.3.1, F/Fp((t)) e finita. O
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Capitolul 5

Extinderi - cazul general

5.1 Existenta si numarul extinderilor

Fie E/F o extindere finita de corpuri si P un divizor prim al lui £. Am
vazut In sectiunea precedenta ca, daca F' e complet in raport cu P, atunci
existd o unicd extindere a lui P la E. Ce se poate spune dacd renuntam
la conditia de completitudine? Folosinde-ne de rezultatul obtinut in cazul
corpului de baza complet putem da rapid un raspuns la problema existentei
extinderilor. In conditii putin mai generale avem urmatoarea

Propozitie 5.1.1. Fie (F, P) un corp cu un divizor prim, (F, P) un com-
pletat al lui (F, P), Q o inchidere algebrica a lui F st R extinderea lui Pla
Q. Daca E e o extindere algebrica a lui F si p: E — Q e un F-morfism,
atunci Q,, = p*(R) e o extindere a lui P la E. Mai mult, orice extindere a
lui P la E se obtine in felul acesta.

Demonstratie. E clar ca Q, = p*(R) e un divizor prim al lui E ce sta
deasupra lui P, intrucat

irp(Qu) = ippp’(R) = (nir-p)"(R) = ipo(R) = P

Fie acum @ o extindere a lui P la F gi sd ardtam ca exista un F-morfism
@ E — Q astfel incat Q = p*(R). Fie (E,Q) un completat al lui (E, Q)
si fie F inchiderea Iui F in E. Daci P e restrictia lui @ la F, atunci,
tinand seama de propozitia 3.1.2, (F, P, i, ) e un completat al lui (F, P).
Conform propozitiei 3.1.1, existd, un F-morfism p : F — F astfel incat
p*(P) =P.

Intrucat E /F e algebrica, la fel este si EF/F. Cum ( e algebric inchis,
exista 7 : EF — Q astfel incat TiF_ 5F = lp_qpP- Pretindem ca p =
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Tip pp ¢ £ — Q e un F-morfism cu proprietatea ca p*(R) = Q. Intr-
adevar, e de ajuns sa vedem ca 7*(R) = ZEF E(Q), caci vom avea atunci

pr(R) =iy ppm (R) =iy ppipp  5(Q) = iy 5(Q) =@
Observam ci 7*(R) e un divizor prim al lui EF cu proprietatea

o (77 (0) = ) (9
)

’;U

F—>Q P) (
=P ZF—>Q(R)
= p"(P)

Pe de alta parte, P admite o unica extindere la EF, iar aceasta este ZEF E(Q)

Asadar, 7*(R) = O E(Q) si demonstratia e terminata. O

Corolar 5.1.1. Daca E e o extindere algebrica a lui F' gt P e un divizor
prim al lui F', atunci exista o extindere a lut P la E.

Avand un raspuns afirmativ la intrebarea privind existenta extinderilor,
ne punem, in mod firesc, problema de a determina numarul extinderilor unui
divizor prim. Pentru a rezolva aceasta probleméa vom fixa urmatorul cadru
de lucru gi vom da urmatoarele definitii.

Fie F' un corp, E o extindere finitd a lui F, Fo extindere arbitrard a
lui F astfel incat ENF = f i Q o inchidere algebrica a lui F. Multimea
F-morfismelor E — © o notam cu I'(F, E — Q), iar elementele ei le nu-
mim aplicatii de compozitie pentru (E, F), F, Q). Daca p e o aplicatie de
compozitie pentru (E, F, F, ), atunci corpul Fu(E) se numeste extinderea
compozitd asociata lui p. Spunem ca doua aplicatii de compozitie, py si
2, sunt echivalente, si scriem asta p; ~ pg, daca exista o € Gal(Q2/F)
astfel incat puo = o .

Lema 5.1.1. Fie E° inchiderea separabild a lui F in E sip € INF,E — Q)
o aplicatie de compozitie. Atunci:
(i) Inchiderea separabili a lui F in Fu(E) e Fu(ES).

[E : Flins

————— e 1 sau o putere a unui numar prim.
[Fu(E) : Flins

(ii) Numdrul g, =
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Demonstratie. (i) Inchiderea separabild a lui F in u(E) e u(E®), prin
urmare, inchiderea separabild a lui F in Fu(E) e Fu(E® )-

(ii) Daci ES = E, atunci [E : Flins = [Fu(E) : Flis = 1. Daci
ES+FE §i caracteristica lui F' e p > 0, atunci, tinand cont ca [E : Fliys si
[FH(E) : F]ms sunt puteri ale lui p si

[Fu(E) : Flins = [Fu(E) : Fu(E%)] < [(B) : y(BS)] = (B B%] = [E : Flin
ajungem la concluzia dorita. O

Lema 5.1.2. Fie pu1, ..., pur un sistem complet de reprezentangi pentru clasele
de echivalenta de aplicatii de compozitie pentru (E,F, F Q). Daca G =
Gal(Q/F) si G = Gal(Q/Fu;(E)), pentru i = 1,...,r, atunci multimea
F(F F/,L,( ) — Q) are m; = [G : G;] elemente. fn plus, dacd o;1,...,0im,
e un sistem complet de reprezentanti pentru relatia de congruenta la stanga
modulo G;, atunci

NEE—=Q) ={oijpw:1i=1,...,r,7=1,...,m;}

Demonstratie. Prima afirmatie rezulta in urma faptului usor de verificat
ca
(G/Gi), 2 0Gi — 07y € T, Fra(E) — Q)

e o bijectie de multimi.

Pentru cea de-a doua afirmatie, daca p € T'(F, E — (), atunci exista
i€{l,...,r} si o € G astfel incat u = o p;. Considerand j € {1,...,m;} si
T € G; astfel incat o = o 7, avem p = 0y ; T i = 0 j ;- In fine, aplicatiile
0;,j pi sunt distincte doua cate doua, intrucat, daca o;; 1; = op pg, atunci
Wi = O',L-_’jl Okl fk, deci p; ~ pug,. Asadar i =ksiog pu = o p. Cum oy josi
i coincid pe ﬁ,uz(E) avem o, azl € G, de unde rezulta j = I. d

Propozitie 5.1.2. Pastrand notatiile din lema precedenta, fie [E : F| =n,
[Fui(E) : F] = ni $i [E : Flins/[Fui(E) : Flins = gi. Atunci, pentru orice
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a € F,

Np/p(@) = []Ng, m)mni(e)” (5.1)
=1

Trg/pla) = ZgiTrﬁM(E)/ﬁ(m(a)) (5.2)
=1

Pogyp(X) = 1P i) (5.3)
=1

,
n = ngi (5.4)
i=1

Demonstratie. Ne folosim de formulele pentru norma, urmé si polinom
caracteristic. Avem

Popr(X) = H (X - M(a))[ErF]im
wel(F,E—Q)
=[] (X — i Mz‘(a))[ﬁmw)ﬁ]i“s ”
Z"j
1117 PPl |
Hi ‘L lins
=111|1I (X — 0 (Mz‘(a)))
i=1 |j=1

= H1 P i), Fus iy 7 (X)”

si, In mod similar, se obtin (5.1) si (5.2). Formula (5.4) rezulta din (5.3)
egaland gradele polinoamelor. ]

Propozitie 5.1.3. Daca E = F(a), atunci existd o corespondentd bijectiva
intre clasele de echivalenta de aplicatii de compozifie pentru (E,F,F,Q) si
factorii ireductibili ai lui Py g in F[X].

Demonstratie. Intrucat F = F(a), avem P, p/p = Par. Mai mult,

pentru i = 1,...,r, ﬁuZ(E) = ﬁ(,ui(a)), deci Pm(a)fui(E)/ﬁ = Pm(a)f'

Tinand cont de (5.3), descompunerea in factori ireductibili a lui P, p in
F[X] este
T
Pa,F(X) = Hpﬂi(a)ﬁ(X)gi
1=
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Pentru a termina demonstratia mai trebuie sd aratdm ca factorii ireductibili

P (o), F Sunt distincti. Daca P o) F = Puj(oc)Nf’ atunci p;(a) si pj(or) sunt

conjugate peste F. Prin urmare, existd un F-izomorfism P ﬁ(,ui(oz)) —
F(pj()) astfel incat p(pi(e)) = pj(e). Extinzand pe p la un morfism
o:Q —Q, avem cd o € Gal(Q/F) si op; = pj. Rezulta ca p; ~ pj, deci
i = 3. O

Teorema 5.1.1. Fie (F, P) un corp cu un~divizor prim, (ﬁ, 15) un completat
al lui (F, P), Q o inchidere algebrica a lui F si R extinderea lui P la Q). Daca
E/F e o extindere finita de corpuri, atunci numarul extinderilor lui P la E
e acelagi cu numarul claselor de echivalenta de aplicatii de compozitie pentru
(E,F,F,Q).

De fapt, daca pi,...,pur e un sistem complet de reprezentanti pentru
clasele de echivalentd de aplicatii de compozitie pentru (E, F, F,Q), atunci

Qi=pi(R),i=1,...,r

sunt tofi divizorii primi ai lui E care stau deasupra lui P.

Mai mult, dacd S; e unica extindere a lui P la E; = F,uZ(E), atunci
(E;, Siy p1;) e un completat al Wi (E,Q;).

In fine, daci [E : Fl =n, [E; : F] = n; i [E : Flins/[Ei : Flins = i
atunci, pentru orice oo € E, avem

Ng/p(a) = [INg 5(ni(@)” (5.5)
i=1

Trg/p(a) = ZgiTrEi/ﬁ(“i(a)) (5.6)
i=1

Pa,E/F(X) = HPMi(a),Ei/ﬁ(X)gi (5~7)
=1

.
n = ngi (5.8)
i=1

Demonstrai;le Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca En
F =F. Fie p e T'(F, E — Q) o aplicatie de compozitie pentru (E, F, F, Q).
Conform propozitiei 5.1.1, Q, = p*(R) e o extindere a lui P la E. Sa

aratam ca, daca S, = i}M(E)_)Q(R) ¢ unica extindere a lui P la Fu(E),

atunci (Fu(E), Sy, i) e un completat al lui (E, Q).
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In primul rand, deoarece (ﬁu(E),SM) e o extindere finita a corpului
complet (F, P) rezultd, conform corolarului 4.1.1, ci Fu(E) e complet in
raport cu S,. Fie u(F) inchiderea lui p(£) in Fu(E). Atunci u(E) e un
subcorp al lui Fu(E) care contine pe p(E). Mai mult, F C u(E), deoarece
F C u(E) si inchiderea lui F in Fu(E) ¢ F. Asadar, u(E) = f,u(E), ceea
ce aratd cii pu(E) e dens in Fu(E). In fine,

B8 = 1% o (B) = s,y ) (R) = 1 (R) = Q,

deci, (Fu(E), Sy, i) e, intr-adevar, un completat al lui (£, Q).

Aratam in continuare ca, daca p; §i pe sunt aplicatii de compoz1§1e pen-
tru (E, F, F, (), atunci j; ~ po dacd si numai daci Qui = Qu,- Impreuni
cu propozitia 5.1.1 si propozitia 5.1.2, teorema va fi atunci demonstrata.
Si presupunem intai ci gy ~ po. BExistd atunci o € Gal(/F) astfel incét
o = opy. Tinand cont ca
0" (R) = (0%

% %
'Foo 13—>Q) o Zﬁ—>Q(

si R e unica extindere a lui P la §, avem o* (R) = R. Asadar,
Qus = H5(R) = pio™(R) = p1(R) = Qu,

Reciproc, dacd Qu, = Quy, atunci (Fui(E), Sy, p) st (Fua(E), Spy, pi2)
sunt doi completati ai lui (£, Qu, = Q,,). Prin urmare, exista un izomorfism
de corpuri p : Fui(E) — Fus(E) astfel incat S = P (Spy) 1 ppa = pa.
Cum p e un homeomorfism care actioneaza identic pe F si F' e inchiderea lui
F in F,ul(E) si in Fuy(E), avem ci p actioneazi identic pe F. Extinzand
pe p la un F-morfism al lui 2, gasim ca puy ~ us. O

_ Pentru numerele g; se mai foloseste notatia g(Q;/P). Gradul extinderii
E;/F se mai numeste gradul local al lui E/F in Q; si se mai noteaza
cu n(Q;/P). In general, notiunile si obiectele legate de extinderea E;/F
sunt insotite de calificativul "locale”, spre deosebire de notiunile si obiectele
extinderii E/F care au calificativul de ”globale”. In termenii acegtia, atunci
cind g; = 1,4 = 1,...,7, (cum e cazul cand E/F e separabila), formulele
(5.5),(5.6), (5.7) si (5.8) se exprima, respectiv, in felul urméator: norma
globala e produsul normelor locale, urma globala e suma urmelor locale,
polinomul caracteristic global e produsul polinoamelor caracteristice locale
si gradul global e suma gradelor locale. Renuntand la a face referire la pu;,
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formulele (5.5) - (5.8) se pot exprima succint In formele urmatoare:

Np/p(a) = HNEQ/FP(@) (5.9)
QP

Trgp(e) = Y Trg,/m.(a) (5.10)
QP

Pa,E‘/F(X) = HPa,EQ/Fp(X) (511)
QP

n = Y n(Q/P) (5.12)
QP

5.2 Consecinte

Ne ocupam in aceasta sectiune de cateva aplicatii ale rezultatelor din sectiunea
precedenta. Vom descoperi, printre altele, cateva rezultate binecunoscute
din teoria algebrica a numerelor. incepem cu un rezultat care aminteste de
teorema 3.3.2.

Propozitie 5.2.1. Fie P un divizor prim arhimedian ol lui F', E o extindere
finita, de grad n, a lui F' si Q1,...,Q, extinderile lui P la E.
Daca P e complex atunci v = n. Mai mult, fiecare Q; e complex si

n(Qi/P) = 1.

Daca P e real atunci r = r1+ro, unde r1 e numarul extinderilor reale, iar
ro e numarul extinderilor complexe. Ordonand Q; astfel incat Q1,...,Qr,
sunt reale $t Qr 41, ..., Qr 4r, sSunt complexe, avem

1 pentru 1=1,...,r
2 pentru 1=ri+1,....r1+ 179

n(Qi/P) = {
§t 1T+ 2r9 =n.

Demonstratie. Ne vom folosi de teorema 5.1.1. Observam, inainte, ca F'
are caracteristica 0, deci E//F' e separabila. In particular, I'(F,E — Q) are
[E : F] elemente. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca 2 = C.

Daci P e complex, atunci Q = F gi Gal(Q/F) = {1}. Prin urmare,
numarul claselor de echivalenta de aplicatii de compozitie pentru (E, F, F , Q)
coincide cu numaéarul elementelor multimii I'(F, E — ), deci, cu gradul
extinderii E/F. Asadar, r = n. Evident, fiecare extindere a lui P la E e
complexa, de grad local egal cu 1.
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Daca P e real, atunci Gal(Q/ﬁ ) e un grup ciclic de ordin 2 generat de
morfismul de conjugare, o. Agadar, daca pi, ps € I'(F, E — ), avem

M1~ [ < 1 = 2 Sauo iy = [ < (i = 2 Saufly = 2

Alegand reprezentantii p1, . . ., fr, 4+r, pentru clasele de echivalenta de aplicatii
de compozitie pentru I'(F, E — Q) astfel incat p,..., uy, reprezintd clase
cu un singur element §i piy, 41, . -, ey +r, reprezinta clase cu doua elemente,
gasim ca @Q; = pf(Px) sunt reali pentru ¢ = 1,...,7 si complecsi pen-
trui=ry+1,...,71 + ro. Pentru ultima afirmatie ne folosim de formula

(5.12). O

Propozitie 5.2.2. Fie P un divizor prim nearhimedian ol lui F' i E/F o
extindere finita de corpuri de grad n. Daca Q) e o extindere a lui P la E gi
P, respectiv QQ, sunt divizorii primi ai lui Fp, respectiv Eq, atunci

e(Q/P) = ¢(Q/P) si f(Q/P)=f(Q/P)

Asadar,

> 9(Q/P)e(Q/P) f(Q/P) <> g(Q/P)n(Q/P) =n
QIP QIP

Demonstratie. Luand in considerare propozitia 2.4.1 si propozitia 3.2.1,
avem

e(Q/P) = e(Q/P)e(P/P) = e(Q/P) = ¢(Q/Q) e(Q/P) = e(Q/P)

si, In mod similar, f(@/ﬁ) = f(Q/P). Ultima afirmatie rezulta ugor daca
tinem cont de propozitia 2.4.3 si de relatia

e(Q/P)f(Q/P) = e(Q/P)f(Q/P) < [Eq : Fp] = n(Q/P)
O

Propozitie 5.2.3. Fie P un divizor prim discret al lui F' si E/F o extindere
de corpuri de grad n. Atunci

(i) Orice extindere a lui P la E e discretd

(i) n=> g(Q/P)e(Q/P) f(Q/P)

QP

Mai mult, exista urmadtoarele relatii intre valudrile exponentiale normalizate:

99



(ili) vg(a) = e(Q/P)vp(a), pentru orice a € F

(iv) v NE/F Zg Q/P) f(Q/P)vg(«), pentru orice « € E
QP

Demonstratie. (i) Fie Q o extindere alui P la E'si P , respectiv Q, divizorii
primi ai lui Fp, respectiv Eg. Deoarece P e discret avem ca P e discret.
Cum (Eq, Q) e o extindere finitd a lui (Fp7 P) si Fp e complet in raport cu
P rezulta, conform teoremei 4.2.1, ca Q e discret. Asadar, Q) e discret.
(ii) Tinand cont de teorema 4.3.1, de propozitia 5.2.2 si de (5.8), avem

n="Y 9(Q/P)n(Q/P)

Q|P
=Y " 9(Q/P)e(Q/P) f(Q/P)
QP
=> 9(Q/P)e(Q/P) f(Q/P)
Q|P

(iii) vg(a) = v (a) = e(Q/P)vp(a) = e(Q/P) vp(a).
(iv) Identificand in (5.5) pe p;() cu « si tinand cont de corolarul 4.3.1,
avem

’UP(NE/F(OZ)) = 'Uﬁ(NE/F(a))

= vp H NEQ/FP(Q)Q(Q/P)

QlP
= ZQ(Q/P) ”ﬁ(NEQ/FP(a))
QIP
= 9(Q/P) f(Q/P)vs(a)
QIP
=> 9(Q/P) f(Q/P)vo()
QIP

O

Corolar 5.2.1. Daca P e un divizor prim discret ol lui F' si E e o extindere
finita si separabila a lui F atunci are loc identitatea fundamentald a
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teoriet valuarilor

[E:F] =) e(Q/P)f(Q/P) (5.13)

QP

Daca E/F e o extindere de corpuri de numere algebrice, atunci (5.13) nu
e altceva decét identitatea fundamentala clasica. Intr-adevar, {indnd cont
de propozitia 2.4.2, avem urmatorul

Corolar 5.2.2. Fie E/F o extindere de corpuri de numere algebrice, p un

ideal prim nenul al lui Op st pOp = PT* -+ - P, descompunerea in produs

de ideale prime nenule distincte a lui pOg. Daca f; = [Og/Bi : Or/p],
atunci:

r

() [B:F) =Y eif

i=1

(ii) wvp,(a) = e;jvp(a), pentru orice a € F
(i) vy NE/F Z fivg, (a), pentru orice a € E

Observam ca egalitatea de la punctul (iii) al precedentului corolar nu
este altceva decat afirmatia cd N/ p(aOp) = N/ p(a)Op. Pentru aceasta,

reamintim ca norma unui ideal fractionar nenul, J = H‘R perdn()al lui Op
este

Ng/p(J) = H (PN OF)fm ord(/)
B

unde fp = [Op/%B : Or/(P N OF)]. Asadar, din punctul (iii) al corolarului
5.2.2, deducem ca

Ng/r(2)OF

H pr (NE/F(O‘))
p
H H PN OF) fpop(a)

PoBlp
H (;B ) qgords;p(aOE)
B

= Ng/p(aOp)
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