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Introducere

Principalele doua rezultate cu ajutorul carora se obtine o soultie a problemei Levi pentru
varietiti complexe sunt: existenta solutiilor ecuatiei @ pentru domenii pseudoconvexe si o
teorema de aproximare uniforma pe multimile compacte olomorf convexe (in domenii pseu-
doconvexe) a functiilor analitice pe o vecinatate a compactului cu functii analitice pe intreg
spatiul.

Rezultatul pe care se bazeaza teorema de existenta a solutiilor ecuatiei 0 in domenii
pseudoconvexe este o teorema de analiza functionala (a lui Hérmander) care da o conditie
necesara si suficientd pentru exactitatea lui 0. Astfel, alegand convenabil spatiile Hilbert
(introducand in produsul scalar al lui L? o functie ce descregte repede spre frontiera domeni-
ului, pentru a evita problemele privind integrabilitatea ce pot aparea), putem demonstra ca
este indeplinita conditia din teorema, de unde deducem ci Ou = f are solutie pentru orice f
ce verificd Of = 0. Mai intai acest lucru se arata pentru forme cu coeficienti local integrabili
L?, apoi cu coeficienti in spatiile Sobolev W* si, in final, folosind lema Sobolev, se obtine
existenta solutiilor pentru forme cu coeficienti de clasa C'*°.

Pentru obtinerea teoremei de aproximare se demonstreaza mai intai o lema valabila in
domenii pseudoconvexe ce asigura aproximarea in L? a functiilor analitice pe o vecinatate a
unui compact dat de functia plurisubarmonica de exhaustiune ce asigura pseudoconvexitatea,
dupa care se foloseste un rezultat privind cresterea functiilor analitice pe un compact fixat,
in raport cu normele L? ale acestor functii.

Mai departe, aceste doua rezultate, care mai intai au fost demonstrate pentru C”, se
arata ca raman adevarate si in cazul varietatilor (cu o demonstratie similara, dar cu unele
modificari), dupa care se folosesc in demonstratia teoremei privind o solutie a problemei
Levi.

Odata cu solutia problemei Levi, mai obtinem i faptul ca una dintre conditiile din
definitia varietatii Stein (cea privind separarea punctelor varietatii cu ajutorul functiilor
analitice pe varietate) se poate demonstra pornind de la celelalte doua.
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Capitolul 1

Operatori dens definiti pe spatii
Hilbert

1.1 Definitii si proprietati

Aceasta sectiune este destinata studiului operatorilor dens definiti pe spatii Hilbert. Aceasta
este o unealta indispensabila pentru rezolvarea ecuatiei 0 in domenii pseudoconvexe.

Definitia 1.1.1. Fie E gi I spatii Hilbert si A : Do — F un operator liniar al carui domeniu
este subspatiul Dy al lui E. Vom nota cu Ny nucleul lui A, cu Ra range-ul lui A si cu G4
graficul lui A, adica

NA:{JJEDA|AJZ:0}

Ra={Az|x € Da}
Ga={(x,Ax) | x € Du}.

Operatorul A se numeste dens definit daca D, este dens in E. Operatorul S se numeste
inchis daca G 4 este inchis in E x F.

Definitia 1.1.2. Fie E si F' spatii Hilbert si A un operator dens definit de la E in F'. Notam
cu D+ subspatiul format din toti y € F pentru care exista y* € E pentru care

(Azly) = (x]y*), Yz € Dy

Deoarece Dy este dens in E, in cazul in care exista, vectorul y* este unic. Operatorul
A* : Dy — E definit prin A*(y) = y* se numeste adjunctul lui A. Prin urmare, putem
scrie:

(Azly) = (x| A™y), Yo € Dy, Yy € Dy-

Propozitia 1.1.3. Fie E i F' spatii Hilbert si A un operator dens definit de la E in F.
Atunci, operatorul adjunct A* este inchis.
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Demonstratie. Consideram (yy), un gir in D 4+ astfel incat (y,,) converge la yo In F si (A*y,)
converge la xo in E. Atunci, (Az|y,) = (x|A*y,) pentru orice x € D4 si n € N. Daca trecem
la limita cu n — oo, obtinem ca

(Azlyo) = (z|zo), Vo € Dj.
Prin urmare, yo € D% si A*yy = xo. m

Propozitia 1.1.4. Fie E gi F' spatii Hilbert st A un operator dens definit de la E in F'.
Atunci, Ny« = (R)* si (Na )t = Ra.

Demonstratie. Este suficient sa demonstram prima identitate. Cea de-a doua este o consecinta
imediata. Daca y € N4+, atunci

(Azly) = (z[A"y) = (2]0) =0, Vo € Dy

si prin urmare y € (R4)*. Reciproc, dacd y € (R4)*, atunci (Az|y) = 0 = (x|0) pentru
orice x € D4. In consecinta, y € Dy i A*y =0, adica y € Ng-. m

Teorema 1.1.5. Fie E si F spatii Hilbert si A un operator inchis, dens definit de la E in
F. Atunci, operatorul adjunct A* este inchis, dens definit de la F' in E si A*™ = A.

Demonstratie. Stim deja din propozitia 1.1.3 ca A* este inchis. Pentru a arata ca A* este
dens definit is ca A** = A, vom proceda in modul urmator:
Observam ca E' x F si F' x E sunt spatii Hilbert izometrice cu produsele scalare canonice:

(1, y1) (22, y2)) = (w1]y1) + (2(y2)

(1 21) (Y2, 22)) = (y1ly2) + (z1]22)

pentru z1,x, € E si y1,y2 € F. Consideram operatorii izometrici S : F x F — F x E i
T:F x FE— FE x F definiti prin:

S(l’,y) = (-y,l’)

si
T(y7 'T) = <_'T7 y)

Observam ca T o S = —idgxp §i SoT = —idpyxp. Deoarece ecuatia (Az,y) = (x,y*) este
echivalenta cu ecuatia ((—Az, z)|(y,y*)) = 0, observam ca:

Ga- = (SGA)*.
Cum G4 este Inchis si S este izometrie, deducem ca

(Ga )t = SG 4 = SGy. (1.1)
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Deoarece si T este izometrie, rezula ca:

(TG )t = TSG4 = Ga. (1.2)

Fie yo € (D-)*. Atunci, (0,yo) este ortogonal pe (—A*y,y) pentru orice y € D 4«. Prin
urmare, (0,y0) € (TGa)* = G4, din (1.2), si atunci yo = A(0) = 0.

Am demonstrat astfel ca D4« este densa in F' si In consecinta A** exista.

Aplicand (1.1) cu A* in loc de A si T in loc de S, obtinem, cu ajutorul relatiei (1.2), ca

Gawe = (TG4 )t = Gy
Prin urmare, A** = A si demonstratia este completa. [
Din Propozitial.1.4 si Teorema 1.1.5, obtinem:

Corolar 1.1.6. Fie E gi I' spatii Hilbert gi fie A un operator inchis, dens definit de la E in
F. Atunci, Ny = (Rg<)* si (Na)* = Ry-.

Teorema 1.1.7. Fie T un operator liniar, inchis, dens definit de la un spativ Hilbert H,
intr-un spativ Hilbert Hy st F' un subspatiu inchis al lui Hy ce contine range-ul Ry al lui T.
Atunci, F = Ry daca st numai daca exista o constanta C' pentru care:

[l < CINT* fllm, » Vf € FN Dy (1.3)

Demonstratie. Maiintai presupunem ca 1.3 este adevarata si consideram un g € F'. Deoarece
T =T, ecuatia T'u = g este echivalenta cu identitatea:

(u|T*f)H1 = (g|f)H2 ) f € Dr- (14)

Daca demonstram ca

(91N m| < Cligllw | T fllay , ¥V € Dre (1.5)

atunci, considerand aplicatia antiliniara 7 f — (g|f) g, de la Ry C Hy in C si prelungind-o
la o functionala antiliniara (folosind o consecinta a teoremei Hahn-Banach) pe intreg spatiul
Hy, cu pastrarea normei, obtinem (cu Teorema lui Riesz de reprezentare a functionalelor
liniare si continue) ca exista u € H; astfel incat 1.4 este verificata si

[ullay, < Cliglla, (1.6)

Pentru a demonstra 1.5, mai intai remarcim cd daca f € F*, atunci avem (g|f)g, = 0 si
T*f = 0, din moment ce Ry C F implica (folosind si Propozitia 1.4) F*+ C (Ry)t = Np-.
In plus, daca luam un f € Dyp-, atunci f = f1 + fo, unde f; € F si f, € F+. Deducem ca
fi=f— fa € Dy si, cum F*+ C (Rp)* = Np«, avem: T*(f) = T*(f1).

Prin urmare, este suficient sa demonstram 1.5 pentru f € F'N Dy« si in acest caz rezulta
imediat din 1.3.
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Reciproc, presupunem ca Ry = F si trebuie sa demonstram ca multimea:
B=AflfeFnDr, |T"fllm <1}

este marginita. Pentru aceasta, folosind din nou teorema lui Riesz de reprezentare a func-
tionalelor liniare si continue si teorema marginirii uniforme, va fi suficient sa demonstram
ca B este slab marginita, adica pentru g € F fixat, {|(f|g)m| | f € B} este marginita. Din
ipoteza, rezulta ca putem gasi u € Dr astfel incat Tu = g, ceea ce implica

(A1) | = [(T*flw)m, | < lullm, , V€ B

Cu aceasta, teorema este demonstrata. O

Teorema 1.1.8. Fie T' un operator liniar, inchis, dens definit de la un spativ Hilbert H,
intr-un altul Hy si fie ' un subspatiu inchis al lui Hy ce contine range-ul Ry al lui T.
Presupunem ca 1.3 este adevarata.
Atunci, pentru orice v € Hp care este ortogonal pe Ny, exista f € Dp« astfel incat
T"f=v s
1l < Cllollm, (1.7)

Demonstratie. Din Propozifia 1.1.3, avem: Np = (Rp+)*, deci ipoteza inseamna ci v este in
Rp-. In plus, F+ C Ny« si luand un o € Dyp- arbitrar, avem:

r=x1+2o, ¥1 €F, x5 Ft

si x,xy € Dp« gi cum Dy« este subspatiu, deducem ca si x1 € Dy« §i Tx = Tx;.

Am aratat astfel ca restrictia lui 7 la F'N Dy« are acelasi range ca si T*. Dar 1.3 arata ca
aceasta restrictie are range-ul nchis: cosiderand un sir (f,,)nen C Dp+ astfel incat T f,, — ¢
in Hy, avem:

deci (fn)n este sir Cauchy si prin urmare convergent la un f € H,. Avand in vedere ca T este
inchis, rezulta ca g = T™ f si din egalitatea range-urilor rezulta ca putem lua f € F' N Drp-.
Asadar, restrictia lui 7% la F'N Dy are range-ul inchis.
Prin urmare, putem gasi f € F'N Dy« astfel incat T*f = v i 1.7 rezulta din 1.3. [
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Ecuatia 0 in domenii pseudoconvexe
din C"

2.1 Preliminarii

Fie  un deschis din C". Daci ¢ este o functie continua in Q, vom nota cu L?*(£2, )
spatiul functiilor care au patratul integrabil in raport cu masura e~ %du, unde du este masura
Lebesgue. Acesta este un subspatiu al spatiului L?(£2,loc) al functiilor din  care sunt de
patrat local integrabil in raport cu masura Lebesgue si, de asemenea, orice functie din
L?(Q, loc) se gaseste in L(£2, ) pentru un anumit .

Prin L? )(Q, ) notam spatiul formelor de tipul (p, q) cu coeficienti in L*(Q, ¢),

(g
= Z/Z/fLszI Adz,

H=p |J|=¢

RN v v . v .. . . . ) . .
unde ) " inseamna ca suma se face numai dupa multi-indici strict crescatori. Vom mai face

urmatoarele notatii:
/
2= 1l
1,J

172 = / FPedu.

)(Q, ) este spatiu Hilbert cu produsul scalar

(f.9) = / Z’fI,Jme*%@du
1,J

2

Este clar ca L(p’q

care induce aceasta norma.
In mod similar se definesc si L?p (&, loc) si Dpq)(€2), unde D(Q2) este o notatie pentru
C5°(£2), pe care o vom folosi pentru a simplifica notatiile. Spatiul D, (€2) este dens in

L%p (82, ¢) pentru orice ¢.
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Daca ¢; si o sunt doud functii continue pe Q, atunci 0 defineste un operator liniar,
inchis, dens definit

T: L%Pﬂ) (Q’ Qpl) - L%p,qul) (Qv @2)7

un element u € L%p q)(Q,gol) este in Dy daci Ou, definit in sensul distributiilor, apartine

lui L%p,q 1
(pentru ca Dy, 4 (2) C Dy este o multime densa in L%M)(Q, ©1)) si este si operator inchis:

considerand (f,,,Tf,) — (f,g) In Hy x Hy, avem:
(T"h, f)m, = nhjgo(T*ha fa)m = nlgrolo(hann)H2 = (h,9)n,, Vh € Dr-

)(Q, ©2) si in aceastd situatie punem Tw = Qu. T este un operator dens definit

Avand in vedere ca domeniul operatorului adjunct 7* este dens (deoarece contine Dy, 4+ 1)(€2),

care este dens in L%p’qﬂ)(ﬂ, ©1)), obtinem c& f € Dywe i T**f = g. In plus, din modul in
care am definit D, deducem ca Dr« = Dy si deci T este operator inchis.

Pentru densitati bine alese, vrem sa demonstram ca Rp este format din toate formele
fe L%n . H)(Q, ) pentru care df = 0 (care, bineinteles, este o conditie necesars pentru a
avea f € Rp). Dupa cum am vazut in Capitolul 1, Teorema 1.1.7 reduce aceasta problema
la studiul unei estimari.

Pentru modul in care vom aplica Teorema 1.1.7, spatiile H; si Hs vor fi luate astfel:
Hy = L%pg)(Q? ©1)

si
H2 = L2 (97902)7

(p,g+1)

operatorul T dintre aceste spatii va fi, asa cum l-am definit anterior, 0 si ' multimea formelor

fe L%p7q+1)(9a o) pentru care df = 0 (in sensul distributiilor).

Fie ¢3 o alta functie continua pe 2 gi S operatorul de la L%p7q+1)((2, ©2) la L?p,quQ)(Q, ©3)
definit de 9. Atunci, F = Ng si pentru a demonstra 1.3 va fi suficient si aritam ca
115, < C*UIT* fllgs + 1S flles), Vf € Dr- N Ds (2.1)

deoarece ultimul termen se anuleaza pentru f € Ng.
Urmatoarea lema ne asigura ca daca densitatile sunt convenabil alese, atunci este suficient
sa demonstram (2.1) pentru f € Dy, 441)(€2).

Lema 2.1.1. Fien,, v =1,2,... un sir de functii din C§°(2) astfel incat 0 < n, <1 gi
1, = 1 pe orice submultime compacta fizata a lui 2, atunci cand v este suficient de mare.
Presupunem cd @o € CY(Q) i ca:

e ¥itt E

k=1

on, 2

<e ¥ j=12v=12... 2.2
az—k 6 7] J)V )y = ( )

Atunci, D, q41)(Q2) este dens in Dp- N Dg pentru norma grafic

Fo 1l + 1T fllr + 15 f [l
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Demonstratie. Observam mai inaai ca (2.2) inseamna doar un numar finit de inegalitati pe
care trebuie sa le indeplineasca ¢; — ¢;41 pe orice compact din €2, deci putem intotdeauna
sa gasim functii ¢, @9, 3 ce verifica (2.2).

Deoarece

S(qu) _nVSfZEnV/\fa J € Ds
rezulta din (2.2) ca

1S f) —n,SfI7e % < |f?e 2.

Aplicand teorema de convergenta dominata, obtinem:
vf € Ds, [S(nf) = m STl =0 (2.3)
Daca f € Dr- i n € C5°(Q2), atunci
(nf, Tw)g, = (f, M), = (f, T(u) + (f;1Tu = T(u)), =

= (nT™ f, u)cm + (f, T — T(ﬁu))w, u € Dy

Din moment ce nicio derivata a lui v nu apare in ultimul termen, inseamna ca u — (nf, Tw),,

este o functie continua in ||ul|,,, deci (cu teorema Riesz de reprezentare) exista un element
2

v € L{, (2, ¢1) pentru care

(U7u)<P1 = (nf7 Tu)<p27 u < DT

Aceasta inseamna ca nf € Dp« si T*(nf) = v. Daca n = n,, atunci, estimand 77u — T'(Tju)
ca in demonstratia pentru (2.3), obtinem

(@) = 0T fea] < [ 1712 ule g
ceea ce implica inegalitatea:
(T*(n f) = T fPe™ < | fPe™#2.
Asa ca mai sus, folosind teorema de convergenta dominata, deducem ca

Vf € Dy, |T*(nu f) = 0T fllpy ——2 0 (2.4)

In consecinta, 7, f — f in norma grafic daca f € Dp« N Dg

Pentru a completa demonstratia, nu mai trebuie decat sa aratam ca putem aproxima
elementele f € Dp- N Dg cu suport compact in © cu elemente din Dy, 441)(€2). Pentru
aceasta, avem nevoie de urmatoarea lema elementara:

Lema 2.1.2. Considerdm o functie x in C*(Q) cu [ xdp =1 si punem

Xe =€ Vx(x/e), z € RY.
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Dacd g € LARY), rezultd cd

g*m@%=/mw&@—yww:/ﬂx—wn@ﬂy

este o functie din C*° pentru care ||g * x|z — 0 cand € — 0. Suportul functiei g x x. nu
are puncte la distanta > € de supp(g) daca suportul functiei x se afla in bila unitate.

Presupunand pentru moment lema adevarata si completam demonstratia lemei (2.1.1).
Daca f € Dy« N Dg are suportul compact, atunci definim f * y. alegand x ca in Lema 2.1.2
(cu N=2n) gi lasand convolutia sa actioneze pe fiecare dintre coeficientii lui f. Suportul lui
f * x este agadar continut intr-o submultime compacta din € cand € — 0 i lema ne asigura
1 = £ Xellgs = 0.

Deoarece S(f*x.) = (Sf)*Xe, avem de asemenea ca ||Sf—S(f*xe)||p, — 0. Operatorul
T nu are coeficienti constanti, dar putem scrie

27T =9 + a,

unde ) este un operator diferential cu coeficienti constanti si a este de gradul 0 (conform
formulei 2.5 de mai jos). Deoarece

(W +a)(f *xe) = (0 +a)f) * xe +alf *xe) — (af) * xe

si membrul drept este convergent in L? cu limita (9 + a)f + af — af, conform lemei 2.1.2,
rezulta ca

IT*(f * xe) =T fllos = 0,
ceea ce completeaza demonstratia lemes 2.1.1.
O

Demonstratia lemei 2.1.2. In prima integrala ce defineste g * x. putem deriva sub integrala
de oricate ori, deci g x x. € C*°. Din a doua expresie a lui g * ., folosind inegalitatea
Minkowski!, deducem ca:

M*MWSCMM%CZ/MW-

Este evident ci g x x. — g — 0 uniform pentru g € C§°(RY), care este un subspatiu dens in
L?, iar ultima afirmatie din enunt este de asemenea clara.
Prin urmare, avem:

llg * xe — gllr2— 0

pentru orice ¢ intr-un subspatiu dens din L? si din convergenta uniforma demonstrata rezulta
ca aceasta este adevarata pentru orice g € L2, Acum, demonstratia este completa. O

Daca (S1, 1) si (S, u2) sunt doud spatii cu masura si F: S; x Sz — R este masurabild, atunci

Floplin@) duw)] < P Pda(s)) i (x)
Sa S1 S1 Sa



PRELIMINARII 15

Vom incheia aceasta sectiune calculand explicit T, care va da si o alta demonstratie
pentru 2.4. Pentru aceasta, alegem:

w="3""3""us dz" A dZE € D)),

[|=p |K|=q
/ /
f = Z Z f]”]dZ[ A\ dZJ S L%p,q-f—l) (Q, QDQ)
[|=p [J|=g+1

Cum f s este definit pentru toti J ca o functie antisimetrica in indicii din J si

ou = Z/ Z/iaulyfg/@zjdzj Adzt A dzE

|=p [K|=g j=1

obtinem, pentru f € Dp«,

/ S0 ) racizeFdp = (T f.u)p = (£, Tu)y, =
LK

= (_1)p/2,2 fI,jKﬁuLK/(?ZjdzI N dEK

LK j=1
ceea ce Inseamna ca

n

Tf = (—1p 30 S en10(e % fr) [0z5d=t A dZF. (2.5)

1K j=1

Acum, stiind cum actioneaza operatorul T, putem demonstra ca operatorul 1" este inchis.
Fie (uy, Tu,) — (u,v). Vrem sa demonstram ca u € Dy« i w = Tu. Avem:

(Tum f)cpz = (um T*f)<p17 Vf e D"

In plus, (TUn, [y = (W, g, s (un, T*f)p, = (0, T*f),,. De aici, rezulta ca u € Dypss
si T"*u = w. Este usor de observat ca Dy C Dy« Pentru a avea T' = T™*, mai avem de
demonstrat numai ca Dy« C Dp.

Daca vom considera

/ !/
F=Y"Y frsd" Adz’ € Dpginy(Q),

[1|=p |J]=g¢+1
/ /
u = Z Z fI,KdzI ANdzZE e L%pvq)(Q,gol)
[I|=p |K|=q

astfel incat u € Dp«, atunci au loc egalitatile:

/fI,J(T**U)LJe_LdeM = (U, T*f)sm = (T**uv f)<,02 =
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" / " / _
= U [ S ot g 0zt = (<17 [ 3 frcdunsc e
ILK j LK j

pentru orice f € D, ,+1(92), unde ultima egalitate este scrisa in sensul distributiilor. Daca
rescriem sumele in alta forma, egalitatea scrisa ne asigura ca:

/ J au”(
*k — (_ p§ § )
Ty =(=1) TR Sgn(jK) 0%

J

(unde J este multiindicele 7K, ordonat crescator) de unde deducem ca membrul drept al
egalitatii este distributie regulata, care este exact conditia ca un element u € L?p’ q)(Q, ©1) sa

fie in Dp. Am obtinut astfel u € Dy si w = T"*u = Tu. In concluzie, T este operator inchis.

2.2 Existenta solutiilor ecuatiei 0 in domenii pseudo-
convexe

Alegem o functie ¢ € C*°(Q) astfel incat

> om0z < e, v=1.2,... (2.6)
k=1

Daca punem
1= —21h, 03 = — P, 03 = ¢, (2.7)

atunci conditia 2.2 este Indeplinita pentru orice alegere a lui . Vom studia acum ||T™ f||,,
i ||Sfllgs pentru f € Dy, q41)(2), pastrand 1) fixat pentru toate estimarile, dar facand toate
estimarile uniform in ¢ astfel incat sa putem alege ¢ convenabil la sfargitul discutiei. Putem
presupune ci ¢ € C?().

Mai intai observam ca, deoarece

of = Z/ > /iafI,J/adzkdzj Adz' A dZ,

[I|=p |J|=g+1 j=1

obtinem

n
— / e iJ
O = > 0f1.4/0%0f1.L/0z¢]
IJL jl=1
unde e{,:f = 0 in afara de cazul cand j ¢ J, | ¢ L, si {j} UJ = {l} UL, caz in care e{}j
este semnul permutarii (%) Vom rearanja termenii in aceasta suma. Mai intai consideram
termenii cu j = [. Atunci, trebuie sa avem J = L gi j & J pentru e{}f # 0, deci suma acestor

termeni este .
> D 10fr/05l

LJ j¢J
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In continuare, considerdm termenii cu j # [. Daci ef}j # 0, atunci trebuie sa avem [ € J si
7 € L, iar stergerea lui [ din J sau a lui J din L duce la obtinerea aceluiasi multiindice K.

Deoarece

j]_ jJ  JIK ljK J JK
Gr = kxS = —AGK€L >

si suma acestor termeni este

S 01k 05,0 i [

LK j#l

Prin urmare, obtinem

0f|* = ZZ\(’)]‘”/G,Z]]Q ZZaqu/az]af,kK/az, (2.8)

IK jk

(Cand p = 0 si ¢ = 1, aceasta rezulta din faptul ca
OfF =) 10f;/02, — 0fi/ 0z /2.)
In continuare, vom considera T f. Cu notatia
djw = e?0(we™?)/0z; = Ow/0z; — wOp/0z;, (2.9)
obtinem din 2.5
T = (—1p Y Za Froxds' AdZS 4 (~1p S Zf”;(@@/)/ﬁz]dz A dz"
LK j=1 I,K j=1
Rezulta ca
[ St traiiame v < 12, +2 [ l00e v
ILK j=1
Combinand aceasta estimare cu 2.8, obtinem

/Z Z 5 ijK5kfI kK — 8f1]K/3ZkafI kK/aZJ)e Ydp + (2-10)

LK j=1

/ S (0f00/0%, Pt du < 2T IR, + [SFIE, +2 / FPI9YPePdu

IJ j=1

Acum, operatorii 0/0Zz si —J;, sunt autoadjuncti in sensul ca

/wlawg/ﬁzke_“"d,u = —/5kw1w26_¢d,u, wy, we € C3°(Q);
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si avem relatiile de comutare
6;0/0% — 0/02,6; = 0%/ 02,02;. (2.11)
Comutand diferentierea la stanga in prima suma in 2.10, conduce la
Z / Z frix Frexdp)0z0ze 2dp+ ) Z/ |0f/0z;Pe%dp < (2.12)
7,k=1 1,J j=1
<2772, + IS512, + 2 [ 17P100Pe"du, f € Dipoen(@)
Acum, presupunem ca functia ¢ este strict plurisubarmonica,
Z %0/ 0z;0Zw;wy, > CZ lw;|?, Yw € C", (2.13)
7,k=1
unde c este este o functie pozitiva pe 2. Atunci, rezulta din 2.12 ca
/(C = 2[0¢P)|fPem?du < 2T fI15, + IS fI1%,: f € Dipgrny()- (2.14)
Reamintindu-ne acum lema 2.1.1, am reusit sa demonstram
Lema 2.2.1. Cu o1, 2, @3 definite prin 2.7, unde o, € C*(Q), avem:
1A%, < ITFIZ, + IS fIIS,, f € Dreyn Ds (2.15)
stiund ca
Z %0/ 02;0Z,w,Z, > 2(|0Y|* + ¥ Z lw;|?, Yw € C. (2.16)

7,k=1

Putem acum sa demonstram urmatoarea teorema de existenta:

Teorema 2.2.2. Fie Q un domeniu deschis pseudoconvex din C". Atunci, ecuatia Ou = f

are (in sensul teoriei distributiilor) o solutie u € L2 .0 (2, loc) pentru orice f € L
pentru care Of = 0.

Demonstratie. Putem alege o functie strict plurisubarmonica p € C*(Q2) astfel incat

K.={2€Q|piz) <c}ccQ, VeeR,
Fie
Z 0?p/ 020z w; ), > mz Jw; |,

7,k=1

(82, loc)
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unde 0 < m € C°(€). Daci y este o functie C™ convexi, crescitoare si ¢ = x(p), obtinem:

Z & p/0z;0zwjy, > X/(P)mz Jw; [,
1

k=1
Rezulta ca ¢ satisface 2.16 daca

X (p)ym > 2(|0y* + €¥),
adica daca

X' (t) > sup 2(|00]* + ¢¥) /m. (2.17)

Membrul drept al lui 2.17 este o functie finita crescatoare in ¢, care este definita pentru
t > minp. Prin urmare, exista o functie crescatoare de clasa C*, x’, ce satisface 2.17. Este
clar ca putem alege x astfel incat, in plus, o functie data f € L? (Q,loc) sa se gaseasca

(p,q+1)
in L%p q+1)(Q, @ — ). Dar atunci, rezulta din teorema 1.1.7 ca ecuatia Ju = f are o solutie
u € L?p o1y (2,0 — 24p). Astfel, am incheiat demonstratia teoremei O

Vom examina acum proprietatile de regularitate ale solutiei u a ecuatiei Ju = f pe care
am obtinut-o. Pentru aceasta, este importatn sa observam ca solutia ecuatiei Tu = f data
de teorema 1.1.7 poate fi aleasa ortogonal pe nucleul lui 7', adica in inchiderea range-ului lui
T*. Aceasta informatie suplimentara este esentiala in demonstrarea regularitatii solutiei u.

Fie W? unde s este un numar natural, spatiul functiilor pe C" care au derivatele de ordin
< sin L% Prin W?*(Q,loc) notam multimea functiilor pe € care satisfac aceeasi conditie
pe compactii din 2. Spatiul formelor de tip (p,q) cu coeficienti in acest spatiu va fi notat
W(;q)(Q, loc). Daca f este de tip (p,q+ 1), (p,q > 0), punem

0f =33 01 /0zd=" A dZE.

LK j=1
Aceasta este, In mare, partea principala a operatorului diferential din 2.5.

Lema 2.2.3. Dacd f € L? (C™) are suport compact, Of € L? (C™) sivf € L?M) (C™),

_ ) (pa+1) (p,q+2)
atunci f € W, 1) (C").

Demonstrafie. Mai intai, observam ca daca f € D, q41), atunci din 2.12 cu ¢ = ¢ = 0,
obtinem:

/ _
S [ 100 1dn < 210513 + 10513 (218)
1,J j=1
Daca f ar satisface ipoteza din lema, putem construi o regularizare f * y. a lui f ca in lema
2.1.2. Daca aplicam 2.18 pentru f * x. — f * xs, observand ca 9(f * x.) = (Vf) * xe = Jf in
L%p} q)((C") si rezultatul corespunzator pentru (f  x.), deducem ci . x f; ;/Z; converge in
L? pentru toti I, J,j cand € — 0. Rezulta ca df; ;/z; € L*. Demonstratia se reduce asadar

la urmatoarea lema: O
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Lema 2.2.4. Dacd w € L*(C") are suport compact si Ow/0z; € L* pentru j = 1,...,n,
atunci w € W1,

Demonstratie. Nu avem de demonstrat decat ca dw/0z; € L?. Dacd w € C§°, dupa doud
integrari prin parti, obtinem:

/|8w/ﬁzj|2du: /8w/8zj8w/8zjd,u: —/82w/8zj82jwd,u:/|3w/8z]~]2du.
Folosind acest rezultat in acelasi mod in care am folosit 2.18 in demonstratia lemei prece-
dente, obtinem c& dw/dz; € L. O

Putem da acum o imbunatatire a teoremei 2.2.2

Teorema 2.2.5. Fie () un deschis pseudoconvez in C" i fie 0 < s < oo. Atunci, ecuatia
Ou = f are o solutie u €7W(Spfq1)(§2, loc) pentru orice f € I/V(Sp’ﬁl)(Q7 loc) pentru care Of = 0.
Orice solutie a ecuatiei Ou = f are aceasta proprietate daca q = 0.

Demonstratie. (a) Mai intai demonstram pentru g = 0. Stim din teorema 2.2.2 ca ecuatia
Ou = f are o solutie u = Y~ urdz" € LY, (2, loc). Ecuatia Ju = f ne aratd ci:

Our/0z; = fr; € W*(Q, loc)

pentru toti I si j. Presupunem ca u € W7(),loc) pentru un o finit, fixat, cu 0 < o < s;
stim ca aceasta este adevarata daca o = 0. Daca xy € C3°(€2), atunci vom avea:

A(xur)/0z; = xfrj+ Ox/0Zur € W°.

Daca v este o derivata de ordin o a lui xuy, rezultd ca dv/9z; € L* pentru orice j. Cu lema
2.2.4, rezultd ca v € W1, adica toate derivatele lui yu; de ordin o + 1 sunt in L2 Acesta
inseamna cd uy € Wot(Q, loc). Repetand argumentul, conchidem c& u; € W4+ (Q, loc).

(b) In continuare, vom considera cazul ¢ > 0. Aga cum am remarcat la sfargitul demonstratiei
teoremei 2.2.2, solutia ecuatiei Ou = f asigurati de acea teoremai se poate alege in inchiderea
range-ului lui 7*. Avand in vedere 2.5 si faptul ca 9? = 0, avem:

I(e ¥u) =0, ou = f.
Acestea pot fi scrise gi sub forma
ou = f, Yu = au,

unde a este operator diferential de ordin 0 cu coeficienti de clasa C'*° ce actioneaza pe u.
Vom justifica in continuare aceasta egalitate. Consideram mai intai cazul u € Rp-, adica
exista un f astfel incat u = T% f = e¥1 =29 f + e?17%2a f, de unde deducem ca

e lu=e 0f 4+ e af.
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Atunci,

V(e Ptu) = (e P f + e Paf) =0(e#0f) + (e ?af) =
=9 2 f) — e Paf) + V(e Paf) = V(e 2 f)) — I (e Paf) + V(e Paf) =0
Asadar,

UI,L _ _ _
0=1d(e *u E g N I AN dEE = e — e Flau
J

de unde rezulta ca Yu = au.
Acum, vom demonstra egalitatea pentru cazul mai general v € Rp«. Fie u, =T*f, — u.
Avem egalitatea:
e Prte2E — 9 +a

Stiind ca T™ este operator inchis si a este operator continuu, rezulta ca ¢ este operator inchis.
Dupa cum am vazut mai sus, Yu, = au, pentru orice n si au,, — au. Deci avem:

(U, Juy) — (u, au)

Folosind acum faptul ca ¢ este inchis, deducem ca Yu = au. Astfel, am incheiat justificarea
egalitatii.

Presupunem ca deja am demonstrat ca u € W(‘; q)(Q,loc) pentru un o finit, fixat, cu
0 <o <s. Daca x € C5°(£2), obtinem:

Axu) € WG 411y, 9xu) e WG, ).

Daca D este un operator diferential de ordin o, atunci forma D(xu) satisface ipotezele lemei
2.2.3, care aratd ca D(yu) € W', In consecinti, yu € W(‘;f%, adica u € WE’Z%(Q loc). Acum,
demonstratia este incheiata. O
Corolar 2.2.6. Dacd Q) este pseudoconvez, atunci ecuatia Ou = f are o solutie u € C'(O;’q)(Q)

pentru orice f € C° Q) pentru care df = 0.

(p,g+1) (

Demonstratie. Cu binecunoscuta lema Sobolev, avem:
W (Q, loc) C G, (), (2.19)
deci corolarul rezulta direct din teorema 2.2.5. O

Putem demonstra acum o reciproca unei teoreme cunoscute ce afirma ca orice domeniu
de olomorfie din C" este domeniu pseudoconvex.

Teorema 2.2.7. O multime deschisa din C™ este domeniu de olomorfie daca (si, cu teorema
amintita, numai daca) este pseudoconver.

Demonstratie. Aceasta teorema este o consecinta imediata a corolarului 2.2.6 gi a urmatoarei
teoreme [
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Teorema 2.2.8. Fie Q o mulfime deschisa in C" astfel incat ecuatia Ou = f are o solutie
u € Cf‘dq)<ﬂ) pentru orice f € C 1) (Q) pentru care Of =0, (¢=0,...,n—2).

Atunci, Q) este domeniu de olomorfie.

Demonstratie. Teorema este adevarata cand n = 1, deoarece stim ca orice multime deschisa
din C" este domeniu de olomorfie. Vom face demonstratia teoremei prin inductie dupa
dimensiunea n, aga ca vom presupune ca deja a fost demonstrata pentru dimensiunea n — 1.

Este suficient sa aratam ca pentru orice multime deschisa si convexa D C ), astfel incat
un punct de frontiera z° al lui D este pe frontiera 9 a lui ), existd o functie analitica pe
Q) care nu poate fi prelungita analitic pe o vecindtate a lui z°. Putem presupune ci am ales
coordonatele astfel incat z° = 0 si planul z, = 0 are intersectie nevidd cu D, notatd Dy.
Apoi, convexitatea lui D arata ca 0 se afla pe frontiera lui

w={z€Q]|z,=0}

(Putem privi w ca o multime deschisa in C""!.) Fie j injectia naturald a lui w in Q §i 7
proiectia lui C® pe C*~!, obtinuta prin stergerea ultimei coordonate. Partea principald a
demonstratiei este acum sa aratdm cd pentru orice f € CF (w), (¢ >0) cudf =0, putem
gasi F e Cg (Q) astfel incat OF = 0 si f = j*F (unde am facut notatia j*F pentru functia
Z F(j(z))) Pentru a construi F', observam ca multimile w i M = {z € Q | 7z € w} sunt
disjuncte si relativ inchise in €, deci exista p € C(Q) astfel incat ¢ = 1 pe o vecinatate
a lui w si ¢ = 0 pe o vecinatate a lui M. Forma @7*f, definita ca fiind 0 unde ¢ = 0, este
atunci in C () si j*p7" f = f. Considerdm acum

F=oprf—zwv
cuv € CF () ales astfel incat OF = 0. Aceasta inseamna ci
ov=z"'0pANT*f

si, cum membrul drept este in CF, L 1y(€2) si este O-inchis, existenta lui v rezulta din enuntul
teoremei. Avem j*F = j*n* f = f, deci F' are proprietatile cerute.

Putem acum sa demonstram ca ipotezele teoremei sunt indeplinite daca €2 este inlocuita
de w. De fapt, pentru f € C’OqJrl (w) dat, cu Of = 0, am demonstrat ca existd o forma

F € C'Og’qH( ) cu OF = 0 si j*F = f. Din ipoteza, ecuatia U = F are o solutie

UeCq )(Q) Punand u = j*U, obtinem
Ou=j0U = j*F = f.

Din ipoteza de inductie rezulta ca w este domeniu de olomorfie, deci exista o functie f
care este analitici pe w, dar nu poate fi prelungitd pe nicio vecinatate a lui Dy. Daci
alegem F' analitica pe (2 astfel incat j*F = f, adica F' = f pe w, rezulta ca F' nu poate fi
prelungita analitic pe o vecinitate a lui D. Prin urmare, 2 este domeniu de olomorfie; astfel,
demonstratia este incheiata. O]
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2.3 Teoreme de aproximare in domenii pseudoconvexe

Vom arata acum ca estimarile in L? demonstrate in sectiunea 4.2 conduc la teoreme de
aproximare. Pasul esential este urmatorul:

Lema 2.3.1. Fie p o functie strict plurisubarmonica de clasa C* pe Q) astfel incat
K. ={z€Q|pz) <c}cCQ, VeeR.

Atunci, orice functie care este analitica pe o vecinatate a lui K poate fi aproximata in norma
lui L? cu functii din A(S2).

Demonstratie. Cu teorema Hahn-Banach, rezulta ca este suficient sa demonstram ca daca
v € L*(Ky) si daca

/ uvdp =0 (2.20)
Ko

pentru orice u € A(Q2), atunci 2.20 este adevarata pentru orice u care este analitica numai
pe o vecinatate a lui Ky. Extindem v punand v = 0 in afara lui K,. Atunci, 2.20 implica
faptul ca ve®' este ortogonal pe nucleul Ny al lui 7', despre care am discutat in sectiunea
din urma (cu p = ¢ = 0), deoarece Ny este subspatiu al lui A(Q2). (Toate elementele din Ny
sunt functii de clasa C*°, cu teorema 2.2.5.) Cand estimarea 2.15 este valabila, rezulta din
teorema 1.1.8 ca exista f = Y| f;dz; € Dp- astfel incat

[flle. < Nl olle,

si T* f = ve¥t. Cu 2.5, ecuatia aceasta implica faptul ca
veflt = —e#! Z d(e™?2f;)/0z;
j=1

in sensul teoriei distributiilor. Scriind g = fe™%?, avem mai departe v = —>_7 9g,/0z; si

g;|2e2dp < v|?e? du, 2.21
j
Q7 Q

inca cu presupunerea ca 2.15 este valida.

In demonstratia teoremei 2.2.2 am gasit ca 2.15 este valabila daca (1, 9, @3 sunt definite
prin 2.7 cu ¢ = x(p), unde x este convexa si satisface 2.17. Alegem un sir x, de functii
convexe ce satisfac 2.17, astfel incat x,(t) este independent de v daca t < 0, dar x, /oo
cand v — oo dacd t > 0. Putem pentru orice v sd alegem g7, j =1,...,n, astfel incat

v=—Y 0g//0z, (2.22)
1
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si

/Z g% [Pexp(xu(p) — ¢)dp < C (2.23)

pentru o anumita constanta C' care nu depinde de v, deoarece iIn membrul drept al lui 2.21,
integrarea se face numai pe Ky, iar x,(p) este independent de v acolo. Acum, y; < x,,
deci putem alege un subsgir g” ce converge slab in spatiul Hilbert L%o,l)(QﬂvD —xi1(p)) la o
limita ¢g. Din 2.23, obtinem g = 0 unde p > 0 si 2.22 conduce la v = — Y] dg;/0z; in sensul

distributiilor, adica
/u@du: /Zau/azjgjdu (2.24)
1

pentru orice u € C§°(2). Cum v si g se anuleaza in afara lui Ky, iar u este analitica pe o
vecinatate a lui Ky, rezulta ca 2.20 este indeplinita. Demonstratia este acum completa. [J

Urmatoarea reformulare a lemei 2.3.1 este mai folositoare:

Teorema 2.3.2. Fie ) un deschis pseudoconvex in C" si K o submultime compacta a lui
Q, astfel incat Ko=K.

Atunci, orice functie care este analitica pe o vecinatate a lui K poate fi aprorimatd
uniform pe K cu functii din A(S2).

Demonstratie. Fie u analitica pe o vecinatate w a lui K. Atunci, putem alege o functie
strict plurisubarmonica p € C*°()) astfel incat p satisface ipotezele lemei 2.3.1 gi K este
in interiorul lui Ky, care la randul sau se afla in interiorul lui w. Din lema 2.3.1 rezulta ca
existd un sir u; € A(Q) astfel incat u; —u — 0 In L*(Ky). Folosind teorema care ne asigura
ca date fiind 2 o multime deschisa in C", K C € o multime compacta si o un multiindice,
exista o constanta C, g pentru care

sup 0%l < Cok||ullzyw), Vu € A(S),

deducem ca acest lucru implica u; — v — 0 uniform pe K. Cu aceasta, demonstratia este
completa. O



Capitolul 3

Varietati Stein

3.1 Definitii

Definitia 3.1.1. Un spatiu topologic Hausdorff ) se numeste varietate de dimensiune n
daca orice punct din 0 are o vecinatate care este homeomorfa cu o multime deschisa din R™.

Conceptul de varietate complex analitica se definegte prin alegerea unei familii de home-
omorfisme care are niste proprietati suplimentare:

Definitia 3.1.2. O wvarietate 2 (de dimensiune 2n) se numeste varietate complex analitica
de dimensiune n daca exista o familie F de homeomorfisme r, numite sistem de coordonate
complex analitice de pe multimile Q. C €2 pe multimile deschise €., C C™ astfel incat:

1. Daca k si k' € F, atunci aplicatia
KET D R(Qe N Q) = K (e N Q)

intre mulfimile deschise din C™ este olomorfa. (Interschimband k cu k' gasim ca i
aplicatia inversa este de asemenea olomorfa.

UQHZQ

KEF
3. Daca kg este un homeomorfism de la g C € la o multime deschisa din C™ g1 aplicatia
Kkg: ko(Qo N Q) — k(Qo N Q)
impreuna cu inversa sa sunt olomorfe pentru orice k € F, rezultda kg € F.

Conditia (3) din aceasta definitie este intr-un fel ”in plus”, pentru ca daca F satisface
(1) si (2), atunci putem extinde F intr-un singur mod la o familie F' ce satisface (1), (2) si

(3).
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De fapt, singura astfel de familie F’ este multimea tuturor aplicatiilor ce satisfac (3)
relativ la F. Prin urmare, o structura complex analitica poate fi definita de o familie arbitrara
F ce verifica (1) si (2), dar daca se renunta la conditia (3), atunci exista multe familii ce
definesc aceeasi structura.

O asemenea familie se numeste multime completa de coordonate olomorfe gi doua astfel
de multimi sunt echivalente daca definesc aceeasi structura.

Vom spune ca o func tie cu valori in C" (21, 29, .. ., 2,,) definita in vecinatatea unui punct
w din 2 reprezinta un sistem local de coordonate in w daca defineste o aplicatie a unei
vecinatati a lui w in C™ care este sistem de coordonate in sensul de mai sus.

Daca f1, fo, ..., f, sunt functii olomorfe intr-o vecninatate a lui

z(w) = (z1(w), z2(w), ..., z,(w)) € C",

atunci (f1(2), f2(2), ..., fu(2)) este un alt sistem de coordonate in w daca gi numai daca

3]‘1-)
det < #0
02 ) i =t

in z(w). Aceasta rezulta din Teorema functiilor implicite.

Definitia 3.1.3. Fie )y st Qo varietats complex analitice. O aplicatie f : 1 — €y se
numeste analiticd dacd kyo fok, ™! este analiticd (unde este definitd) pentru toate sistemele
de coordonate k1 in q $i kg in Q.

Bineinteles, este suficient sa alegem numai sisteme de coordonate in multimile com-
plete de sisteme de coordonate in €2y si . In particular, am definit acum conceptul de
functii analitice pe o varietate complex analitica €2; multimea acestor functii cu topologia
convergentei uniforme pe submultimile compacte din €2 va fi notata cu A(2).

Este evident ca A(2) este un spatiu Fréchet daca €2 este numarabila la infinit, adica daca
exista un gir de submultimi compacte K7, K, ... astfel incat orice submultime compacta a
lui Q este continuta intr-un K. De fapt, topologia pe A(Q2) este definita de seminormele

AQ)5 frosuplfl, j=1,2,...
K;

si completitudinea este evidenta.

Este clar ca orice submultime deschisa a unei varietati complexe ) are o structura de
varietate complex analitica, deci conceptul de functie analitica definita pe o submultime
deschisa este de asemenea bine definit.

Remarcam de asemenca ci daci f este analitic pe Q, C C”, atunci f o  este analitici
pe .. Prin urmare, din definitia varietatii complex analitice, deducem ca functiile analitice
exista local. Vom defini acum o clasa de varietati unde exista in plus suficiente functii
analitice global definite. Asa cum vom vedea, teoria functiilor complexe pe astfel de varietati
se comporta in mare la fel ca cea pentru domenii de olomorfie din C™.
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Definitia 3.1.4. O wvarietate complex analitica ) de dimensiune n care este numarabila la
infinit se numeste varietate Stein daca

() Q este olomorf conveza, adica

K={z|zeQ|f(z)] < sup ||, Vf € A(Q)}

este o submultime compacta a lui Q0 pentru orice submultime compacta K a lui €.

(B) Daca z i zo sunt puncte distincte in S, atunci exista f € A(Q) astfel incat
f(z21) # f(z2).

() Pentru orice z € ), exista n functii fi, fo, ..., fn € A(Q) care formeaza un sistem de
coordonate in z.

Exemplu 3.1.5. Orice domeniu de olomorfie in C" este varietate Stein.
Pentru a da si alte exemple, avem nevoie de urmatoarea definitie:

Definitia 3.1.6. O submultime V' a unei varietati complex analitice 0 de dimensiune n se
numeste subvarietate analitica de dimensiune m daca

1. 'V este inchisa
2. Intr-o vecindtate w a unui punct arbitrar v € V' exista coordonate locale z1, . . ., z, astfel
incat
wNV={w|wew,znp(w)="--=z,(w) =0}

Putem defini o structura naturala pe V prin intermediul sistemelor de coordonate

(z1, .oy 2Zm)
cand (z1,...,2,) este un sistem de coordonate pentru € cu proprietatea enuntata. Daca
f1, fo, ..., fn este un sistem arbitrar de coordonate pentru 2 in v € V, atunci intotdeauna

se pot gasi m functii dintre acestea care sa fie sistem de coordonate pentru V' in v. De fapt,

din moment ce Jacobianul 5
det ( fl) #0
8zj ij=Tn

in z(v), se pot alege iy, 1s, ...,4, pentru care
OF,
det <ﬂ> # 0.
9z, pr=1,m
si rezulta ca restrictiile functiilor f;,, fi,, ..., fi,, l]a V formeaza un sistem de coordonate local

in v.
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3.2 Rezultate simple privind varietatile Stein

Teorema 3.2.1. Orice subvarietate a unei varietati Stein este o varietate Stein.

Demonstratie. (o) si (B) sunt triviale deoarece restrictia la o subvarietate a unei functii
analitice pe intreaga varietate este in mod necesar analitica. (y) rezulta din remarca pe care
tocmai am facut-o. O]

Aceasta teorema ar fi fost falsa pentru orice clasa de varietati mai mica ce contine toate
spatiile C". De fapt, vom vedea in capitolul 3 ca orice varietate Stein de dimensiune n se
poate scufunda in C?**1,

Teorema 3.2.2. Fie () o varietate Stein, K o submulfime compacta a lui ) $i w o vecinatate
a lui K. Atunci, ezista o functie ¢ € C*(QQ) astfel incat:

(a) @ este strict plurisubarmonica.
(b) ¢ <0 pe K sip>0 pelw.
() {z]12€Q, p(2) <c} CCQ, YeeR.

Sa observam ca notiunea de strict plurisubarmonicitate este bine definita pentru functii
pe varietati complex analitice, deoarece ea este invarianta la shimbari analitice de coordonate.

Demonstratie. Cu conditia («) din definitia varietatii Stein, putem alege un gir de submul{imi
compacte ale lui €2, K, Ks, ... astfel incat K; = K; , UK; = Q si K se afla in interiorul lui
K1 pentru orice j. Fie w; o submultime deschisa astfel incat

Kj Cw; C Kj+1, w; Cw.

Din moment ce f(j = K, putem pentru orice j sa alegem functiile f;; € A(Q), k=1,...,k;
cu valoarea absoluta < 1 pe K pentru care max |fi(2)| > 1, z € Kj19\w,. Ridicand fj; la

puteri mari, putem aranja sa se intample:

k;
S lfn(2)? <27, z€ K; (3.1)
k=1
k;
Z |fi(2))? >4, 2z € Kjp \ w; (3.2)
k=1

In vederea conditiei (), in definitie varietatii Stein putem presupune in plus ca pentru orice
punct din K, printre functiile fjx, & = 1,...,k; putem gasi n functii care sa formeze un
sistem de coordonate in punctul fixat. Consideram acum

p(z) = Z | fin(z)P — 1.
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Aceasta suma converge datorita conditiei 3.1 gi p(z) > j—1 pentru z € ij datorita conditiei
3.2. ¢ este de fapt in C*°(2), pentru ca seria

ijk(z)fjk(é)

converge uniform pe multimile compacte din €2 x €2. deci suma este analitica in z si conjugata
sa complexa este analitica in (. Este de asemenea usor de observat ca ¢ este plurisubar-
monica. ¢ este chiar strict plurisubarmonica deoarece, daca pentru un anume z,

S w2 ) — 0, Wik

V4
=1 02

atunci w = 0 pentru ca exista n functii fj; ce formeaza un sistem local de coordonate in z.
Aceasta incheie demonstratia.
m

Remarci 3.2.3. In demonstratia teoremei am folosit numai conditiile (o) si (v) din definitia
varietatii Stein. Vom vedea in urmdatorul capitol ca aceasta conduce la concluzia ca () este
o consecinta a celorlalte doua conditii.

3.3 Existenta solutiilor ecuatiei 0 pe varietati com-
plexe

Fie ©Q o varietate complex analititca de dimensiune complexa n, care este numarabila la
infinit. Descompunerea formelor diferentiale in forme de tip (p,q) si definitia operatorului
0 pot fi imediat extinse la forme si functii pe varietatea €, pentru ci toate aceste concepte
sunt invariante la schimbari de coordonate.

Pentru a extinde tehnicile de spatii Hilbert folosite anterior, trebuie sa introducem norme
hermitiene pe formele diferentiale pe 2. Pentru aceasta, alegem o metrica hermitiana pe €2,
adica o metrica riemanniana care in orice sistem de coordonate analitice zq, 2o, ..., z, este
de forma

> hjrdzdzy

7,k=1

unde hj; este o matrice hermitiana pozitiv definita cu coeficienti din C*°. Existenta unei
astfel de structuri hermitiene ete triviala local si se poate demonstra usor si global, cu
ajutorul partitiei unitatii. Forma volum invarianta o vom nota cu dV'.

Daca f este o forma de tip (1,0) si f = >} f;dz; intr-un sistem de coordonate locale,
punem

1y =D W T
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unde (k%) este inversa matricei (hj;). Aceastd forma hermitiand este invariant, deoarece

(f, f) = SUPlZdezJ’
Z h]de] de
Prin procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt, orice punct din €2 are o vecinatate U in
care exista n forme w! w? ... w" de tip (1,0) cu coeficienti C* astfel incat in orice punct
din U are loc:
(W Wy =61, jk=1,....n

Dacd punem f = Y f;w’, atunci rezulta ca (f, f) = D.7|f;|>. Mai general, o forma
diferentiala f de tip (p, q) poate fi scrisa in mod unic sub forma

f= ZI Z/fI,JwI A&,

Hl=p |J|=q

o . . N A A PPN . ! A~ v v .
unde f7,; sunt antisimetrice atat in /, cat siin J, iar > inseamna ca sumarea se face numai
dupa multiindici cresca tori. Putem defini (f, f) prin

1
o) =112 = 1l = ol > 1l
2

pentru ca aceastd definitie este independentd de baza ortonormald w!, w?, ... w™ aleasa.
Ca in lema 2.1.1, putem fixa pentru tot ce va urma un sir 7y,19,... de functii C§°(2)

astfel incat 0 <, <1 si pe orice compact fixat din €2, n, = 1 pentru v suficient de mare.
Ca un substitut pentru 2.2 vom modifica metrica hermitiana astfel incat

On,| <1peQ, v=1,2... (3.3)

Pentru a vedea ca acest lucru este posibil, trebuie numai sa remarcam ca pentru o metrica
hermitiana data putem alege o functie M ce clasa C* pe Q astfel incat

On,| < M, Yv=1,2,...

De fapt, aceasta nu insemna decat un numar finit de margini pentru M pe orice compact
din €2. Daca inlocuim metrica cu

M* " hjrdzdz,

atunci conditia 3.3 va fi indeplinita cand norma lui 7, este definita in raport cu noua metrica.
In cele ce urmeaza, vom pastra structura hermitiana si sirul 7, fixate.

Fie ¢ o functie C?(Q) si notam cu L2 o (£, ¢)spatiul tuturor (claselor de echivalentd ale)
formelor de tip (p, q) astfel incat coeﬁc1en’§11 sunt masurabili in toate sistemele de coordonate
locale si

112 = / fPe#dV < .
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Operatorul 0 defineste operatorii liniari, inchisi, dens definit:

T: L2 (Q7 30) — L?p,q+1) (Q7 SO)

(»,9)
S L%p7q+1)(Q’ 90) - L%p,q+2)<9a 90)-

Lema 3.3.1. D, () este dens in Dp- N Dg pentru norma grafic

F Al lle 0Tl + 115 £l

Demonstratie. Vom repeta, in esenta, demonstratia de la lema 2.1.1. Deoarece avem

S(’f?uf)—ﬁnus(f) :5771//\f7 fEDS>

rezulta din 3.3 ca
1S(uf) = n.S(HI? <IfPP, f e Ds.

Mai mult, avem:

((T*(nzxf) - nuT*f)vu)w = _(fa 5771/ A u)w f€Dp, uc D(p,q)a

ceea ce da:

T*(n, f) = T fI* < [ f
Prin urmare, folosind teorema de convergenta dominata, 7, f — f in norma grafic pentru
f € Dy« N Dg. In consecinta, este suficient sa aproximam elementele din D7« N Dg cu suport
compact gi cu ajutorul partitiei unitatii, reducem demonstratia la cazul in care suportul

se afla intr-o harta de coordonate. In aceasta situatie, putem folosi o lema clasica a lui
Friedrichs:

Lema 3.3.2. [Friedrichs] Fie p € CP(RY) si [@dr = 1, fie v € L*(R"Y) cu suport
compact gi consideram o functie a de clasi C* intr-o vecindtate a lui supp(v). Punem

(o)) = [ vla = )l
Atunci, aDyJv — J.(aDyv) — 0 in L* cand € — 0.
Aici, aDyv este definit in sensul teoriei distributiilor, Dy = 0/0xy.

Demonstratia lemei Friedrichs. Enuntul este evident pentru v € C*'. Este deci suficient sa
demonstram inegalitatea

|laDyJv — J(aDyv)||r2 < C|lv||Le,
pentru € mic, presupunand ca a are derivate méarginite pe tot RY. Un simplu calcul ne arata

ca:

We(z) = aDyJov(x) — J(aDyv)(x) =
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= / v(z —ey)((a(z) — alz — ey)pr(y)/e + (Dra)(z — ey))p(y)dy.

In cele de mai sus, am scris ¢, = Diyp. Daca C este o margine pentru |grada|, atunci
rezulta:

W) < C / 0(@ = en)|(yllee)] + o @))dy,

deci cu inegalitatea Minkowski pentru integrale obtinem:

Wl < C / (llex)] + [o@))dyllo] 2.

]

Sfarsitul demonstratiei lemei 3.3.1. Din lema 3.3.2 rezulta imediat ca daca intr-
o vecinatate de coordonate unde f are suport compact aplicam operatorul J. (la fiecare
componenta a) lui f, atunci

|T*(Jof) — JTf ||, <= 0,

atunci, cu lema 2.1.2,
IT*(Jf) = T fll, =20, Vf € Dre.
Similar se deomnstreaza ca S(J.f) — Sf daca f € Dg. Astfel, am incheiat demonstratia

lemei 3.3.1.
O]

Fie U o vecinatate de coordonate pe ) astfel incat exista o baza ortonormala w!, w?, ..., w"

de forme de tip (1,0). In aceastd bazi vom scrie acum expresiile operatorilor T% si S ce
actioneaza pe formele f € D, 1) cu suport in U. Aceasta va demonstra ca lema 2.2.1
ramane neschimbata esential pentru aceste forme.

Daca u € C*(U), putem scrie

du = Zn: Ou/ow'w' + Zn: Ou/o0w'w'
1 1

ca o definitie a operatorilor diferentiali liniari de ordinul intai 9/0w; si 9/0w;. Atunci, avem
Ou =" Ou/ow'et | sidaca f =Y fr wlw’ rezulta ca

éf:Z/ZWLJ/@@W/\M/\@’JF...,

I,J i

unde punctele indica termenii in care niciun f7 ; nu este derivat; acestia apar deoarece dw’
si Ow? pot sa nu fie 0. Daca notam suma cu Af, atunci, evident, vom avea:

0f — Af| < CIfl,

unde C' este o constanta independenta de f daca supp(f) se afla intr-un compact din U.
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Acum, luam u € Dy, cu supp(u) € U si forma

/ (T* f,u)e¢dV = / (f, Ou)e?dV = (—1)pz’z / frix0ur i [0Die™?dV + ... (3.4)
I.K j

unde punctele indica din nou termenii fara derivate. Aici, vom integra prin parti. Mai Intai,
observam ca daca facem notatia

Sjw = e?d(we™*) /O,
cu formula lui Green deducem ca

/8@/8@jwewdv = —/véj_we“"dV—l—/ajvwe‘PdV, v,w € Cg*(U),

unde o; € C°(U). Integrand prin parti in 3.4, obtinem:

T*f = (—1)?*12/25jf17ij1AwK+~-- =Bf+... (3.5)

1K j=1

unde punctele inlocuiesc termenii In care nu apare niciun f7 jx derivat si care nu contin ¢.
Deducem ca |T*f — Bf| < C|f| cand f are suportul intr-un compact fixat din U. Cu o alta
constanta independenta de f si de ¢, obtinem:

IAFIE + IBFIG < 2ISFIZ + 1T fIZ) + CILE. (3.6)

Argumentele ce conduc la 2.8 inca se aplica, deci vom obtine:

A+ 1872 = [ 3 0f1.0/007 e 2av + 37)

I,J j=1

[ XS il — 01/ 0540 e av

LK jk=1

Inainte de a repeta integrarea prin parti ce urmeaza in sectiunea (2.3), trebuie sa con-
siderdm comutatorii operatorilor 9/9@ si d;, pentru a obtine un substitut pentru 2.11. Pentru
aceasta, luam w o functie din D(U) si forma

00w = 0 Z ow [ dwrw = Z 0*w /0w Q@ A Wk + Z Ow/dw' ow’

k=1 k=1 i=1

Din moment ce dw' este o forma de tip (1, 1), putem scrie:

ow' = Z i’ A wP (3.8)

Jk=1
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de unde deducem ca:

DOw = 2(82w/6@j6wk + Z 0w /0w’ )’ A w”.

j?k

Daca inlocuim w cu w si luam conjugatii complecsi ai tuturor termenilor, obtinem de
asemenea si:
00w =Y (Pw/0w 0wk + Y e ow/0w")w! Ao,
jik i
Identitatea 00w = —00w va implica:

Wy = Pw/0D7 0wt + Yl ow /0w’ = 9w/0wrow’ + e 0w/0w, (3.9)

unde membrul stang este o definitie. Remarcam ca avem cu aceasta notatie egalitatea:
00w = E wjrw? A oF.
jk
Rezulta ca w este plurisubarmonica exact atunci cand forma ) wjif;fi este pozitiv

definita.
Din 3.9 rezulta ca:

(6k0w /0w — D6jw/07) = 0%/ 0 Dt w + ) _ cipdw /0w’ = e 0w /0,

7

sau daca folosim definitia lui d; si 3.9 din nou, cu w inlocuit de ¢,

(6:0w /06’ — 955w /0&") = ppw + Y _ cydiw — Y & 0w/0w'. (3.10)

Folosind formula lui Green si 3.10, putem acum sa integram prin parti in 3.7. Obtinem,
in vederea folosirii 3.6,

S S nTrene v + Y [ S os 0w e cav < (3.11)
LK Jj=1

Jik=1 1,J
<2ISFNZ+NTFI2) + CUFIE 4ty + ta + ts,

unde

/ n  —
i1 = Z Z /f[,jKC}k(sifI,kKe_(pdV;

IK k=1

h=-> ) /fl,jKCZjWe“’dV,

IK 4jk=1

/ - N A A -
t3 = Z Z /(ff,jKUj5kff,kK — f1,x0k0 f1 11 /0T )e”dV.

I,K 3k
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In t; i in acei termeni din t3 care contin operatorul d;, o noua integrare prin parti conduce
la termeni in care apare doar operatorii diferentiali 9/0@". Daca acestea sunt estimate cu
inegalitatea Cauchy-Schwarz, rezulta din 3.11 ca

[+ 5575 [lofiajoaitevar < (3.12)
I,J

I,J j=1

< 2T 15 + IS FIG + CIFIS)

pentru toti f € Dy, 441y cu suprotul intr-o submultime compacta fixata a lui U. Aici, C
este 0 constanta, iar A\ este cea mai mica valoare proprie a formei hermitiene simetrice

> ot it (3.13)

(S& observam ci X este independentd de alegerea bazei w!,...,w", deoarece o schim-
bare de baza insemna o transformare unitara in variabilele ti,...,t,.) Estimarea 3.12 este,
bineinteles, de interes atunci cand ¢ este plurisubarmonica.

Putem acum sa dam o versiune gobala pentru 3.12.

Teorema 3.3.3. FEuxista o functie continua C' pe S astfel incat
/(A = O)fPe7dV < 4(IT*fII; + ISFIZ): Vf € Dipgrn)(). (3.14)

Aici, ¢ este o functie arbitrard din C*(Q2) si X este cea mai micd valoare proprie a formei
3.13, care este, de asemenea, continud pe 2.

Constanta 4 poate fi inlocuita cu orice numar mai mare decat 1.

Demonstratia teoremei 3.3.3. Fie U;, j =1,2,... vecinatati de coordonate in 2, unde 3.12
este aplicabila, alese astfel incat sa formeze o acoperire local finita a lui 2 (adica UU; = 2 si
orice compact din 2 Intalneste numai un numar finit de multimi U;.) Alegem ¢ € C§°(U;)

astfel incat
Z @DJQ =1 pe €.

(Daca ¢} € C3°(Uj) si P? = Zw;? > 0 peste tot pe €2, putem alege ¢; = ¢j/¢.) Acum,
aplicam 3.12 pentru v; f si vom avea:

/ G PAAV < AT FIR + 1SF12) + €, / fPePdV.
Uj

Sumand aceste inegalitati, obtinem imediat 3.14. [

Teorema 3.3.3 da un substitut perfect pentru lema 2.2.1. Discutia noasta poate continua
de-acum incolo in directiile date de sectiunile (2.3) si (2.4), aga ca o vom face pe scurt.
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Teorema 3.3.4. Fie () o varietate complexa pe care exista o functie strict plurisubarmonicd

@ astfel incat {z | z € Q, p(z) < ¢} CC Q pentru orice ¢ € R. Atunci, ecuatia Ou = f are
(m sesnul distributiilor) o solufie w € L? (2, loc) pentru orice f € L? (8, loc) pentru
care Of = 0.

(»,9) (p,g+1)

Demonstratie. Vom inlocui functia ¢ din 3.14 cu x(¢), unde x este o functie crescatoare
convexa. Marginea inferioara A pentru forma 3.13 poate fi inlocuita cu x/'(¢)A (vedem in
demonstratia teoremei 2.2.2), deci obtinem cu teorema 3.3.3

/( (@A = O)fPe XDV < A(IT* 113 + 15 f13p)s VF € Dipgan ()
Daca x’ este rapid crescatoare astfel incat
V(@A —C >4, (3.15)

rezulta ca
1130 < NT*fll3) + 1S f13 ), f € Dre N D, (3.16)

daca aplicam lema 3.3.1 (Operatorul T* este, bineinteles, adjunctul lui 7" in raport cu norma
|- H2 .) Daca x satisface 3.15, teorema 1.1.7, teorema 1.1.8 (si de asemenea 2.1) ne arata
ca ecuatla Ou = f are o solutie u € L2 (&, x(¢)) pentru orice f € L(p o) (2, x(9)) ce
satisface ecuatia Of = 0, iar u poate fi aleasa astfel Incat

o) < N llxeos (3.17)

Aceasta Incheie demonstratia teoremei. O]

Spatiile W(‘;q), 0 < s < oo, introduse dupa Teorema 2.2.2 sunt evident invariante la
schimbari analitice de coordonate, deci daca avem o varietate €2, spatiul W(‘;’ q)(Q, loc) poate
fi definit ca multimea formelor cu componente ce se gasesc in W(fp’ ;) In orice vecinatate de
coordonate. Demonstratia Teoremei 2.2.5 se aplica cu modificarile evidente deoarece, pentru
formele f € Dp-MNDg cu suport intr-o vecinatate de coordonate, obtinem din 3.12 estimari ale
derivatelor dfr ;/0w’ i, in consecintale derivatelor 0f/0z;, daca z; sunt coordonate locale.
Avand in vedere acestea, demonstratia teoremei urmatoare se poate face fara dificultate:

Teorema 3.3.5. Fie () o varietate complexd pe care existd o funciie strict plurisubarmonicd
@ € C(Q) astfel incat {z | z € Q,¢(z) < ¢} CC Q pentru orice c. Atunci, ecuatia du = f
are o solulie u € WS“(Q loc) pentru orice f € qu+1)(§2,loc) pentru care Of = 0. Orice

solutie a ecuatier au = f are aceasta proprietate pentru q = 0.
Ultimul enunt nu contine nimic nou in plus pe langa teorema 2.2.5.

Corolar 3.3.6. In ipotezele teoremei 3.8.5, ecuatia Ou = f are o solutie u € C’(C;;q)(Q) pentru

orice f € CF 11)(Q) pentru care of =0.
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Teorema 3.3.7. Fie ) o varietate complexa si ¢ o functie strict plurisubarmonica pe €2
astfel incat K. ={z | z € Q,p(z) < ¢} CC Q pentru orice numar real c.

Atunci, orice functie care este analitica pe o vecinatate a lui Ko poate fi aprorimata
uniform pe Ko cu functii din A().

Demonstratie. Putem aplica demonstratia lemei 2.3.1, folosind estimarea 3.16 in loc de 2.15.
(Functia ¢ din teorema 3.3.7 este functia p din lema 2.3.1.) Nu vom mai repeta detaliile
demonstratiei. O]

Corolar 3.3.8. Daca ) este o varietate Stein st K o submulfime compacta a lui Q cu
K = K, atunci orice functie care este analitica pe o vecinatate a lui K poate fi aproximata
uniform pe K cu functii din A(S2).

Este posibil acum sa demonstram o reciproca a teoremei 3.2.2.

3.4 Problema Levi pentru varietati complexe

Teorema 3.4.1. O wvarietate complexa ) este varietate Stein daca si numai daca exista o
functie strict plurisubarmonica ¢ € C*(Q) astfel incit Q. = {2 | z € Q,p(z) < ¢} CC Q
pentru orice numar real c. Multimile €. sunt atunci A(S)-convezxe

Demonstratie. Teorema 3.2.3 ne asigura ca functii ¢ cu aceste proprietati exista in orice
varietate Stein. Reciproc, presupunem ca o astfel de functie exista pe varietatea (2. Trebuie
sa demonstram ca sunt indeplinite cele 3 conditii, (a), (5), (7) din definitia 3.1.4. Mai intai
vom demonstra o lema.

Lema 3.4.2. Pentru orice 2° € Q, existd o vecindtate wy a lui 2° si o functie analiticd

ug € A(wp) astfel incdt ug(2°) =0 si
R(up(2)) < @(2) — (2%) Vz € wy, 2 # 2°

Demonstratie. Fie 2, s, ..., 2z, coordonate locale in punctul z°, astfel incaat coordonatele
lui 2¥ sunt toate 0. Seria Taylor a lui ¢ se poate scrie sub forma:

p(2) = ¢(0) + R(uo(2)) + Z 0%(0)/02j072;7 + O(|2]),

unde ug este polinom de gradul < 2 cu u(0) = 0. Cum forma hermitiana este pozitiv
definita, rezulta ca

p(2) > ©(0) + R(uo(2)), 2 # 0,

intr-o vecinatate a originii. Astfel, am incheiat demonstratia. ]
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Incheierea demonstratiei Teoremei 3.4.1

Fie 2° un punct arbitrar in . Vom demonstra c& exista coordonate locale in 2° formate
din functii din A(2) c& 2° nu se afla in A(Q)-acoperirea lui €, pentru orice ¢ < ¢(2°) si ca
pentru orice alt punct 2! cu p(2) < ¢(2%), existd o functie f € A(Q) cu f(2°) # f(z1).
Aceasta va incheia, bineinteles, demonstratia teoremei.

Alegem g si wp in acord cu lema 3.4.2 astfel incat 2! & wy si wy este acoperita de o
singura harta de coordonate locale. Atunci, consideram alte vecinatati w; si wy astfel incat

w1 CC wo CC wyp.

Fie 1 o functie din C§°(w2) care este egala cu 1 pe wy. Vom folosi ¢ ca o functie standard
de sectiune. Din moment ce suportul formei 9y se afld in @, \ wy, putem alege a > ¢(2°) si
e > 0 astfel incat

R(uo(z)) < —e, Vz € supp(dY) cu ¢(2) < a. (3.18)

Din demonstratia teoremei 3.3.4 pentru operatorul 0 pe 2, rezulta ca exista o functie
va € C™(Q,), mdrginita inferior pe (2, astfel incat ecuatia dv = f, pentru orice f €
L1y (a5 0a) cu 0f = 0 are o solutie v € L*(Qq, ¢,) cu

[0l < Il (3.19)

Cu corolarul 3.3.6, v este indefinit derivabila daca f este indefinit derivabila.
Consideram acum u o functie analitica pe wy $i punem pentru un parametru pozitiv ¢
(mare)
uy = pue™® — ;. (3.20)

Vrem sa alegem v, astfel incat u; € A(Q,) si vy este mic. Pentru a putea face aceasta,
observam ca u; este analitica daca

ov, = ue™ oy = f, (3.21)

unde ultima egalitate este o definitie. Cu 3.18, obtinem estimarea: |[|f|,, = O(e™),
pentru u fixat, deci aplicand 3.19, deducem ca 3.21 are o solutie v; cu

[0ellpn = O(e™), t = o0 (3.22)

Ecuatia 3.21 ne asigura, in particular, ca v; este analitica pe complementul suportului lui
OY in €),. Prin urmare, folosind rezultatul care ne asigura ca date fiind 2 o multime deschisa
in C", K C Q o multime compacta si a un multiindice, exista o constanta C, x pentru care

sup [0%u| < Co k||u]| L, @), Yu € A(S2), (3.23)
K

obtinem ci u(2!) = vy(z') — 0 51 ue(2°) = w(2°) + v(2%) — u(2°) cdnd t — oo. Deoarece
u(2%) poate fi ales egal cu 1, rezultd ci us(2') # u:(2°) daci t este suficient de mare. Folosind
teorema 3.3.7, putem aproxima u; pe §1,,0y suficient de bine cu o functie f € A(£2) astfel
incat U(z") # U(z2'). Aceasta demonstreaza conditia (3).
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Mai mult, 3.22 implica:

/ lu[2dV — 0, t — oo,

pentru orice ¢ < ¢(2°). Rezulta (folosind din nou 3.23) c& u; — 0 uniform pe submultimile
compacte ale lui Q.. Dacd ¢ < ¢, atunci |u;]| < 1 pe Q) pentru ¢ mare, in timp ce u;(2°) — 1.
Aproximand u; cu functii din A(Q), folosind teorema 3.3.7, deducem ca 2° nu este in A(Q)-
acoperirea lui Qu, pentru orice ¢ < ¢(z°). Prin urmare, A(Q)-acoperirea lui Q. este egala
cu € pentru orice . Astfel, am demonstrat ca este indeplinita conditia ().

In final, remarcim ci daci functia u € A(wp) este aleasii astfel incat u(z°) = 0, avand
in vedere 3.23, deducem c& Ou; = Ou — Ov; in 2° §i Ov;, — 0 in 20, iar de aici rezulta ca
Ouy; converge la Ou in 2° pentru t — oo. Daca u',u?, ..., u" este un sistem de coordonate
in 2, format din functii care se anuleaza in acest punct, jacobianul corespunzitor functiilor
ul,u?, ... ul € A(,) in raport cu wl,u? ... u" trebuie si conveargd la o # 0 pentru
t — o0o. Folosind teorema 3.3.7, putem aproxima aceste functii suficient de bine cu functii
UL U2 ...,U" € A(Q) astfel incat jacobianul lui (U',...,U™) in raport cu u!,u?, ... u"
este de asemenea # 0 in 2°. In concluzie, gi conditia (y) din definitia varietatii Stein este
indeplinita.

]

Corolar 3.4.3. Conditia (8) din definitia varietatii Stein este o consecintd a celorlalte
1poteze.

Demonstratie. Aceasta este o consecinta imediata a teoremei 3.12 si a remarcii de dupa
teorema 3.2.3. OJ
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