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Introducere

Aceasta lucrare se bazeaza pe articolul lui Pierre Deligne ” Les immeubles des
groups e tresses generalises”-Inventiones math. 17,273-302(1972).

Rezultatele expuse in cele ce urmeaza vor proba existenta unei clase de
aranjamente de tip K (7, 1).Mai exact, se va arata ca un aranjament complexi-
ficat pentru care componentele conexe ale complementului sunt conuri simpli-
ciale deschise este K (m, 1) .In particular este rezolvata conjectura (Brieskorn):
aranjamentele definite de grupuri finite de reflexii sunt de tip K (m, 1).Brieskorn
demonstrase partial aceasta conjectura reprezentand complementul unui aseme-
nea aranjament ca spatiu total al unui gir de fibrari, nu neaparat liniare,imitand
deci modelul aranjamentelor de tip fibrat.

Rezultatul lui Deligne clarifica problema deoarece un aranjament asociat
unui grup Coxeter este simplicial(i.e. componentele conexe ale complementului
sunt conuri simpliciale deschise).Este insa inca deschisa problema pentru unele
aranjamente de reflexii complexe (nu toate grupurile de reflexii complexe sunt
grupuri Coxeter).

Asadar rezultatul ”concluzie” al articolului este urmatoarea:

Teorema 1.1 Fie V un spatiu vectorial real finit dimensional, A aranja-
ment de hiperplane omogene in V, V¢ complexificatul lui V ¢i ¥V = V¢ —
UnreaM .Presupunem ca componentele conexe ale lui V' — Uy;e 4 M sunt conuri
simpliciale deschise.Atunci Y este K(m,1).

Fie W € GI(V) un grup finit generat de reflexii.Presupunem ca W nu
fixeaza nici unul din vectorii nenuli din V', adica

VYV =0

Fie ® o structura euclidiana pe V, invarianta la W si A aranjamentul de hiper-
plane astfel ca reflexia ortogonala in raport cu M sa fie in W.Vom spune atunci
ca (V, A) verifica ipotezele teoremei si ca W ationeaza liber asupra spatiului Yy
corespunzator. Catul sau Xy = Yy /Wva fi de asemenea un spatiu K (m,1).

_ Se arata ca grupul fundamental al Iui Xy, ests grupul de braiduri generalizat
W corespunzator lui W.



In ultima parte a articolului este studiatd structura grupului W, mai pre-
cis se determina centrul acestui grup, sunt clarificate problema cuvantului si
problema conjugarii in W.
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Capitolul 1

Galerii

Vom lucra cu aranjamente A de hiperplane intr-un spatiu vectorial real V' de
dimensiune finita.Vom numi suport P al unei fatete F' intersectia peretilor
(hiperplanelor) continind F'.F' este deschisa in P.

Pentru orice camera A si orice perete M vom nota D s (A) multimea camerelor
de aceeasi parte a peretelui M ca si A.Daca A si B sunt camere, vom nota cu
D(A, B) intersectia multimilor Dy;(A) pentru M perete care nu separa A de
B.

Vom numi doua camere vecine daca au o fata comuna.

Lema 1.1 (i) Fie M un perete al unei camere B.Exista o singura camera
B’ vecina cu B,avand drept perete pe M.M este singurul perete care separa
B deB'.

(i1) Fie By, By, Bs trei camere si M(B;, B;) multimea peretilor care separa B;
de B;.Avem

M(By, Bs) = (M(By, By) — M(B2, B3)) U (M(Ba, Bs) — M(By, By))

Vom numi galerie de lungime n(n> 0) de sursa A si final B un sir de camere
Co,...,Cy cu A= Cy, B=C, si C;, Cj.icamere vecine, pentru orice 1.

Daca G = (Cy,...,Cp) st G' = (CY,...,Cl,) sunt doua galerii astfel incat
C,, = C{, atunci definim compunerea acestor galerii

GG = (Cy,...,C, Ch, ... O )

m

Galeria G* opusa unei galerii G = (Cy, ..., Cy,) este galeria (C,, ..., Cp).Avem
(GG") = G"G*.Galeria antipodici—G a unei galerii G = (Cy, ..., C,,) este girul
de camere antipodice —G = (—Cy, ..., —C,,).

Numim distanta intre doua camere A gi B, notata d(A, B) cea mai mica
lungime a unei galerii de la A la B.O astfel de galerie se va numi minimalda.

Propozitie Distanta de la A la B este numarul de pereti care separa A
de B.Pentru ca o galerie G sa fie minimala este necesar si suficient ca ea sa



traverseze o data peretii care separa A de B g niciodata pe ceilalti.

In orice caz, orice galerie de la A la B traverseaza peretii care separa A
de B.Deci e suficient sa gasim o galerie G de la A la B care are lungimea
k=numarul de pereti care separa A de B.Daca A = B, luam G = A.

Altfel, exista un perete M care separa A de B, si fie A’ camera vecina cu A,
de cealalta parte a lui M decat A.M este singurul perete care separa pe A de
A’ si daca N este un perete al lui A’ care separa A’ de B, atunci M # N i N
separa A de B.

Prin inductie dupa k, exista o galerie G’ de lungime k—1 de la A" la B si luam

G = (AA)G.

Corolar 1.2 Fie A, B, C' trei camere.Sunt echivalente:
(i) d(A,C) = d(A, B) + d(B, C), adica exista o galerie minimala de la A la C
trecand prin B.
(71) Pentru ca un perete sa separe pe A de C' este necesar si suficient sa separe
pe A de B sau pe B de C.Cu alte cuvinte M(A, B) C M(A,C)
(i) B € D(A,C).0

Propozitie 1.3 Fie P o intersectie de pereti, Vp = V/P,prp : V. — Vp
proiectia canonica si Ap aranjament de hiperplane in Vp astfel ca prp' (V) si
fie un perete.Notam 7% unica aplicatie care duce fatetele lui (V, .A) in cele din
(Vp, Ap) astfel ca prp(F) C np(F).

(i) respecta relatia de incidenta Fy C F, :daca Fy; C F, atunci

codim(FyinFy ) > codim(m’p(Fyinms(Fy))

7p duce camera in camera; daca A si B sunt vecine, atunci fie 7 (A) = 7(B),
fie 775 (A) si 7(B) sunt vecine.

(i1) Fie F o fateta de suport P.Restrictia lui 7} la multimea de fatete E ale
lui (V, A) astfel incat F' C E~ este bijectiva.Ca si inversa sa mp ea respecta
codimensiunea,inciden cta F; C Fy— si deci vecinatatea camerelor.Vom nota
de asemenea 7 bijectia pr~!(P) intre intersectii de pereti in Vp si intersectii
de pereti in V, care contin P.

(i1i) Daca C' = wp(C") avem ,pentru camerele X din (V,.A)

7 D(C, X) = D(C', 7p(X)) si 75 M(C, X) = Mp(C', 7l(X)).

Pentru X = 7x(X) avem

mrD(C', X") = D(C, X) si ripM(C', X') = M(C, X).

Notatii:
Vom nota, pentru o fateta F de suport P, cu Vg, Ap,
pre, T obiectele Vp, Ap, prp, mlp.
Daca P este o intersectie de pereti si C' camera, presupunem ca exista o fateta a
lui C' (adica in aderenta lui C') de suport P.Atunci aceasta fateta este unica.O



vom nota cu F'(P) si fie
C.A(P) = mp(p) (=7p(p) (C))

Lema 1.4 (i) Pentru ca un perete sa separe C' de C.A(P) este necesar si
suficient ca el sa contina P.

(i1) Pentru M perete al lui C, C.A(M) este singura camera vecina cu C' avind
pe M drept perete.

(11i) Fie M # N pereti ai lui C' a caror intersectie P contine o fateta a lui C
deschisa in P.Exista exact doa galerii minimale intre C' gi C.A(P).Una incepe

prin (C, C.A(M)),iar calalta prin (C, C.A(N)).

C. A(P)

A
C

Figura 1.1: Reducere la rang 2

Vom presupune indeplinita urmatoarea IPOTEZA: camerele complemen-
tului aranjamentului sunt conuri simpliciale deschise.Cu alte cuvinte, fiecare
camera este multimea punctelor de coordonate > 0 intr-o baza convenabil
aleasa a lui V.

Obsevatie 1.5 Daca P este intersectie de pereti, atunci:

(1) (Vp, Ap) verifica in continuare IPOTEZA.

(7i)Aranjamentul Ap format din urmele peste P ale hiperplanelor din A) ce
nu contin P verifica in continuare IPOTEZA.

(11i) IPOTEZA ne asigura ca daca P este o intersectie de pereti ai lui C', atunci
se poate defini camera C.A(P).

Doua galerii de aceleagi extremitati G, G’ se numesc echivalente (notatie
G ~ G'daca exista un gir de galerii G = Gy, Gy, ..., G, = G'(n > 0) astfel ca
G 11 se poate deduce din G in felul urmator:
(a) exista descompunerile G; = E1FEy, G = E1F'E,
(b) exista o camera C' gi doi pereti M, N ai lui C astfel ca F, F’ sunt cele doua
galerii minimale de la C'la C.A(M N N).Compunerea a doua galerii, operatiile
G — G* 5si G — —@, aplicatiile sursa si final, functia lungime sunt com-
patibile cu aceasta relatie de echivalenta si deci trec la cat.Vom nota cu litere



mici clasele de galerii.

Propozitie 1.5 Doua galerii echivalente traverseaza de acelagi numar de
ori un perete.

Propozitie 1.6 Doua galerii minimale de aceleagi extremitati sunt echiva-
lente.

Fie G = (Cy,...,Cy) si G = (CY, ...,C}) galerii de extremitati A si B.Vom
face demonstratia prin inductie dupa lungimea galeriilor considerate.Cazul n =
0 este clar.Presupunem C; # C}.Fie M si M’ pereti care separa A = Cy = C|,
deCy 51 CysiC = AA(MNN). Peretii M si M’ separa A de B.Reducandu-ne
la rang 2, deducem ca orice perete care separa A de C' separa A de B.

Figura 1.2: Desen in Vyrns

Fie F' (respectiv F") galeria minimala de la A la C' care trece prin C ( respec-
tiv (1) si E galerie minimala de la C'la B.Galeriile F'E si F'E sunt minimale si
echivalente.Galeriile minimale G §i F'E (respectiv G’ si F'E) incep prin (A, Ch)
(respectiv (A, C1)), iar ipoteza de inductie implica faptul ca sunt echivalente.[]

Vom nota cu u(A, B) clasa de echivalena de galerii minimale de extremitati
Al B.

Pentru [ multime de pereti ai unei camere C', de intersectie P vom nota
A(P) = u(C,C.A(P)).Pentru I multimea tuturor peretilor vom nota A =
u(C, —=C).

Propozitie 1.7 Fie A o camera si G o multime de clase de galerii de lungime
finita, de sursa A.Presupunem ca G verifica ipotezele (i)

(ia) (A) €G
(i) Daca gh € G, atunci g € G



(i) Fie g de final B si M, N pereti ai lui B.Daca g.A(M) si g.A(N) sunt in
g, atunci . A(M N N) € G.

Atunci avem: (7i) Exista o unica clasa de galerii x de sursa A astfel incat
G ={g/x incepe prin g}

Unicitatea e clara:daca x incepe prin y si x # y atunci y este de lungime
strict mai mica decat x.Fie x de lungime maximala in G.Pentru a arata ca x
verifica (7i) va fi suficient de demonstrat afirmatia:

(x) Fie g si M astfel incat (a): = incepe prin g §i (b): = nu incepe prin g.A(M)
si g.A(M) € G.Exista atunci ¢’ si M’ care verifica inca (a) si (b) cu ¢ strict
mai lunga decit ¢g.Cum ¢g.A(M) € G si x maximal, rezulta g # z, deci x
incepe prin g.A(N) pentru N perete convenabil ales, N # M.Atunci din (i)
avem g.A(M N N) € G.Cum g.A(M N N) incepe prin g.AM, z nu incepe prin
g.A(MNN).

Fie (Cy, ..., Cpp)galeria minimala de la A.g la A.gA(M N N) care incepe prin
(A.g, A.gAN).Fie i maxim pentru care x incepe prin g’ = g(Cy, ..., C;).Atunci
g si peretele M’ intre C; si Cyy4 verifica (a) si ().

Propozitie 1.8 Fie A o camera gi B o multime de camere.Pentru ca B sa
verifice conditia (i):
(i,) A€ B
(i) Daca B € B, atunci D(A, B) C B
(i) Fie M, N pereti ai unei camere B.Daca A si B sunt de aceeasi parte a lui
M si N gi daca B.AM si B.AM sunt in B, atunci BA(M N N) € B.
este suficient si necesar ca:
(11) Sa existe o unica camera C' astfel ca B = D(A,C).

(11)= (i) este clara.
Pentru (i)=(ii) aplicam Propozitia 1.7 multimii de clase de galerii u(A, B)
pentru B € B si aplicam Corolar 1.2 ((i)< (ii)) clasei de galerii © = u(A, X)
astfel obtinute.

Corolar 1.9 Fie A si B doua camere vecine separate prin peretele M si C'
de aceeasi partea lui M ca si B.Exista C astfel ca

D(A,C)NDy(B) = D(B,C")

Corolar 1.10 (i) Fie A, Cy, Cy trei camere.Exista C astfel ca
D(A,C) = D(A,Cy) N D(A,Cy)

(ii) Fie A, Cy doua camere i M perete al lui A.Exista C" astfel incat

D(A,C") = D(A,Cy) N Das(A)



(de fapt (7i) este un caz particular pentru Cy = —A.A(M)).

Propozitie 1.11(i) Fie A, B, C trei camere, F' o galerie de la A la B si
G1, Gy galerii de la B la C.Daca FGy ~ FG4 atunci G; ~ G
(ii) De asemenea, daca G1E ~ Gy FE, atunci Gy ~ Gy
(i7i) Fie g o clasa de echivalenta de galerii de sursa A.Exista o camera C' astfel
ca g sa Inceapa prin u(A, B) daca si numai daca B € D(A,C).

(i)=(ii) se demonstreaza prin trecerea la galerii opuse.
Fie G = (Cy,...,Cp) 51 G' = (C},...,C!) galerii de lungime n de aceleasi ex-
tremitati.Daca n > 1, fie Gy = (C4,...,Cy) si G| = (C1, ...,C!).Daca in plus
Cy1 # C] notam cu M, M’ peretii care separa Cy = Cf de Cy si C] si fie
A = Co.A(M N M').Fie relatia R,(G,G’) urmatoare intre galeriile G, G’ :
R,.(G,G") < avem
a)n=>0
B)n#0,C, =Cl,G ~ G
v) n # 0,01 # C] si exista o galerie F' de la A la C,, = C/ astfel ca
Se demonstreaza prin inductie dupa n ca R, este relatie de echivalenta si ca
R.(G,G)=G~G

Corolar 1.12 Conditiile din Propozitia 1.7 sunt echivalente.

Presupunem (7i) si demonstram (i.).Daca x = gh, h de sursa b, rezulta
din Propozitia 1.11 ca h incepe prin A(M) si A(N).Fie C' camera a carei
existenta e garantata de Propozitia 1.11 pentru h.Cum M si N separa
B de C, atunci 75 (C) nu poate fi decat mhn(B).A si (i.) rezulta din
Propozitia 1.3.

Corolar 1.13 Pentru orice camera A, fie n(A, i) numarul claselor de galerii
de sursa A si de lungime 7. Fie

fa=Y sn(A i e Z[[]

Pentru orice camera A si pentru P parcurgand initersectiile de pereti ai lui A,

avem '
Z (_1>COdlm(P)td(A7A.A(P))fA.A(P) -1
P

De aici rezulta ca :a) numarul de galerii de lungime i care incep prin A(P)
este n(A.A(P),i —d(A, A.A(P))) (din 1.11(1)) si
b) clasele de galerii care incep prin A(P) si A(Q) incep prin A(P N Q)(din
1.11(ii)).

Algoritm 1.14 Fie G = (Ay,...,A,) o galerie de lungime n > 1,G; =
(Ay, ..., Ap,), M peretele care separa Ay de A;, C' camera a carei existenta e



garantata de Propozitia 1.11(iii)(pentru G) si C camera analoagd pentru
G1.Putem calcula C prin inductie cu ajutorul formulei urmatoare:

D(A,,C) = Dyr(A1) N D(A;, CY)

Cum A; € D(A,C), M separa A de C §i C € Dy(A;).Din 1.11 (i) avem
D(A,,C) < D(A;,Cy), de unde incluziunea ” C 7.Reciproc, daca
B € Dy(A)ND(Ay,Cy), Gy incepe prin u(A;, B) si G 1incepe prin
u(A, Ayu(Ay, B) = u(A, B) D

Corolar 1.15 Fie G si H galerii compozabile.Fie A sursa lui G, B sursa
lui H si C garantata de 1.11 (iii): avem H ~ w(B,C).H'.Atunci, pentru orice
camera D, pentru ca clasa GH sa inceapa prin u(A, D) este necesar i suficient
ca Gu(B, C) sa inceapa prin u(A, D).

Propozitie 1.16 Fie A camera, P intersectie de pereti ai lui A, F' = F(P)
si g o clasa de echivalenta de galerii de sursa A.Exista o clasa de galerii ¢’ ale
lui (Vp, Ap) de sursarmy'(A) astfel ci orice galerie H in (Vp, Ap) incepe prin
7r(H) daca gi numai daca ¢’ incepe prin H.

Fie G’ multimea claselor de galerii h de sursa 7' (A) din (Vp, Ap) astfel ci
g incepe prin 7p(H).

Tinand cont de caracterizarea din 1.7 pentru G, ¢’ va corespunde cu galeria x
din enuntul proprietatii amintite.[]

Putem defini o categorie avand ca obiecte multimea camerelor, iar ca mor-
fisme multimea galeriilor.Vom nota cu Galy(V,.A) aceasta categorie.
In acelasi mod vom defini categoria Gal,(V, A) avand ca obiecte multimea
camerelor si drept morfisme multimea claselor de echivalenta de galerii.
Fie A, B, C trei camere, E o galerie de la A la B, F' o galerie de la B la C.Vom
nota EF coompunerea acestor galerii.Legea * (respectiv G — —G@) este o
antiechivalenta (respectiv o echivalenta) de categorii.

Lema 1.17 (i) In Gal, pentru orice galerie g avem
9A = A(=g)

(ii) Pentru orice g si h de sursa A din Gal, exista n astfel incat gA™ incepe
prin h.Daca h este compunerea a k galerii u(A;, A;11) putem lua n = k.

Prin recurenta, e suficient de demonstrat (i) pentru galerii de lungime
1.Pentru G = (B, C') avem:
gA = u(B,C)u(C,-C) = u(B,C)u(C,—B)u(—B,—-C) = u(B,—B)u(—B,—C) =
A(=g)
(71) rezulta din (i) prin inductie dupa k O



Urmatorul rezultat poate fi dedus din lema anterioara gi Propozitie 1.11 (i,
iii):

Propozitie 1.18 (i) In Gal, compunerea morfismelor este o operatie sim-
plificabila la stanga si la dreapta.
(i1) Fie Gal(V, A) categoria (grupoidul) dedus din Galy facand morfismele in-
versabile.Vom numi pozitive toate morfismele lui Gal care apartin imaginii lui
Gal, .Functorul canonic din Gal, in Gal este fidel si toate morfismele din Gal
se pot pune sub forma g = gyA™" = A™"gy cu gy, g2 pozitive.

Pentru orice perete M este bine definit numarul de traversari ale lui M de
catre g din Gal, .Aceasta functie a lui g se poate defini prin aditivitate pentru
g € Gal.Mai general, pentru orice intersectie de pereti P vom putea folosi
proprietatea universala a categoriei Gal, pentru a defini functorii:

e Gal(V, A) — Gal(Vp, Ap)

Daca A e camera, P intersectie de pereti ai lui A i F' = F(P).Functorul 7p
induce un functor:

T . Galo(Vp, Ap) — Galg(V, A)
Imaginea acestui functor este stabila la echivalenta si induce un functor fidel
T Galy (Vp, Ap) — Gal(V, A)

Propozitie 1.19 In ipotezele anterioare functorul mp : Gal(Vp, Ap) —
Gal(V, A) este fidel.

Propozitie 1.20 Fie C' camera, I, J multimi de pereti ai lui C', K =1NJ,
P, Q, R intersectii de pereti din I, J respectiv K i F(P), F(Q), F(R) fatetele
corespunzatoare in C.Fateta F'(R) este cea mai mica fateta continand F'(P) si
F(Q). In grupoidul Gal(V, A) avem

TF(P) (Gal(Vp, .Ap) N TRQ) (Gal(VQ, .AQ)) = TF(R) (Gal(VR, AR))

Daca o camera admite drept fatete FI(P) si F'(Q) atunci ea admite si F'(R)

drept fateta, ceea ce demonstreaza afirmatia propozitiei pentru obiecte.

Fie acum g € Homgq (A, B) si presupunem ca g = mp(p)(g;) = Trq)(g5)-Atunci
avem gy = A(P) "g1” si gb = A(Q) "g2” cu g;” pozitive, pentru n > 0 sufi-

cient de mare.

Fie g1 = mppy(1”) st g2 = Tr)(91”)-A"A(P)

Gal, (V, A)
(AA(P)")gr = (A"A(Q) )92

" este pozitiv gi avem in



Lema 1.21 Daca h € Homga, (A, B) incepe prin A" A(P) ™" si prin A"A(Q) ™",
atuci h incepe prin A"A(R)™".

Odata demonstrat acest lucru rezulta (A"A(P)™™)g1 = (A"A(Q) ™)gy =
(A"A(P)™™)gs cu g3 pozitiv.Deci ¢ = A(R) "gs. Galeria pozitiva g3 =
A(R)"g apartine imaginii lui mp(py §i Tp@). Asadar ea nu traverseaza peretii
care nu contin P sau @, deci nici pe cei care nu contin R, de unde rezulta ca
g3 apartine imaginii 7p(p)L]

Propozitie 1.22 Fie F' o fateta a unei camere C asociata unei intersectii
de pereti P. Atunci 7' (Gal(V, A)) = Gal (Vp, Ap) C Gal(Vp, Ap)



Capitolul 2

Imobile

Vom considera (V, .A) aranjament real verificind IPOTEZA, V' spatiu vectorial
real de dimensiune r. Notam cu S sfera de raza 1 din V, definita relativ la o
structura euclidiana arbitrara pe V.Hiperplanele M € A induc o triangulare pe
S i vom nota din nou cu S structura simpliciala corespunzatoare si realizarea
sa geometrica.” Transportam” de asemenea pe S terminologia utilizata pentru
V' (camere, fete, fatete, vecinatate, galerii...).

Vom alege Ay camera fundamentala in S.Vom construi un spatiu I, de-
pinzand de V', A, Ay, inzestrat cu o aplicatie ¢ : [, — S
Vom nota Z, multimea claselor de echivalenta de galerii de sursa Ag:

2z, =|JHomga, (Ao, B)
B

Fie Z, suma disjuncta, indexata dupa g € Z, a simplexului inchis asociat lui
S, definit de
Zy = U (aderenta camerei finale a lui g)
geZ

Fie ¢’ aplicatia evidenta din Z in S.Definim I, ca fiind un cat al lui Z, .Daca
G e o galerie de la Ap la B si C este o camera vecina lui B vom lipi (final de
g)~ si (final de gBC)~ dupa fata comuna inchisa a imaginilor lor in S.Spatiul
I, este descompus in fatete, imagini ale fatetelor din Z, si se asociaza bijectiv
cu fatete de pe S.Camerele sale, fetele,respectiv varfurile sunt fatetele sale de
dimensiune r — 1, r — 2, respectiv 0.

Varfurile unei fatete F' sunt varfurile continute in aderenta F alui F.
Camerele lui 7 sunt indexate de Z si vom nota cu Ag.g pe cea de indice g si cu
Ay pe cea de indice Ag.Daca g € Homga, (Ao, A), A = Ag.gsi H = (Cy, ...,Cy,)
galerie de la A la B de clasa h,notam

Camerele A.(Cy,...,C;) (0 < i < n) formeazi o galerie in I, .Numim pozitive
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galeriile astfel obtinute.

Lema 2.1 Fie F fateta a lui S, A, B doua camere ale lui S avand pe F
drept fateta,g € Homga, (Ao, A) si h € Homgq, (Ao, B).Sunt echivalente:
(a) In I fatetele ¢~ (F) ale lui Ag.g si Ag.h coincid.
(b) g7'h € Homga (A, B) este in mp(Gal)
(c) Exista g; si hy In mp(Gal, ) astfel ca ggy = hhy

Conditia (b) da o relatie de echivalenta intre galerii de sursa Ay al caror
final este o camera avand pe F' drept fatetda.Rezulta ca (a)=(b). (b)=(c)
rezulta din 1.18(ii), iar (¢)=(a) se deduce imediat plecand de la definitii.C]
Din lema anterioara (a)< (b) si Propozitia 1.20 rezulta urméatoarea

Propozitie2.2 Orice fateta a lui I, este unic determinata de multimea
virfurilor sale.Putem deci descrie I, ca realizarea geometrica a schemei sim-
pliciale urmatoare:

(a) Daca x varf al lui S, fie G(x) submultimea lui Gal, formata din elemente
g de sursa Ay si final o camera al carei varf este z.Fie G(x)/m, catul lui G(x)
prin relatia de echivalenta 2.1(b) pentru F' = z. Atunci multimea varfurilor

este
Jd@)/x.

(b) Pentru ca o multime E de varfuri sa formeze un simplex este necesar si
suficient sa existe o galerie de sursa Ag astfel ca, pentru y € E, g sa fie in

Glqy)/mqy

Propozitie 2.3 Fie I’ fateta in I, .Exista o clasa de galerii g astfel ca,pentru
ca I sa fie fateta a unei camere B = Ag.h este necesar si suficient sa avem

h = gme()

pentru i’ convenabil ales in Gal,.

Fie g o galerie de lungime minima astfel ca F' sa fie fateta a lui A = Ap.g i
B = Ag.h o camera care are pe F' drept fatetd.Din Lema 2.1((a)« (c)) exista
galeriile hy §i ho in (Vyp, Ayr) cu gmp(hy) = hrp(hy).Aplicam Propozitia 1.16
(transformata sa prin *).Cum g este minimala rezuta ca h; se termina prin ho,
adica hy = h'hy.De aici (cu simplificarea din 1.11) rezulta g = wp(h').h, ceea
ce incheie demonstratia.[]

Daca A este camera in I, vom nota cu S(A) reuniunea camerelor inchise

(A.(¢A, B))~, pentru B camera a lui S.
Vom arata ca ¢|ga) este un izomorfism intre S(A) si S.
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Fie I:r spatiul dedus din I, prin "imbinarea” sferelor S(A).Mai precis, fie B,
bila de bord S.Din punct de vedere simplicial putem considera B, ca fiind
conul peste spatiul simplicial S.Definim [, ca spatiul construit atagand la I,
o familie de copii ale lui B,, familie indexata dupa multimea de camere ale lui
I, . Aplicatiile de atasare sunt:

Ob(A) =5 S <L 5(A)

Aplicatiile de atasare sunt simpliciale, astfel ca f+ este realizarea geomet-
ricd a unei scheme simpliciale (de virfuri cele ale lui I, si centrele bilelor
atagate).Spatiul I, este inzestrat cu o aplicatie simpliciala:

q: 11 — B,
Propozitie 2.4 Spatiul f+ este contractibil.

Atunci spatiul I este buchetul de sfere S(A).
Fie (1), reuniunea camerelor inchise (fio.g)_ pentru g de lungime < n si (f+)n
reuniunea multimilor (/4 ), si a multimii de bile b(A) pentru 0b(A) € (14)n.
Atunci (I,) = Ay (deci contractibild). I, = lz_r)n(ﬂr)n Propozitia 2.3
rezulta atunci din

~

Lema 2.4 (f+)n este retracta de deformare a lui (1 ),41

Vom construi o familie continud (¢)o<i<1, de aplicatii continue ale lui
(I4)ns1 I el insusi, cu ¢o = id, ¢l = id si ¢1((I)nr1) = (I4)n. Fie
A= Ag.g o camera in (I;),1 care nu e in (1), si F' o fateta a sa.

Lema 2.5 Presupunem ci existd o camerd B = Agy.h in ([+)n+1, diferita

de A, avand ca fatetd pe F.Atunci existd o camerd B’ = Ag.h/ in (1), si un
perete M al lui ¢B’ cntinand ¢F', astfel ca A = B'.AM

Fie gy galeria considerata in Propozitia 2.3.Avem g = gomr(g1) si
gomr(hy). Stim ca lg(g1) # 0 (altfel, cum A # B, ar rezulta lg(h) > lg(
n + 1)Pentru un perete convenabil ales M al lui ¢A avem g, = h'AM si fie
B’ = Ag.h'.Daci A este aderenta camerei A atunci AN (1), este reuniunea
unei multimi (nevide) de fete inchise si in (I ),;1 punctele A — (AN (I,),) nu
apartin decat unei singure camere inchise A.

Distingem doua cazuri:

(1) AN (1)), # OAIn acest caz nu exista sferda S(B) cu A C S(B) C
(I4)n11.Vom lua drept ¢;|5 o retractie a lui A peste AN (1),

(2) Daca AN (L), =0A

Cum A = Ay.g, pentru orice perete M al lui ¢A, rezulta din 2.5 ca g se termina

h =
) =
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cu AM.Din 1.18(b) urmeaza ca g se termina prin A : deciA = B.A, cu B unic
definit de A (din 1.11(ii)). Céand trecem de la (I} ),41 la (1), A si interiorul
bilei b(B) dispar.Definim ¢;|yp) o retracta a lui b(B) peste S(B) — A.

Cum toate bilele care dispar sunt de tipul precedent, constructia aplicatiilor
¢ este completa si izomorfismul ¢|g4) — S este demonstrat.

In mod similar cu I, definim spatiul I, inzestrat cu aplicatia ¢ :— 9,
inlocuind Gal, cu Gal.Notam

Z= |_| Homga (Ao, B)Z = |_| (aderenta camerei finale alui g)
B

geEZ

Fie ¢ aplicatia evidenta din Z in S. Atunci spatiul I este un cit al lui Z,
cu ¢ aplicatia indusa de ¢’.Pentru ¢ in Z de final B si C' camea vecina cu
B, "lipim” (aderenta finalului lui g) si (aderenta finalului lui g(BC')) pe fata
comuna inchisa a imaginilor lor in S.Mai exact, daca B si C' sunt camere
avand o fateta comuna F §i g € Homgu(A, B), h € Homgq (A, C) atunci,
in I, fatetele inchise ¢'~'(F)~ ale (final g)~ si (final h)~ se identifica daca si
numai daca
hg™' € npHomga(r7(B), 75" (C))

Definim notiuni similare cu cele de pe I, pe I.Analog deducem ca fiecare fateta
a lui I este unic determinata de multimea varfurilor sale, si I apare ca realizare
geometrica a unei scheme simpliciale similar descrise cu cea de pe 1.

Folosind aplicatia g : I — S gi descompunerea lui I in camere, I este
Inzestrat cu structura aditionala urmatoare: o compunere B.g care asociaza
unei camere B din [ de imagine B in S i unei galerii g € Homgau(B,C) o
camera in I de imagine C' in S.Constructia g — B.g defineste un izomorfism
al spatiului analog lui I obtinut luind B drept camera fundamentala, cu I.
(pentru Ay = B rezulta automorfisme ale lui 7).

Fie A camera a lui I deasupra lui Ay.Definim aplicatia:

ZAI+—>I(j+—>j)

compatibila cu proiectia pe S (respectiv B,),care duce camera inchisa (A.g)~
a lui I, (respectiv bila b(A.g) din I,) in camera (respectiv bila) de acelasi
indice din I (respectiv I).

Propozitie 2.6 (i) i, identifici I, cu un subspatiu al lui I si I, cu un
subspatiu al lui 7. R R
(1) Avem I = lim(iz, n—2n(I3)) si I = lim(iz, n-2n (1))

Afirmatiile (i) si (ii) pentru I si I, rezults din afirmatiile similare pentru
IsiI+.
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Fie B si C doua camere ale lui S avand o fateta comuna F', g € Homga, (Ao, B),
h € ]{OTI’LGalJr (A, O)

Presupunem ca fatetele ¢~ (f) ale camerelor (A.g)~ si (A.h)~ coincid in 1.
Atunci avem g~'h = 7p(e) pentru e € Homgy(nz'B, 751 C).
Din 1.17 putem scrie e = eje; ', cu e; € Galy . Functorul 7p fiind fidel avem
grr(e1) = hrp(ez) In Galy si deci fatetele ¢ 7' F ale lui (A.g)~ si (A.h)™ sunt
deja egale in 7.

Pentru a demonstra (i) este suficient de remarcat cd g = A™*"¢' cu ¢’ €
Galy, pentru orice g de sursa Ay din Gal.[]

Deci m;(1) = limm;(11).Cum I este CW complex, deducem

Teorema 2.7 Spatiul I este contractibil.

Deci spatiul I este buchetul de sfere S(A), pentru A parcurgand multimea
camerelor din 1.
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Capitolul 3

Acoperiri

Fie Vi complexificatul spatiului vectorial real V', M¢ complexificatul hiper-
planului M € A si
Y =Ve— |J Me
MeA

In acest capitol vom construi prin "atasari” un spatiu Y deasupra lui Y.
Constructia va fi facuta cu ajutorul lui I si I.Fatetele lui V' diferite de {0}
si cele ale lui S sunt in bijectie canonica si vom putea trece de la unele la altele
in cursul demonstratiilor ce urmeaza.Vom pastra aceeasi notatie pentru fatete
corespondente.

Lema 3.1 Fie A, B,C trei camere ale lui I, cu C € S(A) N S(B).Atunci
¢ induce un izomorfism intre S(A) U S(B) si intersectia lui S cu semispatiile
inchise D},(¢C) continand ¢C delimitate de un perete M care separa gA de ¢B.

Intersectia multimilor D, (C) este reuniune de camere ichise.Fie C’ una din
ele. Atunci gA si gB sunt de aceeasi parte a oricarui perete care separa qC
de C'.De aici, corespondentele pe S(A) sau S(B) a unei galerii minimale de la
qC la C" coincid (pe 5) si (C")~ € ¢(S(A) U S(B)).

Reciproc, daca o fateta F' nu este in intersectia multimilor D', (¢C), exista
un perete M astfel ca '€ M care separd gA de ¢B si F de ¢C.Presupunem
prin absurd ca F' € ¢(S(A) U S(B)).Daca D este camera in S avand ca fateta
pe F si (Co,...,Chi1) galerie de la qC la D fie M; pertele care separa C; de
Ciy1 st ay(respectiv /3;) = £1, dupa cum Cjyq si A (respectiv B) sunt sau nu
de aceeasi parte a lui M;.Prin ipoteza, F este fateta pentru CAMy*°...AM,*"
si pentru CAMy™...AM," Dar, pentru ci F ¢ M

g o = g Bi
M,=M M,=M

Contradictie, deoarece un termen este 1, iar celalalt -1.[]

15



Lema 3.2 Fie R gi 7 partea reala si partea imaginara de la V¢ in V.Fie
v € Ve si F fateta a lui V astfel ca Rv € F.Pentru ca v € Y este necesar si
suficient ca prp(Zv) sa fie intr-o camera a lui (Vg, Arp).

Suportul intuitiv pentru rationamentele ce urmeaza este urmatorul:oricarei
"parcurgeri” in I a unei galerii de forma CAM;*°...AM**, ¢; = +1 ii core-
spunde un drum « (clasa de drumuri) in Y.Imaginea prin R a drumului o
din V' trece din camera in camera, traversand succesiv peretii My, ..., M} in
punctele m;.Pentru g; = 1 (respectiv ¢; = —1) drumul trece printr-una din
cele doud componente conexe R ale multimii R ~(m;) NY (aflatd in bijectie
cu V — M;): aceea astfel ca TR sa contina (respectiv sa nu contina) camera
precedenta.

Notatii: (i) Fie C' camera in (V..A). Notam Y (C) deschisul din Y format
din acei x € V¢ verificand conditia: daca F' este fateta in V' astfel ca Rz € F,
atunci prrZz € R (C).

(i) Daca A, B camere in I gi S(A) N S(B) contine o camera C' notam cu
Y, (A, B) intersectia semispatiilor deschise D’,(¢C)° pentru M ca in 3.1.Fie

Y(A,B) = Y(qA) N Y (gh) NR_,Y'(A, B) C Ve

Daca S(A) N S(B) =0, punem Y (A, B) =0

(11i) Daca F fateta in V numim stea in jurul lui F, notata Et(F') reuniunea
fatetelor deschise din (V,.A) in a caror aderenta este inclus F'.

(iv) Pentru F fateta in V', C' camera in (Vr, Ap) notam

V(F,C)={v e Ve/Rv e Et(F),prrpv e C}

Lema 3.3 Fie G fateta in V.Multimile V(F,C) pentru o fateta F astfel ca
F~ D G i C camerd in Vp formeaza o acoperire deschisa a lui YNR ™ (EtG).In
particular (pentru G = {0}) multimile V(F,C') acopera Y.

Fie Y’ reuniunea disjuncti, indexati de bilele b(A) din I

Y =] |Y(g4)
)

Notam Y’(b(A)) componenta de indice b(A). Avem o proiectie evidenta p’ :
Y’ — Y .Fie R urmatoarea relatie pe Y :pentru z € Y'(b(A4)) siy € Y'(b(B)),
R(z,y) inseamna ca p'(x) = p'(y) si p'(z),p'(y) € Y(A, B).
Notam Y = Y’/R.Avem proiectia evidenta
p: Y —Y

Pentru orice bile b(A) din I notdm Y (b(A)) imaginea lui Y’ (b(A)) in Y. Teorema
urmatoare va implica faptul ca Y este un spatiu de tip K (m,1).
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Teorema 3.4 Y este acoperire contractibilg a lui Y.

Mai intai se aratii ci Y este o acoperire a lui Y.Se demonstreazs ci p YV (F,C)
este o suma de copii ale lui V(F, ()
. Daca pentru o fateta a lui I notam

Y(F) = |J (Y®(@©)np 'R Et(gF))
FeS(C)

si dacd o(A) este centrul unei bile b(A) a lui I notdm

Y (o(4)) = Y (b(A) N p 'V ({0}, 4)

atunci avem urmatoarea . R

Lema 3.5 (i) Y(s) pentru s varf al lui / formeaza o acoperire a lui Y al carei
nerv este [ (adica o familie de Y'(s) are intersectia nevida < s-urile corespund

la varfurile unei fatete in 7).
(11) Daca o fateta F' a lui I are ca varfuri so, ..., s, atunci

Y(F) =Y (s0)N...0Y (s,)

(iii) Daci F C S(A) atunci Y (o(A)) NY (F) este contractibild: Y (o(A)) este
contractibila.

_ Se demonstreaza ca daca F' C S(A) p induce un izomorfism intre Y (0(A))N
Y(F) si Y(gA) N R™'Et(qF) si deci e suficient de demonstrat cia Y (qgA) N
R1Et(qF) este contractibila: fie vy un vector astfel ca Z € A. Atunci pentru
0 < t < 1 definim
¢ v — vy + t(v — vy) de la Y(A) si R7'Et(F) in ele insele. Avem
dolY (A) N REH(F)) = {uo} si 61 = id.

In final, demonstram ca Y este contractibila prin inductie dupa dimensiunea
spatiului V.Mai intai se demonstreaza ca

Y(F)= ] Y(0(B)np 'R7Et(F)

si trecand la spatiul factor (Vr, Ar) notam Ip imobilul corespunzator.Pentru
B = Ay.gp camera in I vom nota 7p(B) camera Af.mp(gr), unde Apg este
camera fundamentala aleasa in (Vp, Ar).Atunci rescriem

Daci Yy = (Ve)e = Upre 4, Mc, notam Yp ridicarea lui Yz construiti plecand
de la IF.
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Se dovedeste ci existd o compatibilitate intre constructiile Y (F) si Yy si
exista diagrama
Ypt——  Y(F)

YF WR_IEt(F) eY

care duce Y (b(mp(B))) Np~ 'R1Et(F) in Y (b(B)), B cameri in Ip. Daci
prima sdgeata verticald e ridicare, atunci gi cea de-a doua va fi ridicare. Se
verifica imediat ca prp este echivalenta omotopica, de unde Y (F') si Yp au
acelagi tip de omotopie.

Informatia e suficientd pentru a finaliza demonstratia inductiva a faptului
ci Y este contractibil. Fie U acoperirea deschisi a lui Y dati de Y (s), s varf
al lui /. I este nervul lui U (3.5). Din ipoteza de inductie, intersectiile nevide
apartinand lui & sunt contractibile. Aceasta implica faptul ca (Bott & Tu-
Differential Forms in Algebraic Topology) Y si I = Nerf (U) au acelasi tip de
omotopie. Cum I contractibil (2.7), Y va fi contractibil.]
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Capitolul 4

Grupuri de braiduri generalizate

Din nou consideram V' spatiu vectorial real de dimensiune finita si W € GI(V)
grup finit generat de reflexii.Presupunem ca VW = {0} si fie ® structura eu-
clidiana pe V invarianta la W, iar A aranjament de hiperplane astfel incat
reflexia ortogonala relativ la A sa fie in W.Stim ca:

(a) (V, A) verificd IPOTEZA

(b) W permuta camerele lui (V, . A) printr-o actiune strict simplu tranzitiva
(c) Daca x € V apartine unei camere inchise A~ stabilizatorul sau este gen-
erat de reflexii in raport cu peretii lui A continand .

(d) Grupul W actioneaza liber pe Yy = Ve — [Jy,e4 Mc (rezulta din (c)).

Din (b) rezulta ca pentru doua camere Cp,Cy exista un unic w € W astfel
ca wCy = (. Acesti w induc un sistem tranzitiv de bijectii intre peretii
diferitelor camere. Trecand la cat obtinem o multime D cu (dim V') elemente

si, pentru fiecare camera C', o bijectie ¢ a lui D cu multimea peretilor lui
C.Avem

Puc (i) = woc (i)

Notam cu (m;;); jep matricea Coxeter asociata multimii D.Fie Ay camera in
(V,A). Pentru i € D, fie w; reflexia relativ la peretele ¢4,(i). Teorema
1(V.3.2)-Bourbaki demonstreaza ca W este generat de w;, acesti generatori
satisfacand doar relatiile

(wiw;)™ = e

Fie Xy = Y /W. Cum W actioneaza liber pe Yy, rezulta ca proiectia
canonica Yy +— Xy este acoperire. Fie yo € Ay imaginea lui xy € Xy .
Pentru orice i € D, fie I} clasa de omotopie a drumului din Yy de la y, la
w;(yo) care contine linia unind succesiv varfurile yo, yo + iyo, wi(yo) + iyo,
w; (yo).Imaginea [; a drumului I} in Xy este o bucla in x.

Teorema 4.1 (i) Grupul fundamental m;(Xw, o) este generat de [;, cu
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relatiile
(Lly)™ = (Il;)™

(71) acoperirea universala a lui Xy, este contractibila: Xy este K(m,1).

(i1) rezulta din faptul ca Yy este un spatiu de tip K (m,1).
Fie G = (CO,...,C ) galerie si M, perete care separa C;_; de C;. Atunci
¢o (M) = ¢c (M;).Notam [(G) elementul ¢811(M1) 9c, (My) din L (D).
Aphca‘gla [ induce o bijectie intre multimea galeriilor G de sursa data si L (D).
Avem
(*) l(w(G)) 0G),WeWw
(**) U{GoG1) = U(Go)l(Gh)

Fie w : L( ) — W morfismul care prelungeste aplicatia i — w; din D in W.

Propozitia 4.2 Pentru orice galerie de sursa A, avem
Ao.g = w(l(G))(Ao)
Rezulta din identitatea

(w1 Wy 1 )Wy (wr.. Wy 1) " [(W1 . W) We 1 (W1 Wy ) ][] = w10,

Din afirmatia anterioara rezulta ca, pentru w € W, intregul d(Ap, w(Ap)) este
cuvantul in w; de lungime minima egal cu w.Mai precis, [ induce o bijectie
intre multimea de galerii minimale de la Ay la wAy cu multimea cuvintelor
w € L(D) de lungime minimala,astfel ca w = w(m).
Numim monoid de braidur: de tip D, notat G monoidul cu unitate generat
de D, cu relatiile
(2g)™ = (ji)™

Numim grup de braiduri de tip D, sau grup de braiduri generalizate, notat G,
grupul generat de D, cu relatiile intre generatori aceleasi cu cele din G .
W admite de altfel prezentarea

< w;/(ww;)™7 = (wjw;)™ >

deci 7 — w; defineste un morfism de la G in W.

(***) Se constata ca doua galerii G si G sunt echivalente daca [(Gy) si [(Gy)
au aceeagi imagine in G .

Atunci Propozitia 2.6 se traduce in: pentru w € W, imaginea in G, a
cuvintelor m € L(D) de lungime minimala printre cele astfel incat w = w(m)
nu depinde decat de w. Vom nota aceasta imagine cu r(w). Atunci r este o
sectiune a aplicatiei w : G, — W. Din Propozitia 4.2 avem

r(w) = l(u(Ag, wAy))
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Categoria cat a lui Gal,(V, A) prin W este definita astfel
(a) multimea obiectelor sale contine un singur element

Ob(Gal(V, A))/W

(b) monoidul morfismelor sale este FI(Gal,(V, A))/W i trecerea la cat
Gal (V,A) — (Gal(V, A)/W este functor.Cum categoria are un singur
obiect, ea se reduce la monoidul morfismelor sale. Mai mult, din proprietatile
lui I ((*), (**), (***)) rezulta ca acesta identifica acest monoid cu G .

In acelagi mod definim (Gal(V, A) /W categorie cu un singur obiect, si aplicand
proprietatea universala prelungim [ la un izomorfism de grupuri intre grupul
morfismelor sale si G:

Gal <V+ y ./4.) G+

Gal(Vy, A) /W

Gal(V,A) —  Ga(V, AW —L . ¢

Putem atunci traduce o serie de rezultate obtinute pentru Gal, si Gal:
Teorema 4.3 (i) In G, translatia la stanga si la dreapta sunt injective.

(11) G verifica conditia Ore la stanga si la dreapta.Rezulta deci din (i) ca G
se scufunda in G.

(i) Pentru J parte a lui G, fie G (respectiv G ;) submonoidul (respectiv
subgrupul) lui G (respectiv G) generat de i € J. Atunci aplicatia evidenta
identificd G (respectiv G ;) cu monoidul (respectiv grupul) de braiduri de tip
J.

(iv) Gt =G; NGy

(v) Daca J si K sunt parti ale lui D, avem G; NG = G jnk.

(vi) Fie n(i) numarul de elemente din G de lungime i si fie f = > n(i)t".
Pentru J € D, fie m(J) numarul de pereti care trec prin intersectia unor pereti
al unei camere A, de indice in J (=numarul de reflexii in grupul Weil W).

Atunci:
f=0 (=nHlm)=t

JebD

Fie z,y € G,. Spunem ca x incepe prin y daca exista z € G astfel ca x = yz.
Atunci putem rescrie Propozitia 1.11(iii) astfel
Lema 4.4 Fie x € ;. Exista o camera C' astfel ca, pentru orice w € W x
incepe prin r(w) daca gi numai daca wAgy € D(Ay, C).

Daca J este o parte a lui D gi P intersectia de pereti ¢4,(i),7 € J.Notam
cu D(J) elementul I(Ay, Ag.A(P)) din G4; fie A = A(D) sii—i= ¢ soc(i)
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involutia de opozitie relativ la D. Notam cu w ~— w automorfismele lui L (D),
G si G care duc i in i.(avem m;; = mz. Atunci (din 1.17) avem:

gA = Ag

In particular A? este central.
Mai mult, cum pentru orice ¢ € D A incepe prin i (avem A = iz,in G),
deducem

Propozitia 4.5 G poate fi dedus din G, facand inversabil AZ.

Putem de asemenea ”traduce” constructia imobilului I atagat lui (V,.A)
(a) Multimea varfurilor lui I este

°=|]G/Gp gy

€D

(b) Pentru ca o multime de varfuri sa genereze un simplex este necesar si
suficient ca el sa fie continut in multimea de clase gGp_y; pentru g € G.

(c) Sfera fundamentala Sy = S(Ap) este reuniunea simplexului fundamental
generat de clasele laterale ale unitatii e in G/G — D — {i} cu transformatele
sale prin r(w) (w € W).

Descrierea anterioara face evidenta existenta unei actiuni la stanga a lui G
asupra lui /. Ea este compatibila cu multimea de sfere S(A) si cu corespondenta
A S(A). .

Prin transport de structura G actioneaza asupra acoperirii Yy a lui Y.
Avem morfismul echivariant:

(G = Yw) — (W —Yy)

Deducem ca G este grupul fundamental al lui Xy, = Yy /W si este demonstrata
Teorema 4.1 (7).

Vom arata ca in GG problema cuvantului, a conjugarii si calcularea centrului
lui G pot fi rezolvate (pe modelul grupului braid, dat de Garside). Oricum,
daca graful Coxeter D al lui W este suma disjuncta de grafuri D, grupul de
braiduri de tip D este produs de grupuri de braiduri de tip D,,, deci e suficient
de considerat cazul grafului D conex.

Problema cuvéantului: putem decide daca doua cuvinte din L(D) au aceeasi
imagine in G:
(a) A sti ca doud cuvinte din LT (D) au aceeagi imagine in G, este posibil
pentru ca relatiile din G, nu modifica lungimea cuvintelor si numarul cuvin-
telor de lungime data e finit.
(b) Daca avem mq, my in L(D) putem gasi m), my in LT (D) si k > 0 astfel ca
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miA™F i m; au aceeasi imagine in G. Deci m;, my au aceeasi imagine in G
daca si numai daca m/ si mj, au aceeasi imagine in G.

Teorema 4.6 Daca graful Coxeter este conex(nevid) si involutia de opozitie
e triviala (respectiv netriviala) atunci centrul lui G este monogen infinit, gen-
erat de A (respectiv A?).

Fie x € Gy cu proprietatea:

(*) pentru orice i € D, exista i € D astfel incat iz = xi’

Este suficient s demonstram ca, daca x verifica (*) si z # 0 atunci x = Ay, y €
G. Prin inductie dupa lungimea lui x ardtam ca x cu proprietatea (*) este
de forma A* k > 0. In paticular centrul lui G, este continut in multimea
elementelor de forma A* k > 0. Din 4.3(i) si 4.5 centrul lui G este continut
in multimea elementelor de forma AF, k € Z si teorema rezultd din faptul ca
gA =Ag,g € G.

Fie deci x € G, cu proprietatea (*), C' camera ca in 4.4 i w imaginea in
W a lui lu(Ag, C). Avem = = r(w)y,y € G4. Fiei € D. Atunci iz = r(w)yi’
incepe prin r(w): ir(w) = r(w)i”. In particular pentru orice i existd i’ cu
iw = wi”, ceea ce inseamna ca orice perete al lui Ay este de asemenea perete
al lui wA. Insa dintre cele 2/P! conuri simpliciale deschise delimitate de peretii
lui Ag numai Ag si —Ag sunt camere: sunt singurele pentru care unghiurile intre
fete sunt < 7/2. Daca x # 0 atunci w # e, deci wAy = — Ay, adica A = r(w)O.

Fie D' graful avand D ca multime de varfuri,doua varfuri fiind legate de o
muchie dacd si numai daca m;; este impar. Notam Dy numarul de componente
conexe ale lui D’.

Definim epimorfismul

Ly:— ZPo

care duce i In vectorul bazei de indice componenta conexa in D’ a lui 7. Se
poate verifica c¢& L, identificd Z”° cu cel mai mare cat abelian al lui G.

Vom da in continuare un mod de testare a faptului ca doua elemente x, y ale
lui G sunt conjugate. E suficient sa ne rezumam la cazul z,y € G, deoarece,
A? fiind central, x,y sunt conjugate dacd si numai daca A%z si A% zy
sunt. Daca x gi y sunt conjugate, atunci exista a in G astfel ca ra = ay si
Lg(z) = Lg(y). Exista insa un numar finit de z € G, de lungime Lg(z). In
plus, cum W este finit, va functiona urmatorul procedeu de testare:

Lema 4.7 Fie x,y € G,.Daca x si y sunt conjugate atunci exista un sir
Tog=1,...,x, =y de elemente din Gy si un sir de elemente din W astfel ca

i (w;) = r(w;)x;

Alegem a astfel ca xa = ay si scriem a = r(wy)...r(w,—1), w; € W (4.4), apoi
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se face inductie dupa n. [J
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