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80.Prezentarea lucrarii.

Aceasta lucrare prezinta rezultatele <cele mai
importante din teoria arborilor simpliciali. Materialele
de baza ale acestei lucrari consta in trei articole ale
matematicienei canadiene Sara Faridi.(vezi bibliografia)

In primul capitol sunt prezentate notiuni de baza
despre complexele simpliciale: idealul fatetelor, non-
fetelor, localizarea unui complex simplicial etc. In al
doilea capitol sunt prezentate proprietatile fundamentale
ale arborilor simpliciali (ce este o frunza; orice frunza
are un varf liber; definitia arborelui simplicial, orice
arbore simplicial are cel putin 2 frunze; exemple,
generalizarea teoremei Konig etc.)

In al treilea capitol enunt si demonstrez teorema de
structura a arborilor nemixtati. In capitolul 4 definesc
si exemplific notiunea de complex simplicial altoit. Arat
ca un complex simplicial altoit este nemixtat, si ca
altoirea se pastreza prin localizare. In capitolul 5 arat
ca un complex altoit este Cohen-Macaulay.

In capitolul 6 exemplific cateva dualizari ale unui
complex simplicial (complexul acoperirilor, complexul
Stanley-Reisner, complexul complementar, complexul
Alexander) si legaturi 1intre acestea pe care le voi
utiliza ulterior. In capitolul 7 arat c&a idealul
fatetelor unui arbore simplicial este secvential-Cohen-
Macaulay. Pentru aceasta, utilizez notiunile de rezolutie
liniara si caturi liniare pentru un ideal..

In capitolul 8 definesc notiunea de cvasi-arbore
(introdusa de Zheng), care constituie o0 generalizare a
notiunii de arbore. De asemenea, enunt cateva rezultate
importante legate de aceasta. In capitolul 9 demonstrez
ca realizarea geometrica a unul (cvasi)-arbore este un
spatiu topologic contractibil.

Prin aplicatiile ei atat in domeniul cercetarili pure
cat si 1in cercetarea aplicata (de ex 1in teoria
optimizarii retelelor de calculatoare) teoria arborilor
simpliciali reprezinta un domeniu foarte activ 1in
matematica. Din acest motiv, mi-am ales ca subiect al
lucrarii mele de dizertatie sa fac o introducere 1in
aceasta tematica atat de actuala..

Cu speranta ca am reusit sa realizez un echilibru
intre dorinta de a prezenta cat mai multe lucruri si cea



de a ma face inteles si de catre nespecialisti, 1incheil

aceasta prezentare si trec la fapte: ©
81.Complexe simpliciale. Definitii preliminare.

Definitia 1: Se numeste complex simplicial pe multimea de
varfuri V={vi,..v,}, 0 submultime AUP(V) care verifica
urmatoarele proprietati:

a) {vi}da, 0i=1,n.

b) Daca FUA si GUF, atunci GUA.

Elementele FOA se numesc fete ale complexului
simplicial. Dimensiunea unei fete este dim(F)=card(F)-1.
Prin conventie, dim(0O)= -1.

Dimensiunea complexului simplicial este prin
definitie: dim(a)=max{dim(F),FOA}

0 fata maximala (in raport cu relatia de incluziune)
se numeste fateta.

Este usor de observat ca un complex simplicial este
perfect determinat de fatetele sale F,,..F; motiv pentru
care notam A=<F;,..F;>. Un complex simplicial cu o unica
fateta se numeste simplex.

Prin subcomplex simplicial, vom 1intelege un complex
simplicial generat de o submultime de fatete ale lui A.

Definitia 2: Fie A un complex simplicial si k un corp.
Lui A 1i asociem urmatoarele ideale:
F(aA) = <xXuXi.Xi|{vuvi.vi}Oa e fatetd> - idealul
fatetelor lui A.
N(A) = <XiuXy.Xi|{vuvsy..vi}OA > idealul Stanley-Reisner
al non-fetelor lui A.

Exemplul 1: Daca A=<xyz, yzu, uv>, complex simplicial
care arata astfel: y u

X Z \Y;

Atunci: F(A)=(xyz, yzu, uv)<k[X,y,z,u,v] si
N(a)=(ux, vx, vy, vz)<k[x,y,z,u,V].

Definitia 3: O submultime de varfuri AUV se numeste
acoperire cu varfuri a lui A, daca fiecare fateta din A
contine cel putin un varf din A.

O acoperire cu varfuri se numeste minimala daca nu
pot extrage din ea una mai mica.



Exemplul 2: In exemplul 1 avem acoperirile minimale
urmatoare: {Xlu}l {ylu}l {Zlu}l {ylv}l {ZIV}'

Definitia 3: Un complex simplicial aA=<F,,..F;> se numeste
conex, daca 0Ol<i<j<q, exista un sir de fatete Fi=Fi;, Fi,,

Fic=F; astfel ca intersectia a doua fatete consecutive
din sir este nevida.

Definitia 4: Un complex simplicial se numeste pur daca
toate fatetele au aceiasi dimensiune. Complexul
simplicial din exemplul 1 nu este pur deoarece are fatete
de dimensiune 2 si de dimensiune 1.

Un complex simplicial se numeste nemixtat daca toate
acoperirile sale minimale au acelasi numar de elemente.

Definitia 5: Dat I=<my,..m;><K[Xi,Xz,..,X,]=R ideal generat
de o multime de monoame libere de patrate, in care apar
toate variabilele x4, X,,..,X,, 11 putem asocia urmatoarele
doua complexe simpliciale:

O(I) = <Fi,..Fg>, unde Fi=<viuVi, . .Vi> CU My=X%hXi,..Xi,
O(I) = <F={vivi.Vi}| XuXi.XiUI>,
Este usor de observat ca o (F(A))=A si &(N(A))=A!

Propozitia 1: Fie I=<m,..m> ideal ca mai sus, atunci:
O-(I) este nemixtat < 9y(I) este pur.

Demonstratie: Dupa cum se stie, orice 1ideal prim din
Ass(R/I), pentru I<R monomial este generat de variabile.
Observam ca P=<xi,Xi,,.Xi>UMin(I) - {vi,vi,..vi} este
acoperire minimald pentru o(I).

Deci o(I) nemixtat <« toate primele minimale ale lui
I au acelasi numar de generatori - toate fatetele lui

&n(I) au aceiasi dimensiune = ht(P) pentru PUMin(I) -
n(I) este pur.

Definitia 6: Dat A un complex simplicial si F(a),N(a)
cele douda ideale asociate din R = Kk[Xi,..,X,], putem sa-1i
asociem urmatoarele doua inele:

K[A]J=R/N(A) inelul Stanley-Reisner al lui A.

R(A)=R/F(a).

Ne vor interesa conditii suficiente pentru ca aceste
inele sa fie Cohen-Macaulay.



Definitia 7: Fie A un complex simplicial si I=F(a).
Presupun I=<m,,..m,>. Fie P<R 1ideal prim /I, generat de
variabile P=(xu,Xs,,..xi ). (de exemplu PUAss(R/I)). Fie
Ip=(my",.mq" ). Ap=0:(Is) s.n. localizarea lui A in P.

Mai precis, my’ este obtinut din m; prin suprimarea
variabilelor care nu apar in idealul P. Urmatorul exemplu
va fi, sper, concludent:

Exemplul 2: Daca A este urmatorul complex simplicial care
arata astfel: X Y,

y u
z
I = F(A) = <Xyz, Xzv, zvu>. M=XYyZ, M,=XZV, mMz=ZVU.
a. Consider P = (x, z, v). Atunci, my'=xz, m,"=xzv, m;'=zu
deci I, = (xz, zu).
b. Consider Q = (z, v, u). Atunci, my'=z, m,’=vz, m;'=vu
si deci I,= (z, vu).

Propozitia 2: Daca A este un complex simplicial nemixtat
si I=F(A). Atunci pentru POV(I), complexul localizat A
ramane nemixtat. In plus, a(A)=a(A;), unde a(A)=numarul
minim de elemente pentru o acoperire cu varfuri a lui A.

Demonstratie: Mal intdi observam ca in A, variabilele ce
nu apar in P nu apar nici in m;’,..m;’. De asemenea, unele
monoame devin redundante. Putem deci presupune ca idealul
Ip=(my’,..m:"), pentru un t<q. De asemenea, fatetele
corespunzatoare vor fi F;’=F; n {v4,vi,,..vi}.

Observam cd orice acoperire minimald cu varfuri
pentru A care este continuta in multimea {vi,vVs,,..Vi}
ramane acoperire minimald si pentru pAp, deoarece:

Daca am un ideal prim minimal QUMin(I), QL/P, atunci
Qr este prim minimal peste Is.

A nemixtat [J toate primele minimale peste I au
aceiasi 1inaltime, deci, din argumentul anterior, rezulta
cd toate primele minimale peste I, au aceiasi indltime,
deci A, este nemixtat. Evident, a(AL)=a(Ap)!

Se poate da si urmatorul argument combinatoric
pentru a ardta ca Ap este nemixtat:

Daca B[J{v%,vi,, ..vi.} e 0 acoperire minimald pentru A,
atunci B acopera fatetele F,’,..F.’ dar $si F..’,..F;’, deci
de fapt este o acoperire cu varfuri pentru A. Extrag B’

5



0 acoperire minimala cu varfuri pentru A. Evident B’ are
a(A) elemente. Dar daca B’ acoperd pe A este evident céa
il acopera si pe Ap. Dar de aici rezultda cad B’=B! Morala
este ca: a(b)=a(bp)!

82.Arbori simpliciali. Proprietati elementare.

Definitia 1: Fie A un complex simplicial si FOUOA. Spunem
ca F este frunza daca F este singura fateta sau daca: (O
)GUA o fateta, astfel ca (O)F'UA fateta, F'#F, rezulta
ca F'nF O GnF. Altfel spus, {F'nF| F'#F} are un unic
element maximal.

Fateta G se numeste coada a frunzei F. Multimea
cozilor lui F se noteaza U(A;F) si se numeste multimea
universala a luil F.

Exemplul 1: F, si F; sunt frunze
F, Fs care au coada F,.

Propozitia 1: Daca FOA este o frunza, atunci F are un
varf liber (adica un varf care nu mali apartine nicli uneil
alte fatete)

Demonstratie: Presupunem F={vuvi,..vi} Si, prin reducere
la absurd, presupunem cd (0O)F;0A cu viOF; pentru j=1,s.
Fie GUU(A,F) o coada pentru F. Atunci, din definitie,
avem F;nF [ GnF, j=1,s [ (L)vyUGnF [ F={vtvi,..vi.}[JGNF,
ceea ce este evident absurd, din motive de dimensiune.

Definitia 2: Un complex simplicial conex A se numeste
arbore simplicial, daca orice subcomplex al sau (inclusiv
el insusi) are (cel putin) o frunza. Daca nu mai cerem ca
A sa fie conex, obtinem notiunea de padure simpliciala.

Observatie: Notiunea de arbore simplicial reprezinta o
generalizare a notiunii de arbore din teoria grafurilor.
Intr-adevar, daca A este un arbore simplicial de
dimensiune 1, el este, ca graf, arbore! Totusi, definitia
din teoria grafurilor (Un arbore este un graf conex fara
cicluri) nu se poate generaliza, motiv pentru care,
notiunea de arbore simplicial a fost introdusa plecéand de
la generalizarea urmatoarei proprietati a arborilor:

Un graf G este arbore - Orice subgraf al sau are cel
putin un capat (corespondentul notiunii de frunza..)



Asa cum 1in teoria grafurilor, avem urmatoarea
proprietate: Daca G este un arbore, atunci G are cel
putin 2 capete, este firesc sa ne asteptam la ceva analog
pentru arbori simpliciali. Asta ne spune propozitia
urmatoare:

Propozitia 2: Orice arbore simplicial, cu cel putin 2
fatete, are cel putin doua frunze.

Demonstratie: Presupun A=<F,,.F;>, q=2 si fac 1inductie
dupa q. Pentru q=2 afirmatia este evidentda deoarece
ambele fatete sunt in acest caz frunze! Presupun q=3.

Aleg F, o frunza pentru A si1 G,UU(A,F;) o0 coada a ei.
Fie subcomplexul p’=<F,, ..F;>. Din 1ipoteza de inductie,
rezultd ca A’ are 2 frunze distincte, sd zicem F, Si F;.
Evident, cel putin una dintre ele diferda de G,. Sa zicem
cd aceasta ar fi F,. Arat cd F, este frunza pentru A:

Fie G,UU(A’;F,). Atunci pentru 1i#1,2[] FinF, [ G.nF..
Pentru a ardta ca F, este frunza pentru p tot ce mai avem
de verificat este ca: F;nF, [ G,nF,. Dar asta e simplu:

cum F, este frunzd pentru A& [ F,nF, O G;nF,. In aceasta
incluziune, intersectam cu F,. Obtinem:

F.nF, [0 GinF.nF, [0 GinF, [0 G,nF, ,ultima 1incluziune
avand loc pentru ca G; ZF, si F, este frunza in A’.

Propozitia 3: Daca A este un arbore simplicial. I=F(A)
si P ideal prim peste I generat de variabile atunci
complexul localizat A, este o padure simpliciala.

Demonstratie: Presupun I = <my,..m> S1 P = <Xi,Xi,,..Xi>,
atunci I, = <my’,..my">, unde m;’” este obtinut din m; prin
suprimarea variabilelor care nu apar in idealul P.

Fie A;’=<F;’,..F:’> un subcomplex iIn Ap,. Vreau sa arat
cd N, are o frunza. Daca t=1, este evident, deci pp.t>1.
Consider subcomplexul corespunzator p;=<F,,..F:> al luli A.

Cum A este arbore [J A; are o frunzd, sd zicem F,. Aleg o
coada GUU(A;F;). Nu imi mai ramane decat sa observ ca F;’
este frunza in p,’, iar G’ este coada.

Notatii: Dat A un complex simplicial, notam:
a(A)=numarul minim de elemente al wuneli acoperiri
minimale cu varfuri.

B(A)=numarul maxim de fatete 1independente (care nu
au nici un varf in comun, doua cate doua)



Observatie: Reamintesc teorema luli Konig: Daca G este un
graf bipartit atunci a(G)=B(G), unde a(G)=numarul minim
de elemente al unel acoperiri cu varfuri pentru G si B(G)
este numarul maxim de muchii independente in G.
Aceasta teorema admite urmatoarea generalizare:

Teorema: Daca A e un arbore nemixtat, atunci a(A)=B(A).
Pentru a demonstra teorema, vom utiliza urmdtoarea:

Lema 1: Daca A este un complex simplicial nemixtat care

are o frunza F cu o codita G atunci a(A)=a(A\G), unde
prin A\G 1inteleg subcomplexul lui A generat de toate
fatetele lui A mai putin G.

Demonstratia lemei: Notez r=a(A). Notez A’=A\G. Aleg A o
acoperire minimald cu varfuri pentru aA’. Evident, A are
cel mult r elemente. Cum F este fatetd in pA’, exista un
element xUA astfel cd4 xUF. Dacd x este varf liber al
frunzei F, il putem Iinlocui printr-un varf legat x’0OF,
care in mod necesar apartine lui G, caci G e coada lui F.

Obtin astfel o acoperire cu varfuri A" a lui A’ care

va contine o acoperire minimald A’. Evident card(A’)sr.
Numai cd A’ este o acoperire minimala pentru tot A, deci

cum acesta este nemixtat [J card(A’)=card(A)=r, ceea ce
implica a(A)=a(A\G)=r.

Demonstratia  teoremei:  Presupun  A=<F,,..F;> si  fac
inductie dupd q. Pentru g=1, afirmatia este evidenta.
Presupun q=2. Aleg F o frunza a lui A si G o coada a eil.
Conform lemei, a(A)=a(A\G)=r. Atunci, din 1ipoteza de
inductie, 1in A\G existd r fatete 1independente, care,
evident, raman 1independente si 1in A. Dar atunci este
clar ca pB(A)za(Ln).

Reciproca rezultad 1imediat din faptul ca data o
acoperire cu varfuri, ea trebuie sa contind cel putin un

varf distinct pentru fiecare fateta independenta. Deci af

A)2B(A)!

Observatie: Inegalitatea a(A)=B(A) are loc intotdeauna,
oricare ar fi complexul simplicial A.

Exemplul 2:




Observatie: Acesta este un arbore simplicial nemixtat cu

a(a)=p(a)=2.

Definitia 3: Un complex simplicial A pe o multime de
varfuri V se numeste n-partit dacd exista o partitie a
multimii Vv, v=v, 0O V., 0O .. OV, astfel ca:

(O0)x,ydv; , atunci nu exista nici o fateta FUA cu x,yUF.

Propozitia 4: Un arbore simplicial A de dimensiune cel
mult n admite o n+1 partitie.

Demonstratie: Facem inductie dupa q = numarul de fatete
al lui A=<F,,..F;>. Pentru q=1 este evident. Presupun q=2.
Presupun ca F, este o frunza si F,, este o coada a sa.
Notez A’=<F;,..F,;>. Din ipoteza de inductie, A’ este n+1
partit, deci multimea varfurilor lui A’ admite o scriere
v’ = Vv, 0.0OV,.. Reatasez pe F, la A’ pentru a obtine
complexul initial A. Atunci, varfurile lui F, sunt fie 1in
F,.. fie sunt varfuri libere. Varfurile care sunt 1iIn Fg,
sunt deja in V’ iar cele libere le distribuim, cate unul,
in acele V;-uri care nu contin varfuri din F; nFgq.4.
Obtinem astfel o n+l1l partitie pentru A.

Exemplul 3: A u Acesta este un complex ce
admite 3-partitia urmatoare:

V={x,w}O{u, z}0{v,y}.
X y

YAVAN

z
Observatie: A este mixtat cu a(A)=2 si B(a)=1.
A nu este arbore!

Exemplul 4: A X y

Z u \Y;

Observam ca: A este un arbore mixtat cu a(A)=p(Aa)=1.
A admite 3 partitia: V={z,y}0{x,v}O{u}.
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83.Teorema de caracterizare a arborilor nemixtati.

Lema 1: Fie A un complex simplicial nemixtat. Presupunem
ca r=a(A)=p(2) si {F,,..F.}multime de fatete independente.
Atuncli orice varf din A apartine unel fatete F;. Altfel
spus: V(A) = V(F)O..OV(F,).

Demonstratie: Fie x un varf al lui A. Presupun cd x nu
apartine nici uneli fatete F;. Aleg A o acoperire minimala
cu varfuri a lui A cu xUA. Oricum, A trebuie sa contina
cel putin un varf din fiecare fatete independente F;. Dar
atunci r = card(A)>r, ceea ce este evident absurd.

Exemplu 1: Daca G este graful complet cu 5 varfuri notate

X,¥,zZ,u,v atunci G este nemixtat cu a(G)=4 si [B(G)=2. De
exemplu {xy,uv} este o multime independenta maximala de
fateta iar z nu apartine varfurilor acestor fatete.

Lema 2: Daca A este un arbore nemixtat cu r=a(A)=B(A) si
{F.,..F} sunt fatete independente, atunci toate frunzele
lui A sunt printre acestea.

Demonstratie: Fie FOA o frunzd. Atunci existd xUOF un
varf liber. Presupun ca FU{F,, ..F.}. Atunci ar rezulta ca

x U V(F,)O..OV(F,) = V(A), ceea ce e evident absurd!

Lema 3: Fie A este un arbore nemixtat. Atuncli orice

multime maximala de fatete independente cu a(A) elemente
nu contine nici o coada a unei frunze. In particular, o
coada intr-un arbore nemixtat nu poate fi frunza.

Demonstratie: Dacda G este o coada pentru o frunza F,
atunci cum F este iIn orice multime independenta de fatete

din A, cum FnG # [J, rezultd cd G nu poate face parte!

Lema 4: Daca A este un arbore nemixtat si F este o frunza
care are o coada G atunci A’'=A\G e arbore nemixtat.
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Demonstratie: Presupunem A=<Fi,..F;> si V={vy, ..v,} multimea
varfurilor lui A. Facem inductie dupa n. Dacad n=1 este
clar, deci presupun n>1.

Notez r=a(A) si aleg A o0 acoperire minimald cu
varfuri pentru A’. Din lema 2.1 rezultd ca a(A’)=r.

Daca A contine un varf din G atunci A e acoperire si
pentru A deci are r elemente.

Presupun ca AnG=0 si card(A)>r.

I. Ardt cd OxUOV\(ALG). Presupun prin reducere la absurd
cd V=A[G. Atunci pentru UOyUA, OHUA’ fatetd astfel ca
HnA={y} (altfel ar rezulta ca A\{y} este de asemenea o
acoperire cu varfuri, absurd!)

Atunci cum V=ALG [J H=(GnH)[{y}.

Pe de alta parte, pot presupune ca {F, .F,} este o
multime maximald de fatete 1independente. Cum G este
coadd, din lema 3 [J GU{F,, ..F.}.

Cum card(A)>r rezulta ca cel putin o fatetda dintre
F.,..F. contine 2 elemente distincte din A. Sa presupunem
deci cd AnF, = {yi, ..ys} pentru un s>1. Atunci e evident ca

F.= (F- n G) [ {yi,..ys}.

Alegem H,,..,Hs fatetele lui A cu H;= (Hin G) [0 {yi}.
Si consideram arborele <F,,G,H, ..,Hs> care are, dupa cum
stim, cel putin doud frunze. Numai cd, din modul cum au
fost alese fatetele acestui arbore, numali G ar putea avea
un varf liber, ceea ce este absurd!

I1. Fie xUV\(ALG). Notez P = 1idealul prim generat de
multimea V\{x}. Notez I=F(A) si I’=F(A’). Presupunem ca,
complexul localizat Ap,=<F;’,..F.”> unde F;’=F;\{x}, t=<q.
Stim din propozitia 2.3 ca Ap este pdadure. De asemenea,
din propozitia 1.2 [J Ape nemixtat cu a(lp)=a(d)=r.

Ne concentrdam acum asupra lui p,’. In afarda de G’
toate celelalte fatete ale lui pAp’ coincid cu cele ale
lui A,. Asta reiese din: Daca F;’UA,” atunci pentru j#Z1i
avem F;"0F;”. Pe de alta parte, daca G’=G atunci G’OF;’
de unde F;’UA,.

In consecinta, daca F;’UA, atunci F,”0UF;’ pentru j#i
Si F;0A’ cu atat mai mult acest lucru este valabil pentru
F,0np” si deci conform argumentului de mai sus, rezulta
cd F;"0OAp". Avem doua posibilitati:

a. Dacd G’UA,” [ Ap=Ap" deci A este acoperire minimald
pentru A, care este nemixat cu a(lDp)=r. Absurd!
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b. Daca G’UA,” [J F’UA,, deoarece: daca H’[JF’ pentru un H
OA [J HnFZ[ si deci HnFLGnF [J H’[JG’ ceea ce e absurd.

Mai observ cd F’ are cel putin 2 varfuri, cel putin un
varf liber care e in A si cel puti un varf ce e in G’=G.
Similar, observ ca F’ e frunzd in A, cu coada G’. Din

ipoteza de 1inductie [0 Ap"=0,\<G’> este un arbore

nemixtat. Dar atunci card(A)=r, absurd! q.e.d.
Teorema de caracterizare a arborilor nemixtati.

Daca A este un arbore simplicial nemixtat, atunci
exista fatetele F4,..,F,, Gi,..,Gs astfel ca A este generat
de aceste fatete si, in plus:

1) Fi,..,F, sunt toate frunzele lui A.

2) {Fi, .., F.}n{Gy,.., G }=0O

3) Fatetele F,,..,F, sunt independente.

4) Daca HO{Gi,..,Gs}, atunci H nu are varfuri libere.

Demonstratie: Presupunem cd am demonstrat punctul 1).
Atunci 2),3) si 4) reies imediat din lemele 1,2,3. Vom
demonstra punctul 1) prin inductie dupd q = numdrul de
fatete al arborelui simplicial A. Daca q=1, afirmatia
este evidentd. Daca q=2, ajungem la o contradictie,
fiindcd un arbore cu 2 fatete este in mod necesar mixtat.

Presupunem q=3. Fie F; si F, douda frunze si G; cea de-
a treia fatetd a arborelui. Cum A este conex s$i nemixtat
atunci G; nu poate fi frunza (pentru ca frunzele sunt
fatete independente) deci G, este o coada atat pentru F;
cdt si pentru F,.

Cred ca urmatorul exemplu va 1ilustra cel mai bine

aceasta situatie: [::>>

In cazul general (q>3) procedam astfel. Alegem G o
coada pentru A. Conform lemei 3, G nu este frunza.

Atunci, A’=A\G este un arbore nemixtat cu a(A’)=r,
conform lemei 4. Atunci, din ipoteza de inductie, avem ca
A’=<Fi,..,F,, Gy ..,G> astfel ca sunt indeplinite conditiile
1)-4) din enuntul teoremei.

Din conditia 4), rezulta imediat ca daca F este
frunza pentru pa, atunci ea rdmane frunza pentru A’
deoarece are cel putin un varf liber. Pentru a demonstra
teorema, este suficient sa ardt vreciproca acestei
afirmatii, si anume cd F,, .., F, sunt frunzele arborelui A'!
Mai int4i observ ca A=<F,,..,F, G4, .., Gs,G>. Avem 2 cazuri:
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I. Presupunem ca G este singura coada a lui A.

Fara a pierde din generalitate, putem presupune ca
Fi, .., Fe.s sunt frunzele lui A Si F.,..,F, nu sunt frunze.
Inlaturand F,,..,F..;,obtinem pddurea n''=<F.,.., F;,Gy,..,Gs, G>.
Atunci A" are cel putin doua frunze. Aratam ca G,,..,Gs nu
pot fi frunze, fiindca nu au varfuri libere:

Cclar, Gi,..,Gs nu au varfuri libere in A. Ca fatete 1in
A" ele tot nu au varfuri libere, fiindca G fiind singura
coada din A, avem GinF; [J GnF; pentru i=1,..s si j=1,..e-1.

cum G este fatetd in A'',prin eliminarea F,..,F..; nu
se elibereazad nici un varf pentru Gy, .., Gs.

Dar de aici rezulta ca cel putin una dintre fatetele
Fe,..,F, este frunza pentru paA’°. Sa presupunem ca F. e
frunza. Atunci existd o fateta G'Ua’" astfel ca avem:

HnF. [0 G’'nF, pentru toate fatetele HUA '\<F,>.
Cum F; nF, = 0O pentru 1i=1,..e-1 rezulta imediat ca

avem: HnF. [] G'nF, pentru toate fatetele HUA\<F,>, adica
Fe este o frunza in A, contradictie cu ipoteza facuta.
Deci, 1in concluzie, 1in acest caz, F,, ..,F- sunt toate
frunze ale lui A.

II. Presupunem cd A are o altda coada G’ distincta de G.
Consideram prezentarea A=<Fi..,F,, Gy,..,Gs,G>. Ccum {F,, .., F.}
este o multime maximald de fatete independente, rezulta
ca G'UO{F, .., F.} deci G’'0O{Gs ..,Gs}. Vom ardata 1in cele ce
urmeazd ca F, este frunzad in A. (Absolut analog se arata
cad si F,,..,F, sunt frunze in A, rezultand c.c.t.d.)

Cum F; este frunza in A’ [J existd o coada, sa zicem
G; s1 deci HnF, [ GinF; pentru H # G, F;.(1)

Pe de altda parte A''=pA\<G’> este un arbore nemixtat.
Din faptul ca {F, ..,F.} este o multime 1independenta
maximald de fatete pentru A~ rezultda din ipoteza de
inductie cd F, este frunza pentru aA’'. In consecintd,
existd o coada G,UA"'cu: HnF, O G,nF, pentru H # G’,F;.(2)

In particular O G’nF,; [0 G,nF; si GnF; [0 G,nF;. (3)

Distingem in cele ce urmeaza, urmatoarele 3 cazuri:
a. baca G, # G’ [ G,UA" si din (2) O GinF; O G,nF;.
Atunci din (1)si(2) [ HnF; [J G:nF; ,0 H # F, si deci F;
este o frunza in A cu coada G,.

b. Daca G, # G, obtinem in mod similar ca F,; este o frunza
in A cu coada G;.

c. Presupunem cad G; = G’ si G, = G. Prin reducere la
absurd, vom presupune cd F, nu este o frunza in A. Atunci
avem relatiile urmatoare:
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- GnF; 0 G'nF; , datorita relatiilor (1) si (3).

- G'nF; 0 GnF; , datorita relatiilor (2) si (3).|(4)

- HnF; O (GNnG’")nF, ,pt. HZG,G’,F, din(1) si (3).

Din relatiile (4), rezultd cd exista un xUGnF;\G’ si
exista un yUG’nF;\G.

cautam o acoperire minimald pentru A\<G,G’,F;> care
nu contine nici unul din varfurile lui G,G’ si F,. Pentru
a ardta ca acest lucru este posibil, din ce-a de-a treia
conditie a relatiilor (4) este suficient sa ardatam ca nu
existd nici o fatetd in A\<G,G’,F;> care sd aiba toate
varfurile in GLG’. Presupunem prin absurd cd4 H ar fi o
asemenea fateta:

Atunci avem H = (HnG)L(HnG’”). Consideram arborele A
+=<G,G’,F;,H>. Atunci A, are douda frunze. Sa observam ca H
nu poate fi frunzda, fiindcd nu are varfuri libere (toate
varfurile lui H sunt fie in G, fie in G’ din ipoteza).
Dacd F, ar fi frunza, atunci ea nu poate sda le aiba pe G
sau G’ drept cozi, fiindca s-ar contrazice primele doua
conditii din (4) si deci H trebuie sa fie coada atéat
pentru G cat si pentru G’. Dar atunci ar rezulta ca GnF;
[l HnF; deci xUH, ceea ce contrazice 1iardsi relatiile

(4).
In concluzie, G si G’ sunt cele douda frunze din A;.
Sa consideram G. Daca G’ este coada pentru G, rezulta ca

F.nG [ G’'nG [J G’ ceea ce contrazice (4). Dacd H este

coadda pentru G, atunci F;nG [J HnG, deci xUH, ceea ce
contrazice iardsi relatiile (4). Absolut analog se arata
cad G sau H nu pot fi cozi pentru G’.

Morala: F; e coada atat pentru G, cat si pentru G’.

Dar atunci: HnG [0 F;nG s$i HnG’ [J FinG’ deci H[JF, ceea ce
este evident absurd.

Revenind, am reusit sd ardtam cd fiecare fatetd a lui
A diferita de G si G’ are cel putin un varf care nu
apartine lui G si G’ si (din (4)) cu atat mai mult nu
apartine lui F;.

Fie A o acoperire minimald pentru A\<G,G’,F;> care nu
contine nici wunul din varfurile 1lui G,G’” si F;. Cum
arborele A\<G,G’,F;> are r-1 fatete independente, rezulta

cd card(A)=r-1. Numai ca atunci Al{x,y} este o acoperire
minimald cu cel putin r+1 varfuri a lui A, ceea ce

contrazice faptul ca A este nemixtat cu r=a(A)!
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Exemplul 1: Urmatorul complex simplicial este un arbore
nemixtat, ce verifica proprietatile (1)-(4) ale teoreme:
Gy

F>
Fi G,

84.Altoirea c&hplexelor simpliciale.

Definitia 1: Spunem ca A este o altoire a complexului
simplicial A'=<G4,..,Gs> cu fatetele {F,,..,F/}, daca:

1) V(a’)BV(F,)O..0V(F,).

2) {Fyi, ..., Fe}n{Gy,.., Gs}=0.

3) Fatetele F,,..,F. sunt independente.

4) F4,..,F, sunt toate frunzele lui A.

5) Daca HO{G,,..,Gs} este o coada pentru o frunza a lui

A, atunci complexul A\H este altoit.

Observatie: Din conditia (5) rezulta ca daca F este o
frunza in A atunci multimea {HnF |HUA} e total ordonata.

Propozitia 1: Daca A’ este un arbore simplicial, iar A
este o altoire a sa, atunci A este arbore simplicial.

Demonstratie: Fie A’ un subcomplex in aA. Vreau sd arat
cdi el contine cel putin o frunzda. Daca A’ este
subcomplex in A’, atunci in mod evident el contine o
frunza, fiindcd A’ este arbore. Presupunem cd A nu e
inclus in A’. Atunci 0i cu F,0A". Aplicadnd observatia
anterioarda, este evident ca F; este frunza!

Exemple: Fie A’ A’ este un arbore.

G,

Prin altoire, putem obtine urmatorii arbori:

1. G4
Fa2
Fa G,
%

2. Fs F
Fs Fa
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G,
Gy /

Teorema 1: Daca A este un complex simplicial obtinut prin
altoirea lui A’ cu fatetele {F,,..,F,} atunci A este

nemixtat si a(A)=r.

Demonstratie: Daca {Gi ..,Gs}=0 afirmatia este imediata.
Presupunem deci s>0 si facem inductie dupa q = numarul de
fatete ale lui A. Primul caz este g=3. Presupunem ca A
=<G,;, G,, F;> cu F; unica frunza. Numai cd atunci, din prima
conditie a definitiei unui complex altoit, ar rezulta ca
G;UF, si G,UF; ceea ce este evident absurd! Deci A
=<G;, F;,F,> cu F;,F, frunze si G; coadda pentru ambele. Din

conditia (1) O G, U F,0F, si din (4)F.nF,=0. Dar atunci e
usor de observat ca A e nemixtat cu a(A)=2.
Presupunem @g>3. Fie F, o frunzd cu coada G;. Din

conditia (5) [ A’=A\<G,> este de asemenea un arbore
altoit, deci, din 1ipoteza de 1inductie, rezultda ca A’

este nemixtat cu a(A’)=r. Vrem sa ardatam acelasi lucru
despre arborele A.

Fie A o acoperire minimala pentru A. card(A)=r
deoarece A contine r fatete 1independente, Fi,..F,.
Presupunem prin reducere la absurd ca, card(A)>r. Cum A
este o acoperire cu varfuri pentru A’, pot extrage din
ea 0 subacoperire minimala A’, care are deci r elemente.
Cum A’ e 1inclusa strict in A rezulta ca A’ nu contine
nici un varf din G; deci, iIn mod necesar, contine un varf
liber al frunzei F;. Cum A e acoperire pentru p, A
contine un varf yUG,. Presupunem yUG;nF, (evident, y[IF,
caci A este acoperire minimala!) deci avem de fapt
A=A"[I{y}.

Pe de alta parte, si A’ contine un varf zUF,, deci
frunza F, contribuie cu doud varfuri la acoperirea A. Este
clar ca atat y cat si z nu sunt varfuri libere, altfel
unul din ele ar fi redundant.

Presupunem ca G, este coadd pentru F,. Fie A '=a\<G,>.
Tot din ipoteza de inductie, rezultd cd A’ este nemixtat

cu a(A’’)=r, deci A are o submultime A"~ cu r elemente
care e acoperire minimald pentru A’°. Numali ca A are deja
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exact un varf in frunzele F;, F; ..,F, deci singurul mod de
a obtine A" din A este sa-1 inldturi pe y sau pe Zz.

Dar asta inseamnd cd fie A '=A\{y} fie A=A \{z}. In
ambele cazuri insd rezulta ca A" contine un varf din G;
deci de fapt A’ este o acoperire cu varfuri pentru A
care are r elemente, ceea ce contrazice ipoteza facuta.

In concluzie, A are r elemente, deci a(A)=r.
qg.e.d.
Corolar: Daca A este un arbore simplicial, atunci A este

nemixtat < A este altoit.

Demonstratie: Presupunem ca A este arbore nemixtat.
Atunci, din teorema de structura a arborilor nemixtati
din paragraful anterior, se constatda imediat ca A este
altoit. Reciproca reiese automat din teorema precedenta.

Teorema 2: Localizarea unul complex simplicial altoit,
ramane complex simplicial altoit.

Demonstratie: Presupunem A=<Fi,..,F., G ..,Gs>. Dacd A are
doar o fatetd, afirmatia este evidentd, asa ca presupun
cd AN are cel putin 3 fatete (am vazut ca 2 nu se
poate!).

Presupun cd P=(Xi,..X,) cu h<n, unde V={x,;, ..X,} este
multimea varfurilor complexului A. Atunci, dupa cum am
ardatat, Ap=<F;’,..,F:’,G;’,..,G,”> pentru ts<r si us<s, unde
Fi, = F; f){Xl,...,Xh} §l Gj, = Gj f?{Xl,...,Xh} iar Ft+1,,...,F,~, §l
Gyw1’,..,Gs" sunt continute 1iIn cel putin una dintre
fatetele F;’,..,F:.’,G;’,..,G,”. Vom renumerota fatetele lui
Ap In modul urmator:

pentru 1i=1,..t notam H; = F;’. Pentru i=t+1,..r stim ca
F;” contine cel putin una dintre fatetele F,’,..,F.”, Gi’,

., G,”. Dar cum, din definitie, FinF; = [ pentru 1iZzj,
atunci exista un jsu cu G;’L F;”. Pentru acest Jj
particular, definim H; = G;’. Aratam ca alegerea lui j

este bund: Daca exista fsu, f#Zj cu G0 F;’, atunci ar
rezulta, dintr-o observatie anterioarad, ca fie G;'L[ G¢’,

fie G¢f'[J G;° si cum ambele sunt fatete, ar rezulta céa
G:s'=G;” ceea ce e evident absurd. Notam E, ..E, toate
celelalte fatete ale lui A, distincte de H,, ..H.. Obtinem
prezentarea Ap=<H,,..,H., Ei, .., E,>.

Vrem sa aratam ca A, este un complex simplicial
obtinut din altoirea lui <E,,..,E,> cu {Hi .., H}.
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Ardt mai intdi ca fatetele {H,, ..,H.} sunt doua cate
doud disjuncte. Intr-adevar pentru 1i,,i,< r, 1,71, exista
Ji,J2 5 r, jiZJ, astfel ca: Hi[F;:"F;; S1 HilF;,"[F;, Si
in plus F;inFj;=00 $i Hi;nHi,=[0. In concluzie, conditia (4)
din definitia altoirii este indeplinita.

Pe de alta parte, din teorema 1, A este un complex
nemixtat si deci, conform propozitieli 1.2, S1 Ap eSte un
complex nemixtat cu a(bA)=a(lp). Aplicadnd acum lema 5.1
deducem ca V(Ap)=V(H;)O..OV(H,).

Dar atunci si conditia (1) de altoire este
satisfacutd. In particular, de aici rezulta ca E,, ..,E, nu
pot avea varfuri libere, deci nu pot fi frunze pentru Ap.
Conditia (3) rezultd din constructia lui Ap.

Aratam 1in cele ce urmeaza ca H, ..,H- sunt toate
frunzele 1lui Ap. Dacd Ap=<H,,..,H> atunci A, este altoit
prin definitie. Presupunem ca Ap are o componenta conexa
A’ cu doua sau mai multe fatete. Cum A’ este conexa, ea
trebuie sa contina cel putin un E; si cum V(Ap) = V(H)Ll.
[JV(H,), A’ contine de asemenea niste H; -uri. Presupunem
deci cd A’=<H,,..,H>[<E,, .., E>, esr si fsv.

Ardt, de exemplu, ca& H, este frunzda pentru A’.
Consideram urmatoarele doua cazuri:

I. H; = F;” pentru un 1i<t. Cum A’ e conex, exista niste
fatete care se Iintersecteaza cu H;, Sa zicem ca Eji .., Ej
sunt toate fatetele care se intersecteazd cu H,;. Putem
presupune cd E;; = G,,’. Deci: F;’'nG,,”#0 gi cu atat mai
mult avem: F;nG,,#0. Din prima observatie a acestui
capitol, putem presupune ca avem lantul de 1incluziuni:
FinG,, Y FinG,, U.. U F;,nG,, ceea ce prin intersectie cu
{Xi,.xn} devine: F;"nG,’ Y F;"nG,’ Y. U F,"nG,’, adica:
H;nE;; YU HinE;, U.. U HynE;;. Rezultd imediat cd H; este
frunza pentru A’ si deci conditia (5) din definitia
altoirii se verifica.

II. H, = G;/ pentru un j<u. In acest caz, existd un isr
astfel ca H, = G;7 U F;”. Exact ca 1in cazul anterior,
alegem E;i, ..,E;; fatetele din A’ care intersecteaza H;. La
fel, presupunem E;, = G,,”. Cum multimea F;nG,, e nevida,
urmdrind acelasi argument ca maili sus, deducem ca avem:
(*) Fi’nG,,,l’ U Fi,nszl D... U Fi/f)Gml,.

Cum G;’UF;”, intersectand (*) cu G;’, vom obtine ca:
G;"nG,,” U G;”"nG,,” U.. U G;"nG,’, ceea ce, prin traducere
devine: HlﬂEjl U HlﬂEjZ a. O HlﬂEjl.
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Asadar H; este frunza pentru A’ si deci conditia (5)
din definitia altoirii se verifica.

85.Complexele simpliciale altoite sunt Cohen-Macaulay.

Fie A un complex simplicial altoit, de prezentare A
=<Fi,..,F¢,Gy,..,Gs>, unde r=a(A) si F4 .., F. sunt frunzele
lui A. Fie V={X;,.Xp} multimea varfurilor lui A.
Consideram inelul R(A)=R/F(a), unde R = K[Xy.X,]. 1In
acest paragraf ne propunem sa aratam ca R(A) este un 1nel
Cohen-Macaulay.

Lema 1: dim(R(A))<n-r.

Demonstratie: Observam cd daca P este prim minimal peste
I=F(n) rezulta ca P e generat de variabile care formeaza
o acoperire minimald a lui aA. De aici, cum A este
nemixtat [J ht(P)=a(4A),deci dim(R(A))<dim(R)-ht(I) = n-
r.

Lema 2: Pentru a arata ca R(A) este Cohen-Macaulay, este
suficient sa gasim un sir regulat cu n-r elemente omogene
din m = (Xg,..X,).

Demonstratie: Demonstratia are urmatoril doi pasi.

I. Daca gasim un astfel de sir regulat cu n-r elemente [J
depth(R(A)n)= n-r si cum, lema 1 avem in plus cd dim(R(A
)n)sn-r, rezultd ca R(LA), este 1inel local-C-M. Pentru a
ardta cad R(n) este C-M trebuie sa localizam si in alte
ideale maximale!

ITI. Fie I=F(pA). Daca n<R este un alt ideal maximal,
putem presupune ca P=(x; ..,X.) este 1idealul generat de
toate variabilele x;[n. Atunci I, este idealul fatetelor
complexului pap, care, conform teoremeli 4.2, este la randul
sdu altoit. Scriem n = P+Q, unde Q<k[Xes1,..,Xn]. Atunci R(
A)n = K[X1, .., Xe]p/Ip O, K[Xet1) ey Xn]o-
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Deci, pentru a aradta ca R(A), este Cohen-Macaulay
este suficient sa arat ca k[Xi ..,Xe]s/Ir este C-M,
deoarece, in mod evident Kk[Xe:1,..,Xn]o €Ste C-M! Numai ca,
in cazul inelului k[Xi,..,X.]s/Ir € vorba de localizarea 1in
idealul 1irelevant.. caz rezolvat 1in punctul I al
demonstratiei.

Pentru a putea ajunge la demonstratia rezultatului
central al acestuli capitol, avem nevoie de urmatoarea
lema, privind polarizarea idealelor.

Lema de polarizare: Fie R=K[X4,..,X,] si I=(my,..,my), unde
mi,..,Mg sunt monoame. Atunci exista o k-algebra de
polinoame R’'=K[Xi,..,Xn, X1', ., X" ] $1 un 1ideal I'=(ny,..,Ng)
Cu ny, .., Ny monoame libere de patrate si h=hy,..h, un sir
regulat de elemente omogene de grad 1 pentru R’/I’ astfel
ca avem: R'/(I’',h)UR/I.

I’ se numeste polarizatul idealului I.

Demonstratie: Presupunem ca variabila x; apare iIn m; la o
putere = 2. Presupun: m;=x;*g;, .. m=x:"g, cu a;=2 si a;=1
Si X; nu divide g; si nici f; pentru j>r. Fie R’=R[X.].
Consider idealul I’=<X¢x:**'Qi,..,XeX:* *9r, Friz, .., F><R’. Aleg
h=x,-x;. Evident, R’/(h)UR si R’/(I’,h)UR/I. De asemenea,
in I’ apar, intr-un sens evident, mai putine variabile la
puteri = 2 deci printr-un procedeu inductiv ajungem la
rezultatul dorit, odata ce demonstram ca h este element
regulat in R’/I’:

Presupunem prin absurd ca h nu ar fi regulat. Atunci
hUDiw,(R’/I’)zmA}szimP [ (L)PLAsSs(R’/I”) cu hLP.

Cum P este ideal monomial peste I’, stim ca P=(I":u),
unde u este un monom cu ulJI’. Cum h=x,-x.;[P, iar P este
ideal monomial [ Xe, x;[JP $1 deci XU, X ullI’.

XU [0 XU = XeX:2igaw O (ulIl”) [0 u = Xex,#172g;w.

’ 2 i-1 Q(oxlaj_lgjw' PN
XoULT” [0 XeU = Xo'X,&'gsw = 0O , dar 1iIn ambele

j
cazuri obtinem cd x, este in suportul lui w’ sau w'’, deci
in concluzie, putem simplifica cu X, obtinand astfel ca

uljI’ ceea ce este evident absurd!

Exemplu: Daca I=(X:% X%, X3), atunci I’'=(XeXi,X.1Xs,Xs) Si
hi=Xe-X1, 1ar hy=X_.i-X,.
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Teorema: Daca A este un complex simplicial altoit,
atunci: R(A)=R/F(aA) este un inel Cohen-Macaulay.

Inainte de demonstratie, enunt urmatorul corolar:
Corolar: Daca A este un arbore simplicial, atunci A este

nemixtat < R(A) este Cohen-Macaulay.

Demonstratie: Am ardtat deja cd un arbore simplicial este
nemixtat - A este altoit. Totodata, cum R(A) este Cohen-
Macaulay [J A este nemixtat, avem si implicatia inversa!

Demonstratia teoremeili: Presupunem ca frunza F; are
varfurile {y;, xi*,.x.'}, unde y; este un varf liber. Vrem
sd aratam ca sirul (*) yi-Xii,..,YV1-Xui'y s Yr-X1"y o, Yr-Xu~ €StE
un sir exact in R(A) care are 1iIn mod evident n-r
elemente! Atunci, din lema 2,va rezulta cd R(A) este C-
M.

Pentru a arata acest lucru, voli demonstra ca sirul de
mai sus provine din polarizarea inelului urmdator: S=k[y,
o, Yel/ (v, L, v, e, fs) unde f; este obtinut din fateta
G; prin inlocuirea cu y; a fiecdrui varf din GinF;.

Intuitiv, afirmatia de mai sus nu este greu de vazut.
Singura problemda care poate apdrea este <ca, prin
factorizarea cu sirul exact (*) sa nu ajungem cumva la o
permutare a varfurilor 1lui A. Pentru a evita aceasta
problemda, vom utiliza faptul ca pentru un complex altoit,

avem o ordine totala pe multimea {GnF;|GLA}.

Fie H.,..,H.;® toate fatetele care intersecteaza F,
astfel ca: HnF; [ .. [ He'nFi. Atunci, sirul (*) 1l
ordonam astfel cd dacd x.* [0 Hi [0 Xewsd [ HE.

Utilizam inductia dupda numarul de fatete ale 1lui A.
Daca inldturam o coada, si zicem G; atunci A’=A\<G;> este
in continuarea un complex altoit pe aceiasi multime de
varfuri si cu a(A’)=a(bd). Atunci daca R(A’)=R/F(LA7)
avem ca dim(R(a’))=dim(R(A)). Mai mult, A’ are aceleasi
frunze ca si A si anume F,,..,F.. Atunci, din ipoteza de
inductie, sirul (*) polarizeaza:

S ,:k[)/l/ e/ yr]/(ylmﬂl s yrur+1, f2/ fs) '

Ipoteza de inductie ne-a asigurat cd dupda aplicarea
sirului (*) toate fatetele 1lui A’ sunt refacute 1in
pozitiile lor originale si cu ordonarea lor initiald. Mai
avem de aratat ca procesul de polarizare reface si pe G,
pornind de la monomul f;.
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Dar asta este destul de clar, devreme ce pentru
fiecare i, G;nF; are locul sau fixat 1in sirul ordonat:
HinF; [J .. O He;*nF; . Atunci, dacd, card(G;nF;)=h;, primele
h; aplicari ale lui (*) refac G;nF; fdrda a muta aceasta
fatda in fatete care au intersectie mai mare cu F;.

Cum G; are 1intersectii disjuncte cu F,, .., F.,, odata ce
am factorizat prin sirul yi-x{,..,Yi-X,* constatam cu
bucurie ca G; a fost refdcutd la pozitia el initiald.

86.Dualizarea complexelor simpliciale.

Definitia 1: Fie A un complex simplicial. Se numeste
complexul simplicial asociat, al acoperirilor 1lui A,
notat Ay, complexul al carui fatete sunt acoperirile
minimale ale lui A.

Observatie: A este nemixtat - Ay este pur.

Propozitia 1: Daca A este un complex simplicial, atunci
Aw este un dual al lui A in sensul ca: Aww= A.

Demonstratie: Presupunem cd8 A=<Fi,..,F;> Si1 Ax=<Gy,..,Gp>.
Notam Q; idealul prim generat de elementele lui G;. Atunci
este evident ca I=F(A)=Q.n..nQ, deoarece Q; corespunde
uneli acoperiri minimale, I este 1ideal radical si orice
prim minimal peste I este de fapt un Q;!

Mai 1intai, aratam ca orice fatetda a lui A este o
acoperire cu varfuri pentru pAy. Consider fateta F;. Tot

cu F; notez si monomul corespunzator din I. Cum F;[Q;, [J1i,
rezulta ca F; contine cel putin un varf din fiecare G;.
Deci F; este o acoperire cu varfuri pentru Ay.

Presupunem ca F este o acoperire minimala cu varfuri
pentru Ay. Cum F contine un varf din fiecare G;, atunci F
, privit ca monom, apartine tuturor idealelor Q; si deci

FOI. Deci [Jj cu F; divide F, altfel spus F; [J F, dar cum
F; este acoperire cu varfuri pentru py 1ar F este

presupusa minimala [J F=F;. Dar asta ne arata ca Fi, .., F,
sunt toate acoperirile minimale pentru Ay, deci Aww= A.
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Definitia 2: Fie A un complex simplicial. Se numeste
complexul simplicial Stanley-Reisner asociat lui A,

complexul Ay= O (F(A))={F| FUA}.

Observatie: A, , = A. (Intr-adevdr: Ay = {F| FOA} [0 Dy
={F| FOA}={F|FOA}=A.)

Definitia 2: Fie A un complex simplicial. Se numeste
complexul simplicial complementar al lui A=<F,,.., Fs>,
complexul A°=<F,% ..,F, unde F;¢ = V\Fi;. V=multimea
varfurilor lui A.

Observatie: A°°=aA. (evident)

Definitia 3: Daca A este un complex simplicial pe
multimea de varfuri V={vi,..v,}, se numeste dualul
Alexander al lui A, complexul simplicial definit prin:

AV = {V\F |FOA}.
Observatie: (AY )= A. (evident)

Propozitia 2: Fie A un complex simplicial, atunci:

(a) Av= A

(b) AyvY = Aw = A°.

Demonstratie: (a)Rezultd imediat din relatia urmatoare:
N(A)= | P unde P = idealul generat de variabilele

FOA, fateta

care apar in complementara fatetei F.

(b) Din punctul (a) [0 Aw =0w* = A°. Nu ne mai ramane
decat sa ardtam ca AyV = A°. Dar AyY = {V\F|F[OA,} iar A
“={V\F|F[A}, numai cd F[OAy, - F[A, deci propozitia este
demonstrata!

Notiunile anterioare ar fi greu de 1inteles fara un

exemplu concret: y
u Y
Fie A = <Xyz,yzu,uv> : X
z
z
Atunci: Ay = <Xu, VYyu, yv, zu, zv>
u v
X
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A® = <uv, XV, Xyz> //////’,,,,r
X

z u
Ay = Ay = <yVZ, XVZ, XzZU, XyV, Xyu>

AV = <zyv, Zyu, Xzu, Xyu>

87.Secventialitatea Cohen-Macaulay a arborilor.

Definitia 1: Fie k un corp si R o k-algebra graduata. (In
particular, R=k[Xi,..,X,]. Fie M un R-modul. Spunem ca M
este R-modul secvential Cohen-Macaulay, daca exista o
filtrare a lui M cu submodule graduate:0 = MUM,U.UM, = M
astfel incat avem:

a)M;/M; ; este R-modul Cohen-Macaulay.

b)dim(M;/M; ) < dim(Mi.,/M;), pentru i=1,r-1.

Rezultatul principal al acestul capitol consta in:
Teorema: (Faridi) Idealul fatetelor F(aA) al unui arbore
simplicial este secvential Cohen-Macaulay.

Pentru a putea da o demonstatie a acestei teoreme,
avem nevoie de citeva definitii si rezultate preliminare:

Definitia 2: Dat I un ideal monomial generat de monoame

libere de patrate si A = &(I), definim idealul dual al
lui I,notat IY ca fiind idealul fatetelor complexului Ay.

Definitia 3: Spunem ca un ideal I<R = K[Xi, Xz, .., X,] are o
rezolutie 1liniara, daca R/I are o0 rezolutie minimala
libera astfel ca elementele nenule ale matricilor date de

aplicatiile R¥ - R¥-* sunt polinoame omogene de grad 1.
Teorema(Eagon-Reiner): Fie I<R = K[Xi, X, ..,X,] un 1ideal

monomial generat de monoame libere de patrate. Atunci R/I
este Cohen-Macaulay < IY are o rezolutie linjara.
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Demonstratie: vezi articolul ,Eagon-Reiner: Resolution of
Stanley-Reisner rings and Alexander duality, J.Pure Appl.
Algebra 130 (1998) no.3,265-275"

Teorema(Duval): Fie I<R = Kk[Xi, X3, ..,X,] un ideal monomial
generat de monoame libere de patrate si Ay = &(I)
complexul Stanley-Reisner asociat. Atunci R/I este
secvential-Cohen-Macaulay < pentru orice 1=0,..dim(4y),
daca Ay,; este subcomplexul pur de dimensiune i, atunci
R/N(Ay i)este un inel Cohen-Macaulay.

Demonstratie: Vezi articolul ,Duval A.M. Algebraic

shifting and sequentially Cohen-Macaulay simplicial
complexes, Electron.J.Combin.3(1996) no.1”

Exemplu: Fie A urmatorul complex simplicial:

Avem F(A)=<xyz, zu>
z u Avem Ay = <Xyu>

y

Ay o= <X,y,u>, decl Is= N(Aye) = <z>.

An,1 = <XY,Xu,yu>, deci I,= N(Ay:1) = <Xyz,Xyu,zu>.
An,2 = <XYyU=>, deci I, = N(AN,z) = <zU, zZX, ZY, XY, XU, yu>.

Se constata usor ca daca R=k[Xx,y,z,u], atunci R/I;
sunt 1inele Cohen-Macaulay pentru 1=0,2 deci conform

teoremei Duval O R/I este secvential-Cohen-Macaulay.

Definitia 4: Fie I un ideal monomial liber de patrate
intr-un inel de polinoame R=K[Xi,..,X,]. Pentru k>0, notam
I,y = componenta omogena libera de patrate de grad k 1in
I, generata de toate monoamele libere de patrate de grad
k din idealul I.

Propozitie (Criteriu de secventialitate-Cohen-Macaulay):
Fie I un ideal monomial liber de patrate intr-un inel
de polinoame R=K[X4,..,X,]. Atunci I este secvential Cohen-

Macaulay - pentru orice k, IYy; are o rezolutie liniara.

Demonstratie: Presupunem A = o&(I) = <F4 ..F5>. Presupunem
cd Ay = <G, ..G,>. Cum Ay = Ay (din propozitia 6.2(a))
rezulta cd Aoy = <GS, ..GS>. Fie 1il[}{0,.dim(by)} arbitrar

fixat. Notam Ay; = <H, ..H>. Din Teorema Eagon-Reiner, a
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arata ca I;= N(Ayi) este un ideal Cohen-Macaulay revine
la a arata ca I'; are o rezolutie liniara.

Din propozitia 6.2(a), observam ca I'; este 1idealul
fatetelor lui Ay ;¢ deci ne intereseazd ce se intampld cu
H® unde H este o fatetd iIn Ay ;. Cum H apartine unui

subcomplex in Ay rezultd cd existd o fatetd G;°[Jpn, astfel

cd HLG;°. Dar atunci G; = G;*° [J H° ceea ce se traduce prin
faptul cd H° contine o acoperire minimald cu varfuri a
lui A, deci este o acoperire cu n-(i+1) varfuri a lui A.

In mod similar, dacd G este o acoperire cu Varfuri
pentru A cu n-(i+l) elemente putem constata cad G° este o
fateta in Ay, ;.

Discutia de mai sus ne aratda cd 1idealul 1Y, este

generat de monoame corespunzdatoare acoperirilor cu n-1i-1
elemente pentru aA. Deci IY; = IYn.ia15. Atunci, conform
teoremei Eagon-Reiner, a ardta cd Ay: este Cohen-Macaulay
revine la a ardta ca I, are vrezolutie 1liniara.
Teorema Duval incheie demonstratia!
Definitia 5: Fie I=(my,..,my)<R un ideal monomial, minimal
generat de monoamele my,..,m;. Spunem ca I are caturi
liniare, daca exista o ordine pe my,..,m; pe multimea
generatorilor minimali astfel ca (my,..,my4):m; este
generat de o multime de variabile.

Lema 1: Daca I=(my,..,my) e un ideal monomial care are
caturi liniare si generatorii m; au acelasi grad, atunci
I are o rezolutie liniara.

Demonstratie: Facem 1inductie dupa q. Pentru q=1 este

clar. Presupunem q>1 si notam I’=(m,..,mqg:). Atunci, din

ipoteza de 1inductie I’ are o vrezolutie liniara, Si

conform unui rezultat de algebra comutativa (v.Brunns-

Herzog , Cohen-Macaulay Rings” sectiunea 5.5) avem:
Tori(k,R/I"), = , pentru a # 1i+d, unde d=grad(m;).
Tori(k,R/I":I),= 0@ , pentru a # 1i+1.

Consider urmatorul sir exact:
© oo R/(I':I)(-d) on. R/I’” oo R/I oo O
Prin trecere la omologie, obtinem sirul lung exact:
o Tori(k,R/(I’":I)(-d)) oo Tori(k,R/I)on Tori(k,R/I”)
o Tori.(k,R/(I’:I)(-d))o..
Observam de aici da daca Tori(k,R/I), # 0, atunci
rezulta ca a = i+d, deci R/I are o rezolutie liniara.
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Lema 2: Daca A este un complex simplicial pe multimea de

varfuri V={Xi, .., X,}. Presupunem ca x0OV astfel ca V\{x}
este o acoperire cu varfuri pentru aA. Fie P, idealul prim
generat de variabilele din V\{x}. Atunci localizarea lui
A in idealul P, corespunde, prin dualitatea acoperirii,
inlaturarii tuturor fatetelor lui Ay care contin pe X.
Altfel spus, daca A'=Ap S1 A4 ..,Ar sunt toate fatetele

lui Ay care contin pe x O Ay'=AuWN\{Ai, .., A:}.

Demonstratie: Sa observam mai 1iIntdi ca o fateta in Ay’
este generata de multimea variabilelor unui ideal prim
minimal peste I=F(A) care nu contine pe x si deci, 1in
particular, apartine lui Ayx. Reciproc, dacd A este o
fateta din auy\{A; ..,A:}, atunci 1lui A 1iIi corespunde un
ideal prim minimal peste I care nu contine pe X, deci un
ideal prim minimal peste Ipy.

Teorema 1: Fie A un arbore (padure) simplicial. Fie I=F(
A). Fie a(A)<i<n, atunci IY[;; are caturi liniare.

Demonstratie: Facem inductie dupa n = numarul de varfuri
ale 1lui A. Daca n=1, atunci A consta 1intr-un singur
varf, iar IY;; =(xy) are evident caturi liniare.
Presupunem asadar n>1.

I. Mai intdi, consider urmdtorul caz special: A este o
padure care contine fatetele {xi},..,{X;} pentru j<n.
Atunci putem considera I’=F(A) ca 1ideal in Kk[Xi,..,Xn-;]
(I,I’ au aceiasi multime de generatori, doar ca acesti
trdiesc in inele diferite).

Aplicand ipoteza de 1inductie, rezulta cd pentru
fiecare 1, I’Y;; are caturi liniare. Se verificd usor ca
avem: Iv[i] = I,V[i] + XnI/V[i_l].

Presupunem ca: I’';; =(Ai, ..As) Si I’Y[i1;=(Bi,..Bp), unde
generatorii sunt trecuti in ordinea corecta pentru caturi
liniare. Pentru a arata ca IY;; =(Ai, ..As) + Xn(Bi, ..By) are
caturi liniare, vom considera cazul cand exista un monom
mOk[Xi, X, ..., Xn] astfel ca mx,B;LJ(Ai, .., Aa, XnB1, ..., XnBj-1) .

Cum I’';.4 are caturi liniare, rezulta ca pentru o
variabila z care divide pe m, avem zx,B;j[J(X,Bi, .., XnBj.1) .
baca mx,B;[J(A,,..,A;) atunci cum B; este deja o acoperire cu

varfuri pentru A cu 1 elemente [ zB;[J(Ai ..,As). Cu atat
mai mult, pentru orice z care divide m, putem conclude ca
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zXn,B;LJ(A4, .., As)! Acest argument rezolva cazul cand A=<x,
.y X35> S1 j<n.

ITI. Dacd A=<Xi,..,X,> atunci singurul 1ideal ce poate f1i
considerat este I';,;=(Xxs.Xn) care prin definitie are cat
liniar in mod evident!

III.Acum putem trece la cazul general, presupundnd 1in
plus cd4 A contine o fatetda cu mai mult de un varf. Mai
mult, putem presupune cd A are o frunzd F cu dim(F)>0 si
cu un varf liber x = x;. Putem scrie atunci pentru Ay Ca:
Ay i; = O(I%4;) = <Az ..,As> [ <xBy,..,XBs> unde A, ..,A: sunt
acoperirile cu varfuri pentru A cu 1 elemente care nu
contin pe x, 1ar XxBi, ..,xBs sunt celelalte acoperiri cu
varfuri pentru A (cele care contin pe x). Observatie: Am

utilizat conventia xB={x}[]B!

Fie A’= Ap SI A'=p\<F>. Atdt A’ cat si A’ sunt
paduri care au ca multime de varfuri {x,, ..,X,}. De
asemenea, observam ca A’ este un complex simplicial
nevid. Folosind notatiile din lema precedentda, avem cda: A
"w(177<Az, ., A> $1 Ay, 377<By, .., Bs>.

Pentru a verifica wultima 1identitate, observam ca
pentru j=1,..s atunci din faptul ca xB; este o acoperire
pentru A, rezultda cd B; este o acoperire pentru aA’’'(caci
X este varf liber in F, deci x acopera doar pe F). Pe de
alta parte, dacada A este o acoperire pentru A~ cu i-1

elemente atunci xA este in Ay [i; deci XAL{xBs, .., XBs}.
Aplicand ipoteza de inductie pentru pdadurile A’si A"
rezulta ca idealele: Iv ,[i]:<A1, vy At> 51 Iv”[i-1]:<Bl, ey Bs>
din k[X,,..,X,] admit ambele caturi liniare. Putem
presupune ca ordinea A, ..,A: (respectiv B, ..,Bs) este
ordinea din definitia caturilor liniare. Vrem sa aratam
cd idealul IY/;;=(Ai, ..,A:)+x(B4,..,Bs) admite caturi liniare.
Aplicam 1inductie descendenta dupa 1. Evident, avem
IY=(X+.Xn) care admite caturi liniare. De asemenea,
putem presupune 1i>1, cacli IY;;; este generat de o multime
de variabile, daca nu este cumva zero.
a. Primul caz 1interesant este cel al idealului (A,
..,A:):XB;. Dar B; este o acoperire cu variabile pentru aA''=
A\<F> deci yB;[/IY;;; pentru orice varf y al lui F care nu
se afla in B,. Deci, dacda m este un monom astfel ca
mxB;LJI"V;;; atunci exista un monom n si un indice j astfel
incat sd avem mxB;=nA; (conform unei discutii precedente).
Daca B; deja contine un varf al lui F, atunci B; este
0 acoperire cu 1i-1 elemente pentru A si deci pentru

orice y care divide m [J] yB;[/{A4, ..,A:}. Altfel, cum exista
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un varf y al 1lui F in A;, daca y divide pe m, 1iardasi
rezulta ca yxBi[J(Ai, .., At)!

b. In cazul general al idealului (A, ..,A¢, XBi, .., XB;j.1) !XB;
daca pentru un monom m, mxB;LJ(xB,..,XB;.;) atunci din
ipoteza de inductie pentru IY'[;;; existd o variabila y
care divide m a.i. yx B;[(XBi, .., XBj.1). Dacd mxB;[J(Ai, .., A:)
atunci dintr-un argument analog cu cel de la pasul a,
gasim o variabila y care divide pe m cu yxB;[(Ai, .., A:).

Teorema: (Faridi) Idealul fatetelor F(aA) al unui arbore
simplicial este secvential Cohen-Macaulay.

Demonstratie: Fie I=F(A) Din teorema 1 si lema 1 [
idealul 1IY;;; are o rezolutie liniara, pentru a(A)<is<n.
Dar atunci, din criteriu de secventialitate-C-M [] g.e.d.

Corolar: Daca A este un arbore simplicial C-M (deci
nemixtat) atunci Ay este selabil.

88.0 generalizare a notiunili de arbore simplicial.

Definitia 1: (Zheng) Un complex simplicial conex A se
numeste cvasi-arbore daca fatetele lui A pot fi ordonate
F., F,,..,F, astfel ca F; e frunza pentru <F4, .., Fi;>,1=2,..m.

Daca nu mai cerem conexitate, obtinem notiunea de
cvasi-padure.

Observatie: Daca A este arbore(padure) atunci A este
cvasi-arbore (cvasi-padure). Reciproca, 1in general, nu
mali este adevarata.

Exemplu: Acest complex este cvasi-arbore, dar
nu este arbore, fiindca, daca inlaturam
fateta din mijloc, ceea ce obtinem nu

//// /////\Tif are nici o frunza!

Propozitie: Daca A este o0 cvasi-padure, atunci N(A) e
generat de monoame de gradul 2.

Demonstratie: Fie F; F,,..,F, 0o ordine bunad pe multimea
frunzelor. Aplicam inductie dupa m. Pentru m=1 este clar.
Ccum A’=<F;, F,, ..,F,.> e tot cvasi-padure, A’ verifica
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ipoteza de 1inductie. Fie F, o coada pentru F, (k<m).
Atunci [JGOA’ [0 Gn(F,\F¢)=0.

Presupunem c& existd H o non-fatda minimala cu cel
putin 3 elemente. Cum H e non fata, (L)p[H cu plLF,. Daca
qLF, OO {p,q}ln, deci (L)j<m cu {p,q}LF;. Deci qlLF;nF, [J
qlF,, deci Hn(F,\F,)=0, ceea ce aratd ca H este o non-
fatda minimala in A’ cu cel putin 3 elemente. Absurd!

Definitie: Daca A este un complex simplicial pe multimea

de varfuri V={v.,..v,}, se numeste dualul Alexander al 1lui

A, complexul simplicial definit prin AY = {V\F |FOA}.
Evident, (AY)'= A.

Teorema: (Caracterizare algebrica a cvasi-padurilor)
Fie A un complex simplicial. Atunci A este cvasi-

padure < pd(N(AY))=1

Teorema: (Dirac) Fie G un graf. Atunci UASE:

(1)G este cordal.(orice ciclu cu lungime=3 are o coarda)
(2)G este 1-scheletul unei cvasi-paduri.
89.Caracterizarea topologica a arborilor simpliciali.

Definitie: Un spatiu topologic X se numeste contractibil,
daca este omotop cu un spatiu topologic format dintr-un
singur punct Xxg[IX. Adica: Exista F: Xx[0,1] - X continua
astfel ca F(x,0)=x, ,0OxOX si F(x,1)=x ,0OxOX. (Altfel
spus, aplicatiile 1x si X, sunt omotope)

In general, doud spatii topologice X si Y se numesc
omotope, daca exista f: X - Y si g: Y - X continue
astfel ca fog:; 1, si gof; 1.

Exemplu: i " este contractibil. Intr-adevar, aleg omotopia
F:i "x[0,1] - i", F(x,t)=tx, OxOi " si OtO[0,1].
Analog, o submultime stelata in i " e contractibila.

Definitie: Dat A un complex simplicial abstract, putem sa
ii asociem realizarea sa geometrica intr-un spatiu i ",
astfel: Unei fatete de dimensiune q 11 asociem un (-
simplex standard (=acoperirea convexa a (q+1 puncte afin
independente). Lipim apoi (topologic) aceste simplexe,
dupa cum ne spune intersectia fatetelor..
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Propozitie: Fie G un graf, atunci G este arbore =
Realizarea sa geometrica este un spatiu topologic
contractibil.

Demonstratie: Un arbore este wun graf fard ciclii.
Geometric, asa <ceva este un spatiu contractibil!
Reciproc, dacd G nu este arbore, atunci contine un numar
de gq>0 ciclii, ceea ce topologic revine la o sumd conexa
de q cercuri (spatiu care evident nu mai e contractibil!)

Problema care se pune este daca ne putem astepta la o
generalizare a acestel propozitii pentru arbori
simpliciali arbitrari (sau cvasi-arbori, de ce nu?). In
primul rand, sa observam ca nu mai puteam avea O
caracterizare cu ,daca s$1 numal daca”, ceea ce reiese
imediat din exemplul urmator:

Exemplu: A Este un spatiu contractibil, dar nu
este arbore (nici cvasi-arbore!)!

Teorema:
Daca A este un arbore, atunci A este un spatiu
topologic contractibil.

Cheia demonstratiei constd in urmatoarea lema:
Lema: Daca A este un complex simplicial care are o frunza

FOA, atunci A este omotop cu A\<F>,

Demonstratie: Fie G o coada pentru F. Atunci varfurile

lui F fie sunt libere, fie sunt in FnG. Numai ca FnG
este o fatd in A, deci geometric vorbind este un 1-
simplex. Se observa atunci imediat cd F se retracta la

FnG, deci de fapt A se retracta la A\<F>.

Demonstratia teoremei: Aleg F; F,, ..,F, 0 ordine buna pe
multimea frunzelor. Aplicand succesiv lema anterioara,
constat cd: a=<Fi, ..,F,>, <Fi,..,Fy,.1>;... <F;> care este un
spatiu topologic contractibil!

Consecinte:
1.Daca A este un arbore simplicial, atunci A este
contractibil.
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2.Daca A este o0 cvasi-padure (sau o padure) atunci A e
omotop cu o multime discreta de m puncte, unde m= numarul
de componente conexe ale lui A.

* *
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