Tema: Metode avansate in studiul ecuatiilor diferentiale
stocastice; aplicatii in matematica financiara si analiza
sistemelor.

Obiectiv 4: Inegalitati integro-diferentiale si solutii polinomiale
cu aplicatii in matematica financiara
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Consideram un proces constant pe portiuni A\(t,ws) : [0,00) X 2y — S,
S C R", pe un camp de probabilitate complet {Qy, F2, P}, astfel incat

A(t,wa) = Mg (we), pentru t € [tr(w2), tpi1(w2)), k =0, we € Qo,

unde 0 = to(w2) < t1(wa) < -+ < tr(w2) < tpg1(w2) < ... < 00 este un sir
crescitor de variabile aleatoare, satisfacand ¢(wy) — 00, a.e. wy s1 i este
un vector aleator, pentru k£ > 0.

Pentru fiecare &y € )y arbitrar fixat, notam A(t) = A(t,@,), t > 0 si iy =
ti(@s), k > 0. Prin definitie, A(¢) : [0,00) — S este o functie determinista
constantd pe portiuni, satisficand A(t) = A, pentru t € [t,x11), unde
Ak = A (@2).

Pentru fiecare z € RY D R”, fie {§(¢,x); t > 0} unica solutie o sistemului
stocastic diferential

dy(t) = go(y(t); A(1)) dt + Zgj(y(t); MB) dW;(t), ¢ >0, y € RY,

y(0) ==z,
unde campurile de vectori

sunt presupuse continue si marginite in raport cu A € .S.
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Campul go(y; A) nu este presupus liniar, dar satisface o conditie Lips-
chitz globala in raport cu y € RZ  Aici W(t,wy) : [0,00) x ; — R™
este un proces Wiener standard peste spatiul de probabilitate filtrat com-
plet {Q, F', {F!}i=0,P1} si o solutie a ecuatiei (1) este construita folosind
calculul stocastic Ito.

O problema de portofoliu (optiunea de tip american) si strategiile sale
admisibile pot fi descrise printr-o functie valoare de forma

V(t,z) = O0o(t, z)yo(t) + (O(t, ), 9(t, x)), t >0, 2 € RY, (3)

unde yo(t) = exp(—7t) si Oy(t, z) € R, (¢, z) € R? sunt procese F}-adaptate,
pentru fiecare z € RY fixat.

Notam prin P,(y; A) multimea polinoamelor de grad p in raport cu vari-
abilele (y1,vs, .. .,ya) = y, ale ciror coeficienti sunt functii continue si margi-
nite de A € S. Prin P,(y) C P,(y; \) desemnam multimea polinoamelor cu
coeficienti constanti.

O strategie admisibila (6y(¢, z),0(t,z)) € R4 corespunzitoare functiei
valoare V (¢, z) depinde de un polinom fixat ¢ € P,(y; A) si trebuie sa satisfaca
restrictiile

V<t7 $) = exp(yt)V(t,x) 2 eXp(’YLL)QO(@(t,Z‘), 5‘@))? t =0, (4)
V(t,z) = V(ty, ) +/£ exp(ys)(0(s,x), dg§(s,2)), t € [tp, trr1), (D)

pentru fiecare k > 0 si 2 € R?, unde am folosit notatia prescurtati
(0(5,2), ds (s, @) = (0(s, ), 9o (5(5,x), A(s))) ds +
+ ) (05, 2), 9;(5(s, ), A(s))) AW (s).
j=1
Pentru a gasi astfel de strategii, este nevoie sa precizam acele conditii
care permit gasirea lor intr-o forma "bucla inchisa” (“feedback shape”),
0(t,x) = dyp(§(t, x); A1), t 20, x € R (6)

si

~

Oo(tr, ) = exp(vtr) (0, \y). (7)



Remark 1. Din motive de simplitate, pentru calcularea strategiilor admisibile
vom include forma "bucla inchisa” ” (6) si (7) in definitia acestor strategii si
vom cauta (7, @), ¢y € Pa(y; A) corespunzatoare, astfel incat ecuatiile (4)
and (5) sa fie indeplinite. Subliniem ci aceastd abordare ne va conduce la o
strategie admisibila (0y(t, ), 0(¢, z)) € R¥ in conditiile

(a) ¢, € Pa(y; \) este o functie convexi in raport cu y € R%

(b) (7, ¢5) este o solutie netriviald a inegalitatii eliptice

m

Yoy A) + ;Z@Q%(y, Ngi(y; A, g5y A) <0, (y,A) € RIxS. (8)

J=1

Forma "bucld inchisd” (6) este in acord cu restrictiile (4) si (5) fara impli-
carea proprietdtii de convexitate (a) si analiza poate fi redusa la inegalitatea
eliptica (8). Pe de alta parte, ea induce o componenti a procesului continua
pe portiuni {6y(t,z); t > 0}, care este masuratid ca o variabila aleatoare la
fiecare moment ¢ = i), k > 1, astfel incat

~

o (k. ) +exp(yi) (By e (§(Er, @) ), G (En, 7)) > exp(vii)on (G (ks 2); An).

Putem obtine o simplificare alegand forma "feedback” (7), cu conditia ca
afirmatia (a) din remarca 1 sa aiba loc.

Problema A1. Pentru f € Py(y) convex, sd se gaseasca o constanta + diferitd
de zero si o functie convexd ¢., € Pa(y; A) in raport cu y € R? astfel incat

t
Fl(t,x) = eXp(Wt)%(ﬁ(t,x);/\kH/ exp(vs) f(y(s,x))ds, t € [t tes1) (9)
tk
poate fi reprezentata ca
t
F(t.0) = F (o) + [ exp(9)(0,0(0(5.2): ), degls. ), b0, (10
tk

unde am folosit notatia prescurtata
(O (s, x), ds g(s,2)) = <9k(8 ), 90(i(5, %), A(s))) ds +

+Z@sx%<>xnwwa



Problema B1. Pentru f € Ps(y) convex, si se gdseasca o constantd vy diferita
de zero si a functie convexi p, € Pa(y; ) in raport cu y € R? astfel incat
sa fie satisfacuta ecuatia eliptica

Yo, (¥ A) + f(y) + L, (1) = 0, (y,A) € R? x S, (11)

unde L : Py(y; \) — Pa(y; A) este operatorul liniar definit prin

ISR

J=1

Ro(y; Ngi (i A), g5(y; V). (12)

l\')l»—t

Remark 2. Fiecare solutie netriviala (f,~,,) a problemei Bl este o solutie
a problemei A1. In aceastd privinta, aplicand regula standard de diferentiere
stocastica pentru fiecare F}(t,x), t € [ty,try1) definit in (9), obtinem repre-
zentarea integrald data in (10).

Considerdm functia test U(t,y) = exp(7t)py (y; Ar); t € [tr, fri1) asociati
cu procesul continuu {§(t,z); t € [ty,{rs1)} satisficand sistemul (1). Fie
(f,7,®~) o solutie a peoblemei B1. Atunci, pentru ficare £ > 0 rescriem
U(t,y(t, x)) sub forma

UL, (L, ) = exp(vir)ey (9T, ); A) +

+/£ exp(v8) [y + L(0y) (s, 2): Ap)] ds +
+Z/t exp(75)(Dypy (9(s, 2); Me), 95 (G (5, 2); Aw)) AW (s),

pentru orice t € [y, ;1) si k = 0, unde L : Py(y; A) — Pay; \) este opera-
torul liniar definit prin

l<f“9590(y; NGi(Y; A), 95 (y; A))-

L(o(y; N) = (9y0(y, A), go(y; A)) + 5

L poate fi rescris sub forma

L((y; M) = (0y0(y, N, 9o (y; N)) + L(so(y; M),

unde operatorul L este dat in formula (12). Atunci
t
F(t0) = Ut 0) + [ exp(rs) (3 0)ds, ¢ € [ i)
ti

4



sau echivalent

~

F(t, @) =exp(vt)pq (Gt 2); A) +

+ [ explr9)(0y, i 2 ). dsi(s, ) + "

tr

+/ exp(78)[yey 4+ f + Llwy)](4(s, 2); Ar) ds.

tg

Observam ca daca (f,7,p,) este o solutie a problemei B1, atunci ultimul
termen integral din (13) se anuleazi si equatia integrala (10) este astfel sta-
bilita.

Atunci cand definim strategii admisibile (6y(t,z),0(t,z)) € R astfel
incat restrictiile (4), (5) si (6) sunt satisfacute, putem folosi reprezentarea
integrald data in problema Al fara a impune o proprietate de convexitate
pentru functia ¢, € Pa(y; A). Pentru a obtine un sir de valori deterministe
{0o(ty, x); k > 0}, astfel incat

V(ty, ) =00(fy, x) + exp(vir) (0,05 0k, 2); M), §(E, 7)) >

TP AT A (14)

este nevoie sa presupunem ca ¢, este o functie convexa in raport cu y € R¢
si

~

Oo(tx, z) = exp(vEk)ipy(0; Ar) (15)
satisface (14).

Lemma 1. Fie (f,,¢,) o solutie netriviald a problemei B1, si presupunem
cd f(y) = 0, pentru orice y € Re. Definim

0(t,x) = d,0,(J(t, 2); A(t)), t > 0,2 € RY, (16)

si fie {0o(t,x); t = 0} procesul continuu pe portiuni satisfacind ecuatia inte-
grald (5), unde Oy(ty, x) este definit in (15). Atunci (6y(t,x),0(t,x)) € R
este o strategie admisibila (vezi formulele (4) si (5)) satisfacand forma “feed-

back” (6) si (7).



Proof. Prin ipoteza, conditiile din remarca 2 sunt indeplinite si (f, v, ¢,) este
o solutie netriviala a problemei Al. Obtinem

~

exp(vt)goﬂg)(t, 517); 5\k) = eXP(’Yfk)%(ZQ(sz, JU); )\k) +

+ / exp(75) {0y (§(s. 2); M), ds (s, 2)) — (17)

ty

- [ e stats. ) as,

tk

pentru fiecare ¢ € [fk, ka) sik>0.
Pe de alta parte, functia valoare

V<t7 ‘7;) = 90(t7 I) + exp(’yt) <ay90'y(g(ta I‘), S\k)v ?3(@ I)>7 te [tAka zgk:—i-l)
satisface
V(t,x) = exp(yt)p, (§(t, 2); M), t € [tk tirn).

Punand 6(f, z) = exp(vie)p(0; i), pentru fiecare k > 0, restrictiile (14)
sunt indeplinite, in virtutea faptului ca gradientul d,¢.(y;\) unei functii
convexe satisface inegalitatea

(0,0 (23 A) — 0y (Y13 ), y2 — y1) = 0, y1, 0 € RE N € S. (18)

Definim acum {0y(¢, z); t € [ty, tx+1)} ca solutie a ecuatiei integrale (5), unde

Oo(tx, x) = exp(yi) - (0; Ay

este fixat. Ca o consecinti, folosind ecuatia (17) obtinem ultima parte a
concluziei din lema. O]

Remark 3. Analiza continuta in lema 1 arata ca o strategie admisibila cu o
forma "bucla inchisa” poate fi construita folosind o solutie netriviala (f,~, ¢-)
a problemei B1. Pentru f € Py(y) fixat, o solutie (v, ¢,) a ecuatiei eliptice
(11) se construieste folosind seriile

1 .
Z Lt (f , for y <0, Ly = L (19)

~ hl'4
unde L : Pa(y; \) — Pa(y; A) este operatorul liniar definit in problema B1.
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In masura in care operatorul liniar f’lvl actioneazd pe Ps(y; \), pentru
simplitate vom presupune ca f(y) = ({(¢,y))? unde ¢ # 0 este un vector
propriu comun matricelor A;()), astfel incat A%(N)g = p;(N\)g sip;: S — R
este continuu si marginit, pentru orice 1 < 7 < m.

Lemma 2. Fie f € Py(y) si g;(y;\) = A;(Ny + a;(N), j = 1,2,. M,
dat ca mai sus. Fie v < 0 astfel incdt w 1, unde p(N) = 370, p ( ) si
l|lpell = supyeg p(X). Atunci functia
yi A |ZL|v|
b(A) (A) )
1 a
- + g,y + =L, yeRi e S
e A T TR

este o solutie a ecuatiei eliptice (11), unde b(A) = 2377 1j(M){g, a;(\)) si

a(A) = 35 ({g, a;(M))*.

Proof. Prin ipoteza, este usor de vazut ca

Z Ny +a;(MN]*qq* [A;(Ny + a;(N)] =

Z Ny +a;(\))? =
w(A) f(y) +0(A){g y) + a(A).

<.
[y

Prin urmare

L (£)(y; ) = %f(y) + %(q, y) + %

Un argument de inductie ne conduce la

£ (D) =(%) Fy) + (%) bfj‘) (0.5} +

E—1
+ (@) @, for any k£ > 1
ol vl

(21)



prt 7= 1(N)
unde se tine seama ca p,(A\) < 1, pentru orice A € S (vezi H < 1). Intro-
ducand formula (21) in (20), obtinem
1 1 b(\) 1 a(X)
Pr(y: ) = =S (Y) + 5N 770 9) + 5N 7
! ol T T
si inlocuind S(A) = % obtinem indeplinirea concluziei. O

Remark 4. Solutia problemei Bl construitd in lema 2 face uz de o functie
convexd speciald f(y) = ((¢,y))? cu ¢ € R? ca un vector propriu comun
matricelor A;(\), j=1,2,...,m.

Presupunénd ca exista mai multi vectori proprii @ = (¢1,¢2,...,¢s), S <
d, astfel incat
Q" A;(N) = p;(NQ7, 1;(A) €R, j=1,2,....m, (22)

atunci f(y) = (Q*y, Q*y) este in acord cu concluzia lemei 2 si calculul funtiei
convexe ¢, € Pa(y) urmeazi aceeasi procedura.
In plus, pentru yo € R? arbitrar fixat, putem considera o functie convexs

fly) =(Q (v — v0), Q" (v — ¥0)),

unde 2(t,x) = §(t,x) — yo, t > 0, satisface sistemul liniar
dz(t) = ho(2(t); ) dt + Y hy(2(t); A) dW(t), t > 0,
= (23)
2(0) = = — yp.

inlocuieste campul de vectori original g;(y; A din sistemul (1) si functia f(z) =
(Q*z,Q*z) satisface (22).

In concluzia analizei de mai sus enuntam teorema care urmeaza.



Theorem 1. Fie g;(y; \) = A;j(N)y+a;(\) dat astfel incdt (d x d) matricele
Aj(N) si vectorii aj(N) € RY sunt continui si marginili in raport cu X\ €
S C R™, pentru j = 1,2,....,m st d < n. Consideram un camp vectorial
go(y; \) € R? care este global Lipschitz continuu in raport cuy € RY, uniform
in A\ € S. Definim o functie convexd f € Py(y) prin

fy) ={(Q"(y = ), Q" (y — w0)), (24)

unde yo € R? este arbitrar fizat si Q = (q1,qo,-..,qs), ¢; € RY, s < d, sunt
vectori proprii satisfacind relatiile

Fie v < 0 astfel incat |||/;:| < 1, unde ||p]| = sup p(A), p(A) = > (N).
k0 =1
Atunci

1
Py (y; A L Yid) = 3 X
\\EIM (%

ol
xp@ <ﬁ)

este o solutie a ecuatiei elliptice (11), unde b(\) = 2377, 11;(N)Q*d;(N),
a(N) = LI Q7 NI, di(0) = a5 + A;(Ngo, § = 1,2....,m, 5i S =

(26)
, Q" (y — )>+|(|) yeRY NeScs,

Proof. Folosind aplicatia liniara z = y — o, rescriem

f) = f(z) =(Q"2,Q"2),

si solutia {g(t,z); t > 0} satisfacand (1) este schimbata in Z(t,x) = y(t, )
Yo, care satisface sistemul (23). Aici hj(z;\) = Aj(z;N)z + d;(N), § =
1,2,...,mand ho(z; A) = go(z + yo; A).

Procedura folosita in demostratia lemei 2 este applicabila aici si functia
convexa ¢, € Psy(y; A) data in (26) satisface ecuatia (11). O

Theorem 2. Presupunem ca campurile vectoriale g;(y; \), ¢ = 1,2,...,m
st v < 0 satisfac ipotezele teoremei 1'. Fie (f,7,¢,) solutia netriviald a
problemei B1, astfel incdt relatiile (24), (25), (26) sunt indeplinite. Definim

0(t, ) = Dy, (U(t, 2); A1), t = 0, = € RY, (27)

Lenuntata in precedentul raport



si fie {Oo(t,x); t = 0} procesul continuu pe portiuni satisfacind ecuatiile
integrale (5), unde

Oo(tr, ©) = exp(viy) ypr (yo; M), k >0, z € R, (28)

si yo vine din formula (24). Atunci (0y(t,z),0(t, 7)) € R¥* este o strategie
admisibilda corespunzatoare functiei valoare

V(t,z) = 0o(t,2)yo(t) + (0, ), §(t,z) —yo), t = 0, x € R%

Proof. Prin ipoteza, solutia netriviald (f,v,,) a problemei Bl construita
in teorema 2 indeplineste conditiile din lema 1. Forma “feedback” reco-
mandatd de ecuatiile (15) si (16) foloseste valorile deterministe 6y ({y,2) =
exp(vfk)¢7(0; j\k)7 pentru k£ > 0, care nu sunt corelate cu forma speciali pe
care am obtinut-o aici pentru functiile convexe f € Py(y), ¢, € Pa(y; N).

Conform cu expresia functiei ¢, data in formula (26), cele mai simple
valori sunt obtinute pentru y =y, € RY, i.e.

& 1 a(;\k)
0 (Yo, A\p) = < , k>
! v — () 1l

Aceasta este o usoard schimbare in definitia formei “feedback” (vezi for-
mulele (6) si (7)) si este in acord cu aplicatia liniard z = y — y, folosita
in demonstratia teoremei 1, pentru care z = 0 corespunde formei speciale
“feedback” datd in (15) si (16).

Ca o consecinta, (0y(t,z),0(t,x)) € R4 definita in (27) si (28) este o
strategie admisibila corespunzatoare functiei valoare

V(t,z) = 0o(t,x)yo(t) + (O(t, ), §(t,x) —yo), t = 0, x € R?

si 2(t,x) = y(t,x) — yo, t = 0, este solutia sistemului (23). O
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