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1 Introducere. Formularea problemelor

Procesul continuu pe portiuni si F-adaptat {z(¢t,z) € R"; t > 0,z € R"}
supus analizei este solutia unicd a unor ecuatii stocastice integrale continand
comutari si salturi. Analiza se bazeaza pe descompunerea

2(t,x) = 2(t,z) +y(t), t >0, (1)

unde {y(t); t < 0} este un proces F;-adaptat cu salturi, iar procesul continuu
si Fi-adaptat {Z(¢,z); t < 0} este solutia unica a unui sistem de ecuatii
diferentiale stocastice (e.d.s.) continand comutari

iz = fo(2 +y(O); () dt+ D fi(2 +y () dW;(2), ¢ >0, (2)

2(0) = x.

Aici campurile vectoriale f;(z, 1) € R", (2,u) € R® x R? pot fi neliniare,
w(t) = (wy(t),ws(t),. .., wy(t)) : [0,00) — R™ este procesul Wiener stan-
dard peste campul de probabilitate filtrat {Q, {F} C F, P}, iar A(t) :=
(y(t), p(t)) € R™ x R? este un proces constant pe portiuni si mérginit. Lega-
tura dintre "exponent Liapunov” pentru procese cu salturi si inegalitati inte-
grale se caracterizeaza prin urmatoarea problema.

Problema (P;). Sa se determine constanta v < 0 astfel incat procesul U, :=
(expyt)p(z(t,x)), t > 0 este superior marginit de o martingald continud

M,(t,x) = ||$|!2+CW+Z/O (expys)(Dap(2(s, 7)), f5(2(s, 2); pls))) AW;(s),

1



(3)

> 0, unde C, > 0 este o constantd si ¢(z) = ||z

O constanta v < 0, solutie pentru problema (P;) se numeste exponent
Liapunov si are implicatie directa in determinarea stabilitatii exponentiale in
Ly(9, P) a procesului continuu pe portiuni {z, (¢, ) = (expyt)z(t,z), t > 0}.
Problema (P3). Si se determine constanta v < 0 astfel incat procesul
scalar U, (t,x) = (expt)p(z(t,x)), t € [0,T] este superior marginit de o
semimartingala continua

S, (t,x) = |2l +C, + / (expy5) (Do (2(5,)), d2(s,2)), £ € 0,T], (4)

unde C., > 0 este o constantd, p(z) = ||z]|?) si 7 d;2(¢, x)” reprezintd diferen-
tiala stocastica a procesului continuu {Z(¢,z); ¢t > 0} care satisface sistemul
de e.d.s. (2).

O constantd v < 0, solutie pentru problema (Ps), ne conduce la construc-
tia de strategii admisibile asociate cu functionale ¥(2) < (exp~T)||z||* +
b, b > 0, si folosind procesul continuu pe portiuni {z(¢,x); t € [0,7]}.
O proprietate de stabilitate slaba a lui {z(¢,x); ¢ > 0} (in probabilitate)
fara implicarea unui exponent Liapunov isi gaseste solutia daca urmatoarea
problema este solutionata.
Problema (P3). Se presupune

([Ao(2,1) + Ag (£,0)]2,2) < 20| 2%, 2 € Rt >0, (5)

pentru 5 < 0 si A;(2,¢) fo [0.fi(0% 4+ y(t); u(t)]d6, i € {0,1,...,m},

tlim Y(t) = Yoo existd in Ly(Q, P), (6)
FO0) =0, 20,0 € {0.1,....m). (7)
Sa se gaseasca conditii suficiente asupra lui 3 astfel incat tlim 2(t, ) = Yoo

in LQ(Q, P)

Un raspuns pozitiv pentru problemele (Py), (P3), (P3) se sprijini, respec-
tiv, pe solutiile urmatoarelor inegalitati diferentiale.

[ve + Li(y QZHfz )% 2eR"t>0, (8)



[y + La(e QZHﬂ )2 2 eR™ >0, 9)

1Bl + Li(p)](2;t) < OZGR" > 0. (10)

Aici operatorii diferentiali de ordinul al doilea L; si Ly sunt definiti prin

Li(W)(2,) = (06(2). fo(2 + y(t)s u(0) +
3 O+ ) £ + i),

Lo(v

l\')|'—‘

Z 5 +y);u), (2 +y@);u®).  (12)

Rezultatele pr1nc1pale privind problemele (Pq) si (P3) sunt detaliate in
teoremele 1 si 3 pe care le vom expune in continuare.

Existd situatii in care nu avem acces la starea z(¢,z) € R" si se observa
numai o variantd redusd {h(t,z) :== QT z(t,z), t > 0} a procesului continuu
pe portiuni. In aceste cazuri, problemele (P1)—(P3) se transferd procesului
observat h(t,z) = QTz(t,z), t > 0, dacid matricea Q := (by,by,...,by),
bj € R*, j € {1,2,...,k}, impreuna cu matricele A;(2,t) := fol[azfz-(eé +
y(t); u(t))]do, i € {0,1,...,m} satisfac conditiile

(13)

existd matricele marginite B;(2;t), 2 € R" t > 0 astfel incat
QT Ai(2:1) = Bi(5:0)QT, i € {0,1,...,m}.

Asumand conditiile (13), definim campurile vectoriale g;(h; a(t)) € R¥,
liniare in h € R*

gi(h;a(t)) == B;(2(t,z); t)h + QT fi(A(1)), i € {0,1,...,m}, (14)

unde «(t) := (t,2(t,z),A(t)), t = 0. Ca urmare, ecuatiile integrale care
descriu evolutia procesului {z(¢,x); ¢ > 0 continuu pe portiuni se va inlocui
cu sistemul de ecuatii integrale

f@@ﬂﬁde)/%w r);a(s))ds +
+Z/% s5,); a(s)) dW(s),



iar descompunerea h(t,r) = ht,z) + QTy(t), t > 0, continand componenta
continud {h(t,x); t > 0}, este adevarata. Aici {h(t,x); t > 0} va fi solutia
unica a sistemului de e.d.s.

~

dh = go(h + y1(t); a(t)) dt + zm:gj(ﬁ o (); ) AW (1), t =0 0
7(0) = Q"x, unde yy(t) := Q"y(1).

Sistemul de e.d.s. (16) are aceeasi formé cu sistemul original (1) avand cam-
purile g;(h; a(t)) liniare in h € RE.

2 Prezentarea unor rezultate auxiliare si a
ipotezelor de lucru

Fie {Q,{F:} C F,P} un spatiu de probabilitate filtrat si w(t) : [0,00) — R™
un proces Wiener standard. Fie dat un proces continuu pe portiuni si F;-
adaptat A(t) := (y(t), u(t)) : [0,00) — R™ x R% si definim procesul continuu
pe portiuni si Fi-adaptat {z(¢,x); t > 0 ca solutie unica a urmitorului sistem
de e.d.s. care contine salturi si comutari,

dt@=x+Mﬂ+AfMd&@m@D®+

mooat (17)
£3° [ et sl awi(s), ¢ >0
j=1""
Campurile vectoriale f;(z;p) € R", i € {0,1,...,m}, sunt functii continue
de (z,11) € R™ x RY si satisfac conditiile
fi(z; p) este continuu diferentiabild in z € R" si 18)
0. fi(z; p(E)]II < C, (2,1) € R®" x Ry, unde C; > 0 e o constanta.

Procesul continuu pe portiuni A(t) = (y(t), u(t)), t = 0, este Fi-adaptat si
satisface urmatoarea conditie de marginire,

ly@OIPILAO)* < Kexprt, t >0, i €{0,1,...,m}, (19)



unde K > 0 si v > 0 sunt constante. Asumand (18) si (19), din (17) obtinem
o solutie unica {z(t,z); t > 0} care se va descompune sub forma

2(t,x) = 2(t,z) + y(t), t =0, (20)

iar procesul continuu si Fi-adaptat {Z(¢, z); t > 0} satisface urmétorul sistem
de e.d.s.,

diz = fo(2 +y(B); p(®) dt + Y fi(Z 4+ y(0); p(t) AW (1), t > 0, e

2(0) = x.

Comportarea asimptoticd a procesului {z(t,x); t > 0} este analizata
utilizand inegalitati integrale asociate cu functionale standard U, (t,x) =
(expyt)p(z(t, 2)), t > 0, p(2) = [|2]*.

Definitia 1. O constanta 7 < 0 este exponent Liapunov pentru procesul
continuu pe portiuni {z(¢t,z); t > 0,z € R"} daca {U,(¢t,x); t > 0} este
marginitd superior de o martingala

M, (t,z) = va||2+Cv+Z /0 (expy8){D:p(2(s, ), f5(2(s, 2); p(s))) AW (s),

ie. U, (t,z) < M,(t,z), pentru orice t > 0, x € R”, unde C, > 0 este o
constanta.

Observatia 1. Notam cd v < 0 este exponent Liapunov pentru z(¢,z) =
Z(t,x) + y(t), t = 0, dacdy < 0 este exponent Liapunov pentru componenta
continua {Z(t,z); t > 0} si, in plus, |y| > v, unde v > 0 este datd in (19).
O constantd v < 0 este exponent Liapunov pentru {Z(¢,z); t > 0} daca

~

U, (t,x) = (expyt)p(2(t,x)), t > 0, este marginitd superior de o martingald
mo et

M, (¢, x) = H$||2+CW+Z/O (exps)(D-p(2(s, ), f5(2(s, 2); ul(s))) AW (s),
7j=1

ie. Z;L,(t,x) < Mv(t,x) pentru orice t > 0, x € R", unde CA’7 > 0 este o
constanta.
Observatia 2. Pentru a obtine martingala {M,(t,x); t > 0} asociata

cu procesul continuu U, (t,x) = (expyt)p(i(t,z)), t > 0, este necesar si
reprezentam acest proces ca o semimartingala,
U, (t,x) = D,(t,x) + M, (t,z), t >0, (22)
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in care partea "drift” D, (¢, ) este marginitd superior,

D,(t,x) < ||z|]* + C,, t > 0,2 € R", (23)
unde CAK, > ( este o constanta.

Observatia 3. Atat martingala {M,(¢,z); t > 0} cat si procesul continuu
{D,(t,z); t > 0} care satisfac (22) si (23) sunt deﬁnlte explicit in lema care
urmeazd folosind matricele marginite A;(2;¢), ¢ € {0,1,...,m}, (vezi (18)),

1
Aeit) = [ 105103+ s le)] 0, [ 4,50 < C (21)

0

Cu notatiile de mai sus definim matricea A(z;¢) si vectorul F(z;t),

A(zt) = Ag(5t) + AT (25) + A(2; ZAT Aj(51),
(25)
F(zt) = AV(2:t) fo(A(8)) + F (2 Z ATz (A1),

Pentru simplitate, consideram urmitoarele matrice (ele vor exista ca matrice
simetrice si pozitiv definite),

0 (5:1) = ML~ A1), P(:0) = [Qo(550)E, By(2:0) = [P (5 0] (20)
Solutia problemei (P;) este o consecinta a lemei care urmeaza.

Lema 1. Presupunem indeplinite conditiile (18) si (19). Fie v < 0 o con-
stantd verificand

m
W >2C0+> CF, > v, (27)
j=1
unde C; > 0 si v > 0 sunt date in (18) si (19).
Atunci matricele Q. (%;t), Py(%;t) si Ry(2;t) definite in (26) sunt strict
pozitiv definite si marginite pentru orice (2;t) € R™ x R,. In plus, este
satisficutd urmatoarea ecuatie integrald stocastica,

(expyt)||2(2, I)|l2 = by(t,2) +

+QZ / expys){E(s, ), fi((s, ) m(s)) AWs(5) =y

t
—/ (expys)N,(s,z)ds, t >0,
0
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unde {b,(t,xz) > 0; t > 0} si {N,(t,x) > 0; t > 0} verifica

t
0 < by(t,z) = ||z +/ (expys)[| Ry (2(s, x); ) F(2(s, 2); 8)[|” +
0
m ) (29)
+ Y AN ds < [l + Cy, £ 20,2 € RY,
i=1

unde CAZ, > ( este constanta,

A

N, (t2) = |2 (3(t,2); )3t ) — By (8 2 D PG ) DI, ¢ 2 0. (30)
Demonstratie. Se aplica regula standard de diferentiere stocastica proce-
sului continuu U(t, z) = (expyt)p(2(t,z)), t = 0, unde p(z) = ||z|?, z € R™
Obtinem

~

did(t, ) = (expyt) [y + L) (2(t, x); 1) dt +

S ) 31
22> expt) (3(t, ). f (= (0, 2): p(e) AW 1), £ 0, D
j=1
unde operatorul diferential de ordinul al doilea L are forma
L) (251) = (0:0(2), fo (2 + y(B); (1)) +
(32)

Aici este util sa rescriem fiecare camp f;(z; u(t)) sub forma

LG H+yt);p(t) = filA1) + Ai(2:8)2, 1 € {0,1,...,m}, (33)

unde matricele A;(2;t) sunt date in (24) si fi(A(t)) = fi(y(t); u(t)) satisfac
ipotezele (18) si (19).
Ca urmare, operatorul vy + L(p) din (31) se rescrie

[730 + L(¢)](2(t>x)§ t) = —<Q7(ZA’(?5,$); t)ﬁ(ta {L’), 2(t’ l’)> +

+ ARG 2):t), 5t 7)) + Xm: O ¢ 30,2 e re, 3D



unde matricea marginita si simetrica Q7 si vectorul F € R" sunt definiti prin
relatiile (25). Folosind o matrice ortogonala H(2;t), (H' (2;t) = [H(2;t)]71),
obtinem forma diagonald asociatd cu Q(2;t) = |y|1, — A(%; 1),

Q- (5:t) = H(24) Dy (2 t)[H(%1)]) 7, (35)
unde

D, (%;t) = diag [|7| — v1(2;1), [v] = 72(258), .., [v] — m(251)],
H(z:t) = [e1(3:1), ea(2:0), ... en(5:1)],
si
A en(5t) = m(Zer(2:0), llew(zt)] =1, k€ {1,2,...,n}. (36)

Prin calcul direct, din (36) obtinem

JA(Z; Oer(20)]| = (2:1)],

il Aia . 37
A0 = max A0l > ol ke (12npe D
unde (vezi (25) si (18))
JA(z:8)] < 2Co+ > C2 £ 0,2 € RV, (38)
j=1

Folosind (37),(38) si ipoteza (18) obtinem ca || satisface inegalitatea
W >2C0+ > CF > lwlat)), ke{1,2,....n},2€R t>0. (39)
j=1

Ca urmare, matricea diagonald din reprezentarea (35) are o inversd marginita
si strict pozitiv definita

(D, (2;8)] 7" = diag [(|[7]=m (2 6) 7 Y[ =72(20) 7 o [yl = (25671, (40)

care va permite sa definim atat radicalul de ordinul al doilea, cat si inversul
acestuia asociate cu matricea (),(2;t). In aceastd privinta, definim

(41)



si, folosind (41), rescriem (34) dupa cum urmeaza

e + L))t 2); 1) = | R, (3(t, 2); O F (2(t, 2); 0)|* ~
—HP(??( 2);1)2(t @) — By (2(t @) ) F(2(t,2);0)* +

(42)
+ZM W), = 0.
Introducand (42) in ecuatia (31) obtinem ecuatia integrala
. t
U(t,x) =by(t,z) — / (expys)N,(s;z)ds +
° (13)

+a§j/‘www (s,2), f5(=(5,2); u(5))) AW (s), > 0,

unde b, (t,z) > 0 satisface (29), iar N, (¢, z) > 0 este definit prin relatia (30).
Demostratia este completa

Observatia 4. Exista o situatie particulara in care comportarea asimptotica
a procesului continuu {Z(¢,z); ¢ > 0} poate fi descrisa fara a face apel la un
exponent Liapunov v < 0. In acest caz este necesar ca si impunem conditii
suplimentare asupra campului fy, precum si asupra procesului continuu pe
portiuni de referinta.

In continuare vom admite urm#toarea ipoteza,

(a) Conditia (18) este satisfacuta,
(b)  fily(t);u(t)) =0, i € {0,1,...,m},t >0, (44)
(€) ([Ao(%t) + AT (51)],2) < 28||2]°, t > 0,2 € R,
unde 5 < 0 este o constantd, iar matricele A;, i € {0,1,...,m} sunt definite
n (24).
Cu aceleasi notatii ca in Lema 1, vom proba
Lema 2. Fie conditiile (44) indeplinite, unde constanta 5 < 0 satisface

8> ", (45)
j=1

iar C; >0, j € {1,2,...,m}, sunt date in (18).



Atunci procesul continuu {2(¢,z); t > 0,2 € R"} satisface ecuatia inte-
grala stocastica

et )P = ol + 8 [ et ds = [ Nats.o)ds+
n ’ (46)
23 [ (als.0). a5, ) AW s), ¢> 0,

unde

Np(t,z) = ((Qa(t, ) + 28I, — (Aj + Ao)(2(t, 2);))4(t, x), £(t, ) > 0,
Qp(t,x) = |6, — A(2(t,x);t) >0, t >0, z € R",
(47)
matricele A; si A fiind definite in (24) si (25).
Demonstratie. Folosind functia test ¢(z) = ||2]|* si aplicand regula stan-

dard de diferentiere stocasticd asociatd cu procesul scalar continuu p(2(t, z)),
t > 0, obtinem ecuatia stocastica

dt[@@(é(tw))]:Ll( J(2(t, @) ) At +

¥ Z (0.8, ), £y (8, 2)s w()) dWy(e), £ >0, 49)
unde operatorul dlferen‘glal de ordinul al doilea
Li(p)(%:1) := (9:0(2), fo(2 + y(b); u(t))) +
1 (49)
+§Z_: (2)£5 (2 +y(@); p(t)), f5(2 + y(1); p(1)))
satisface ecuatia
Li(p)(5:t) = (A(2:)2, 2) + 2(F )+ Z (G (50)

Aici matricea simetrici A si campul vectorial F (2;t) € R™ sunt definite in
(25). Folosind conditiile (b) si (¢) din ipoteza (44), rescriem operatorul L; ()
din (50) sub forma

Li(p)(25t) = (A(51)%,2) =
= Bp(2) — (Qp(t; )2, 2) — (281, — (A + Ao)(251))2, 2).
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Aici matricele simetrice Q4(t; 2) si A(2;t) sunt definite prin

A(z5t) = (Ag + Ao) () + A(%; ZAT zt),
(52)
Qp(t; 2) = |betal|l,, — A(Z;t).

Folosind o matrice ortogonald H(2;t), (HT = H™1), se deduce forma diago-
nala a matricei simetrice A(Z;1),

A(3;t) = H(2t)D(2; ) H 1 (3;1), (53)
D(z;t) = diag (01.(21),72(2: ), -, 1(251)), w(258) 2 0,
unde H(2;t) = [e1(2;1),ea(2; 1), ..., en(2;1)] si
Az t)er(2:t) = (2 t)er(25t), ke {1,2,...,n}. (54)

Folosind (54), ca si in Lema 1, se obtine usor ci

ZHA (2:1)]% < Z R",t >0, (55)

daca conditia (a) din ipoteza (44) este indeplinitd. Cu aceste precizari,
alegand § < 0 astfel incat (45) se satisface, atunci matricea Q3(2;t) din
(52) va fi pozitiv definitd, Qgs(t,2) > 0, pentru orice 2 € R™, ¢ > 0, iar
ecuatia diferentiald stocastica (48) se rescrie

dip(2;1)) = Be(2(t, v)) dt — Ng(t, ) d; +
+Z Lp(2(E, @), fi(2(t x); u(t)))) AW;(D), (56)

p(2(0,7)) = HCCH2-
Aici Ng(t,z) > 0 este definit in (47) si prin integrare din (56) se obtine

ecuatia integrald (46). Demonstratia este completa.
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