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1 Introducere. Formularea problemelor

Procesul continuu pe port
,
iuni s

,
i Ft-adaptat {z(t, x) ∈ Rn; t > 0, x ∈ Rn}

supus analizei este solut
,
ia unic  a unor ecuat

,
ii stocastice integrale cont

,
inând

comut ri s
,
i salturi. Analiza se bazeaz  pe descompunerea

z(t, x) = ẑ(t, x) + y(t), t > 0, (1)

unde {y(t); t 6 0} este un proces Ft-adaptat cu salturi, iar procesul continuu
s
,
i Ft-adaptat {ẑ(t, x); t 6 0} este solut

,
ia unic  a unui sistem de ecuat

,
ii

diferent
,
iale stocastice (e.d.s.) cont

,
inând comut ri dtẑ = f0(ẑ + y(t);µ(t)) dt+

m∑
j=1

fj(ẑ + y(t)) dWj(t), t > 0,

ẑ(0) = x.

(2)

Aici câmpurile vectoriale fi(z, µ) ∈ Rn, (z, µ) ∈ Rn × Rd pot � neliniare,
w(t) = (w1(t), w2(t), . . . , wm(t)) : [0,∞) → Rm este procesul Wiener stan-
dard peste campul de probabilitate �ltrat {Ω, {Ft} ⊂ F ,P}, iar λ(t) :=
(y(t), µ(t)) ∈ Rn ×Rd este un proces constant pe port

,
iuni s

,
i m rginit. Leg -

tura dintre �exponent Liapunov� pentru procese cu salturi s
,
i inegalit t

,
i inte-

grale se caracterizeaz  prin urm toarea problem .
Problema (P1). S  se determine constanta γ < 0 astfel încât procesul Uγ :=
(exp γt)ϕ(z(t, x)), t > 0 este superior m rginit de o martingal  continu 

Mγ(t, x) = ‖x‖2+Cγ+
m∑

j=1

∫ t

0

(exp γs)〈∂zϕ(ẑ(s, x)), fj(z(s, x);µ(s))〉 dWj(s),
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(3)

t > 0, unde Cγ > 0 este o constant  s
,
i ϕ(z) = ‖z‖2.

O constanta γ < 0, solut
,
ie pentru problema (P1) se numes

,
te exponent

Liapunov s
,
i are implicat

,
ie direct  în determinarea stabilit t

,
ii exponent

,
iale în

L2(Ω,P) a procesului continuu pe port
,
iuni {zγ(t, x) = (exp γt)z(t, x), t > 0}.

Problema (P2). S  se determine constanta γ < 0 astfel încât procesul
scalar Uγ(t, x) = (exp γt)ϕ(z(t, x)), t ∈ [0, T ] este superior m rginit de o
semimartingal  continu 

Sγ(t, x) = ‖x‖2 +Cγ +

∫ t

0

(exp γs)〈∂zϕ(ẑ(s, x)), dsẑ(s, x))〉, t ∈ [0, T ], (4)

unde Cγ > 0 este o constant , ϕ(z) = ‖z‖2) s
,
i � dtẑ(t, x)� reprezint  diferen-

t
,
iala stocastic  a procesului continuu {ẑ(t, x); t > 0} care satisface sistemul
de e.d.s. (2).

O constant  γ < 0, solut
,
ie pentru problema (P2), ne conduce la construc-

t
,
ia de strategii admisibile asociate cu funct

,
ionale ψ(z) 6 (exp γT )‖x‖2 +

b, b > 0, s
,
i folosind procesul continuu pe port

,
iuni {z(t, x); t ∈ [0, T ]}.

O proprietate de stabilitate slab  a lui {z(t, x); t > 0} (în probabilitate)
f r  implicarea unui exponent Liapunov îs

,
i gases

,
te solut

,
ia dac  urm toarea

problem  este solut
,
ionat .

Problema (P3). Se presupune

〈[A0(ẑ, t) + AT
0 (ẑ, t)]ẑ, ẑ〉 6 2β‖ẑ‖2, ẑ ∈ Rn, t > 0, (5)

pentru β < 0 s
,
i Ai(ẑ, t) :=

∫ 1

0
[∂zfi(θẑ + y(t);µ(t)] dθ, i ∈ {0, 1, . . . ,m},

lim
t→∞

y(t) = y∞ exist  în L2(Ω,P), (6)

fi(λ(t)) = 0, t > 0, i ∈ {0, 1, . . . ,m}. (7)

S  se g seasc  condit
,
ii su�ciente asupra lui β astfel încât lim

t→∞
z(t, x) = y∞

în L2(Ω,P).
Un r spuns pozitiv pentru problemele (P1), (P2), (P3) se sprijin , respec-

tiv, pe solut
,
iile urm toarelor inegalit t

,
i diferent

,
iale.

[γϕ+ L1(ϕ)](ẑ; t) 6 2
m∑

i=0

‖fi(λ(t))‖2, ẑ ∈ Rn, t > 0, (8)
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[γϕ+ L2(ϕ)](ẑ; t) 6 2
m∑

i=0

‖fi(λ(t))‖2, ẑ ∈ Rn, t > 0, (9)

[|β|ϕ+ L1(ϕ)](ẑ; t) 6 0, ẑ ∈ Rn, t > 0. (10)

Aici operatorii diferent
,
iali de ordinul al doilea L1 s

,
i L2 sunt de�nit

,
i prin

L1(ψ)(ẑ, t) := 〈∂zψ(ẑ), f0(ẑ + y(t);µ(t))〉+

+
1

2

m∑
j=1

〈∂2
zψ(ẑ)fj(ẑ + y(t);µ(t)), fj(ẑ + y(t);µ(t))〉, (11)

L2(ψ)(ẑ, t) :=
1

2

m∑
j=1

〈∂2
zψ(ẑ)fj(ẑ + y(t);µ(t)), fj(ẑ + y(t);µ(t))〉. (12)

Rezultatele principale privind problemele (P1) s
,
i (P3) sunt detaliate în

teoremele 1 s
,
i 3 pe care le vom expune în continuare.

Exist  situat
,
ii în care nu avem acces la starea x(t, x) ∈ Rn s

,
i se observ 

numai o variant  redus  {h(t, x) := QT z(t, x), t > 0} a procesului continuu
pe port

,
iuni. În aceste cazuri, problemele (P1)�(P3) se transfer  procesului

observat h(t, x) := QT z(t, x), t > 0, dac  matricea Q := (b1, b2, . . . , bk),
bj ∈ Rn, j ∈ {1, 2, . . . , k}, împreun  cu matricele Ai(ẑ, t) :=

∫ 1

0
[∂zfi(θẑ +

y(t);µ(t))] dθ, i ∈ {0, 1, . . . ,m} satisfac condit
,
iile{

exist  matricele m rginite Bi(ẑ; t), ẑ ∈ Rn, t > 0 astfel încât

QTAi(ẑ; t) = Bi(ẑ; t)Q
T , i ∈ {0, 1, . . . ,m}.

(13)

Asumând condit
,
iile (13), de�nim câmpurile vectoriale gi(h;α(t)) ∈ Rk,

liniare în h ∈ Rk

gi(h;α(t)) := Bi(ẑ(t, x); t)h+QTfi(λ(t)), i ∈ {0, 1, . . . ,m}, (14)

unde α(t) := (t, ẑ(t, x), λ(t)), t > 0. Ca urmare, ecuat
,
iile integrale care

descriu evolut
,
ia procesului {z(t, x); t > 0 continuu pe port

,
iuni se va înlocui

cu sistemul de ecuat
,
ii integrale

h(t, x) = QTx+QTy(t) +

∫ t

0

g0(h(s, x);α(s)) ds+

+
m∑

j=1

∫ t

0

gj(h(s, x);α(s)) dWj(s),
(15)
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iar descompunerea h(t, x) = ĥ(t, x) + QTy(t), t > 0, cont
,
inând componenta

continu  {ĥ(t, x); t > 0}, este adev rat . Aici {ĥ(t, x); t > 0} va � solut
,
ia

unic  a sistemului de e.d.s.
dĥ = g0(ĥ+ y1(t);α(t)) dt+

m∑
j=1

gj(ĥ+ y1(t);α(t)) dWj(t), t > 0

ĥ(0) = QTx, unde y1(t) := QTy(t).

(16)

Sistemul de e.d.s. (16) are aceeas
,
i form  cu sistemul original (1) având câm-

purile gi(h;α(t)) liniare în h ∈ Rk.

2 Prezentarea unor rezultate auxiliare s
,
i a

ipotezelor de lucru

Fie {Ω, {Ft} ⊂ F ,P} un spat
,
iu de probabilitate �ltrat s

,
i w(t) : [0,∞) → Rm

un proces Wiener standard. Fie dat un proces continuu pe port
,
iuni s

,
i Ft-

adaptat λ(t) := (y(t), µ(t)) : [0,∞) → Rn ×Rd, s
,
i de�nim procesul continuu

pe portiuni s
,
i Ft-adaptat {z(t, x); t > 0 ca solut

,
ie unic  a urm torului sistem

de e.d.s. care cont
,
ine salturi s

,
i comut ri,

z(t, x) = x+ y(t) +

∫ t

0

f0(z(s, x);µ(s)) ds+

+
m∑

j=1

∫ t

0

fj(z(s, x);µ(s)) dWj(s), t > 0.
(17)

Câmpurile vectoriale fi(z;µ) ∈ Rn, i ∈ {0, 1, . . . ,m}, sunt funct
,
ii continue

de (z, µ) ∈ Rn × Rd s
,
i satisfac condit

,
iile{

fi(z;µ) este continuu diferent
,
iabil  în z ∈ Rn s

,
i

‖[∂zfi(z;µ(t))]‖ 6 Ci, (z, t) ∈ Rn × R+, unde Ci > 0 e o constant .
(18)

Procesul continuu pe port
,
iuni λ(t) = (y(t), µ(t)), t > 0, este Ft-adaptat s, i

satisface urm toarea condit
,
ie de m rginire,

‖y(t)‖2‖fi(λ(t))‖2 6 K exp νt, t > 0, i ∈ {0, 1, . . . ,m}, (19)
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unde K > 0 s
,
i ν > 0 sunt constante. Asumând (18) s

,
i (19), din (17) obt

,
inem

o solut
,
ie unic  {z(t, x); t > 0} care se va descompune sub forma

z(t, x) = ẑ(t, x) + y(t), t > 0, (20)

iar procesul continuu s
,
i Ft-adaptat {ẑ(t, x); t > 0} satisface urm torul sistem

de e.d.s., dtẑ = f0(ẑ + y(t);µ(t)) dt+
m∑

j=1

fj(ẑ + y(t);µ(t)) dWj(t), t > 0,

ẑ(0) = x.

(21)

Comportarea asimptotic  a procesului {z(t, x); t > 0} este analizat 
utilizând inegalit t

,
i integrale asociate cu funct

,
ionale standard Uγ(t, x) =

(exp γt)ϕ(z(t, x)), t > 0, ϕ(z) = ‖z‖2.
De�nit

,
ia 1. O constanta γ < 0 este exponent Liapunov pentru procesul

continuu pe port
,
iuni {z(t, x); t > 0, x ∈ Rn} dac  {Uγ(t, x); t > 0} este

m rginit  superior de o martingal 

Mγ(t, x) := ‖x‖2+Cγ+
m∑

j=1

∫ t

0

(exp γs)〈∂zϕ(ẑ(s, x)), fj(z(s, x);µ(s))〉 dWj(s),

i.e. Uγ(t, x) 6 Mγ(t, x), pentru orice t > 0, x ∈ Rn, unde Cγ > 0 este o
constant .
Observat

,
ia 1. Not m c  γ < 0 este exponent Liapunov pentru z(t, x) =

ẑ(t, x) + y(t), t > 0, dac γ < 0 este exponent Liapunov pentru componenta
continu  {ẑ(t, x); t > 0} s

,
i, în plus, |γ| > ν, unde ν > 0 este dat  in (19).

O constant  γ < 0 este exponent Liapunov pentru {ẑ(t, x); t > 0} dac 
Ûγ(t, x) = (exp γt)ϕ(ẑ(t, x)), t > 0, este marginit  superior de o martingal 

Mγ(t, x) := ‖x‖2+Ĉγ+
m∑

j=1

∫ t

0

(exp γs)〈∂zϕ(ẑ(s, x)), fj(z(s, x);µ(s))〉 dWj(s),

i.e. Ûγ(t, x) 6 M̂γ(t, x) pentru orice t > 0, x ∈ Rn, unde Ĉγ > 0 este o
constant .
Observat

,
ia 2. Pentru a obt

,
ine martingala {M̂γ(t, x); t > 0} asociat 

cu procesul continuu Ûγ(t, x) = (exp γt)ϕ(ẑ(t, x)), t > 0, este necesar s 
reprezent m acest proces ca o semimartingal ,

Ûγ(t, x) = Dγ(t, x) +Mγ(t, x), t > 0, (22)
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în care partea �drift� Dγ(t, x) este marginit  superior,

Dγ(t, x) 6 ‖x‖2 + Ĉγ, t > 0, x ∈ Rn, (23)

unde Ĉγ > 0 este o constant .
Observat

,
ia 3. Atât martingala {Mγ(t, x); t > 0} cât s

,
i procesul continuu

{Dγ(t, x); t > 0} care satisfac (22) s
,
i (23) sunt de�nite explicit în lema care

urmeaz  folosind matricele m rginite Ai(ẑ; t), i ∈ {0, 1, . . . ,m}, (vezi (18)),

Ai(ẑ; t) :=

∫ 1

0

[∂zfi(θẑ + y(t);µ(t))] dθ, ‖Ai(ẑ; t)‖ 6 Ci. (24)

Cu notat
,
iile de mai sus de�nim matricea Â(z; t) s

,
i vectorul F̂ (z; t),

Â(ẑ; t) = A0(ẑ; t) + AT
0 (ẑ; t) + A(ẑ; t), A(ẑ; t) =

m∑
j=1

AT
j (ẑ; t)Aj(ẑ; t),

F̂ (ẑ; t) = AT
0 (ẑ; t)f0(λ(t)) + F (ẑ; t), F (ẑ; t) =

m∑
j=1

AT
j (ẑ; t)fj(λ(t)).

(25)

Pentru simplitate, consider m urm toarele matrice (ele vor exista ca matrice
simetrice s

,
i pozitiv de�nite),

Q̂γ(ẑ; t) = |γ|In−Â(ẑ; t), P̂γ(ẑ; t) = [Q̂γ(ẑ; t)]
1
2 , R̂γ(ẑ; t) = [P̂γ(ẑ; t)]

−1. (26)

Solut
,
ia problemei (P1) este o consecint

,
a a lemei care urmeaz .

Lema 1. Presupunem îndeplinite condit
,
iile (18) s

,
i (19). Fie γ < 0 o con-

stant  veri�când

|γ| > 2C0 +
m∑

j=1

C2
j , |γ| > ν, (27)

unde Ci > 0 s
,
i ν > 0 sunt date în (18) s

,
i (19).

Atunci matricele Q̂γ(ẑ; t), P̂γ(ẑ; t) s
,
i R̂γ(ẑ; t) de�nite în (26) sunt strict

pozitiv de�nite s
,
i m rginite pentru orice (ẑ; t) ∈ Rn × R+. În plus, este

satisf cut  urm toarea ecuat
,
ie integral  stocastic ,

(exp γt)‖ẑ(t, x)‖2 = bγ(t, x) +

+ 2
m∑

j=1

∫ t

0

(exp γs)〈ẑ(s, x), fj(z(s, x);µ(s))〉 dWj(s)−

−
∫ t

0

(exp γs)Nγ(s, x) ds, t > 0,

(28)
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unde {bγ(t, x) > 0; t > 0} s
,
i {Nγ(t, x) > 0; t > 0} veri�c 

0 6 bγ(t, x) = ‖x‖2 +

∫ t

0

(exp γs)[‖R̂γ(ẑ(s, x); s)F̂ (ẑ(s, x); s)‖2 +

+
m∑

j=1

‖fj(λ(s))‖2] ds 6 ‖x‖2 + Ĉγ, t > 0, x ∈ Rn,
(29)

unde Ĉγ > 0 este constant ,

Nγ(t, x) = ‖P̂γ(ẑ(t, x); t)ẑ(t, x)− R̂γ(ẑ(t, x); t)F̂ (ẑ(t, x); t)‖2, t > 0. (30)

Demonstrat
,
ie. Se aplic  regula standard de diferent

,
iere stocastic  proce-

sului continuu Û(t, x) = (exp γt)ϕ(ẑ(t, x)), t > 0, unde ϕ(z) = ‖z‖2, z ∈ Rn.
Obt

,
inem

dtÛ(t, x) = (exp γt)[γϕ+ L(ϕ)](ẑ(t, x); t) dt+

+ 2
m∑

j=1

(exp γt)〈ẑ(t, x), fj(z(t, x);µ(t))〉 dWj(t), t > 0,
(31)

unde operatorul diferent
,
ial de ordinul al doilea L are forma

L(ϕ)(ẑ; t) = 〈∂zϕ(ẑ), f0(ẑ + y(t);µ(t))〉+

+
1

2

m∑
j=1

〈∂2
zϕ(ẑ)fj(ẑ + y(t);µ(t)), fj(ẑ + y(t);µ(t))〉. (32)

Aici este util s  rescriem �ecare câmp fi(z;µ(t)) sub forma

fi(ẑ + y(t);µ(t)) = fi(λ(t)) + Ai(ẑ; t)ẑ, i ∈ {0, 1, . . . ,m}, (33)

unde matricele Ai(ẑ; t) sunt date în (24) s
,
i fi(λ(t)) = fi(y(t);µ(t)) satisfac

ipotezele (18) s
,
i (19).

Ca urmare, operatorul γϕ+ L(ϕ) din (31) se rescrie

[γϕ+ L(ϕ)](ẑ(t, x); t) = −〈Q̂γ(ẑ(t, x); t)ẑ(t, x), ẑ(t, x)〉+

+ 2〈F̂ (ẑ(t, x); t), ẑ(t, x)〉+
m∑

j=1

‖fj(λ(t))‖2, t > 0, x ∈ Rn,
(34)
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unde matricea m rginita s
,
i simetric  Q̂γ s

,
i vectorul F̂ ∈ Rn sunt de�nit

,
i prin

relat
,
iile (25). Folosind o matrice ortogonal  Ĥ(ẑ; t), (ĤT (ẑ; t) = [Ĥ(ẑ; t)]−1),

obt
,
inem forma diagonal  asociat  cu Q̂γ(ẑ; t) = |γ|In − Â(ẑ; t),

Q̂γ(ẑ; t) = Ĥ(ẑ; t)Dγ(ẑ; t)[Ĥ(ẑ; t)]−1, (35)

unde

Dγ(ẑ; t) = diag [|γ| − γ1(ẑ; t), |γ| − γ2(ẑ; t), . . . , |γ| − γn(ẑ; t)],

Ĥ(ẑ; t) = [e1(ẑ; t), e2(ẑ; t), . . . , en(ẑ; t)],

s
,
i

Â(ẑ; t)ek(ẑ; t) = γk(ẑ; t)ek(ẑ; t), ‖ek(ẑ; t)‖ = 1, k ∈ {1, 2, . . . , n}. (36)

Prin calcul direct, din (36) obt
,
inem ‖Â(ẑ; t)ek(ẑ; t)‖ = |γk(ẑ; t)|,

‖Â(ẑ; t)‖ = max
‖e‖=1

‖Â(ẑ; t)e‖ > |γk(ẑ; t)|, k ∈ {1, 2, . . . , n}, :
(37)

unde (vezi (25) s
,
i (18))

‖Â(ẑ; t)‖ 6 2C0 +
m∑

j=1

C2
j , t > 0, z ∈ RN . (38)

Folosind (37),(38) s
,
i ipoteza (18) obt

,
inem c  |γ| satisface inegalitatea

|γ| > 2C0 +
m∑

j=1

C2
j > |γk(ẑ; t)|, k ∈ {1, 2, . . . , n}, ẑ ∈ Rn, t > 0. (39)

Ca urmare, matricea diagonal  din reprezentarea (35) are o invers  m rginit 
s
,
i strict pozitiv de�nit 

[D̂γ(ẑ; t)]
−1 = diag [(|γ|−γ1(ẑ; t)

−1, |γ|−γ2(ẑ; t)
−1, . . . , |γ|−γn(ẑ; t)−1], (40)

care va permite s  de�nim atât radicalul de ordinul al doilea, cât s
,
i inversul

acestuia asociate cu matricea Q̂γ(ẑ; t). În aceast  privint
,
 , de�nim{

P̂γ(ẑ; t) = [Q̂γ(ẑ; t)]
1
2 = Ĥ(ẑ; t)[Dγ(ẑ; t)]

1
2 [Ĥ(ẑ; t)]−1,

R̂γ(ẑ; t) = [P̂γ(ẑ; t)]
−1 = Ĥ(ẑ; t)[Dγ(ẑ; t)]

− 1
2 [Ĥ(ẑ; t)]−1,

(41)
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s
,
i, folosind (41), rescriem (34) dup  cum urmeaz 

[γϕ+ L(ϕ)](ẑ(t, x); t) = ‖R̂γ(ẑ(t, x); t)F̂ (ẑ(t, x); t)‖2 −
− ‖P̂γ(ẑ(t, x); t)ẑ(t, x)− R̂γ(ẑ(t, x); t)F̂ (ẑ(t, x); t)‖2 +

+
m∑

j=1

‖fj(y(t);µ(t))‖2, t > 0.

(42)

Introducând (42) în ecuat
,
ia (31) obt

,
inem ecuat

,
ia integral 

Û(t, x) = bγ(t, x)−
∫ t

0

(exp γs)Nγ(s;x) ds+

+ 2
m∑

j=1

∫ t

0

(exp γs)〈ẑ(s, x), fj(z(s, x);µ(s))〉 dWj(s), t > 0,
(43)

unde bγ(t, x) > 0 satisface (29), iar Nγ(t, x) > 0 este de�nit prin relat
,
ia (30).

Demostrat
,
ia este complet 

Observat
,
ia 4. Exist  o situat

,
ie particular  în care comportarea asimptotic 

a procesului continuu {ẑ(t, x); t > 0} poate � descris  f r  a face apel la un
exponent Liapunov γ < 0. În acest caz este necesar ca s  impunem condit

,
ii

suplimentare asupra câmpului f0, precum s
,
i asupra procesului continuu pe

portiuni de referint
,
 .

În continuare vom admite urm toarea ipotez ,
(a) Condit

,
ia (18) este satisf cut ,

(b) fi(y(t);µ(t)) = 0, i ∈ {0, 1, . . . ,m}, t > 0,

(c) 〈[A0(ẑ; t) + AT
0 (ẑ; t)]ẑ, ẑ〉 6 2β‖ẑ‖2, t > 0, ẑ ∈ Rn,

(44)

unde β < 0 este o constant , iar matricele Ai, i ∈ {0, 1, . . . ,m} sunt de�nite
în (24).

Cu aceleas
,
i notat

,
ii ca în Lema 1, vom proba

Lema 2. Fie condit
,
iile (44) îndeplinite, unde constanta β < 0 satisface

|β| >
m∑

j=1

C2
j , (45)

iar Cj > 0, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, sunt date în (18).
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Atunci procesul continuu {ẑ(t, x); t > 0, x ∈ Rn} satisface ecuat
,
ia inte-

gral  stocastic 

‖ẑ(t, x)‖2 = ‖x‖2 + β

∫ t

0

‖ẑ(s, x)‖2 ds−
∫ t

0

Nβ(s, x) ds+

+ 2
m∑

j=1

∫ t

0

〈ẑ(s, x), fj(z(s, x);µ(s))〉 dWj(s), t > 0,
(46)

unde{
Nβ(t, x) := 〈(Qβ(t, x) + 2βIn − (AT

0 + A0)(ẑ(t, x); t))ẑ(t, x), ẑ(t, x)〉 > 0,

Qβ(t, x) := |β|In − A(ẑ(t, x); t) > 0, t > 0, x ∈ Rn,

(47)

matricele Ai s, i A �ind de�nite în (24) s
,
i (25).

Demonstrat
,
ie. Folosind funct

,
ia test ϕ(z) = ‖z‖2 s

,
i aplicând regula stan-

dard de diferent
,
iere stocastic  asociat  cu procesul scalar continuu ϕ(ẑ(t, x)),

t > 0, obt
,
inem ecuat

,
ia stocastic 

dt[ϕ(ẑ(t, x))] = L1(ϕ)(ẑ(t, x); t) dt+

+
m∑

j=1

〈∂zϕ(ẑ(t, x)), fj(z(t, x);µ(t))〉 dWj(t), t > 0,
(48)

unde operatorul diferent
,
ial de ordinul al doilea

L1(ϕ)(ẑ; t) := 〈∂zϕ(ẑ), f0(ẑ + y(t);µ(t))〉+

+
1

2

m∑
j=1

〈∂2
zϕ(ẑ)fj(ẑ + y(t);µ(t)), fj(ẑ + y(t);µ(t))〉 (49)

satisface ecuat
,
ia

L1(ϕ)(ẑ; t) = 〈Â(ẑ; t)ẑ, ẑ〉+ 2〈F̂ (ẑ; t), ẑ〉+
m∑

j=1

‖fj(λ(t))‖2. (50)

Aici matricea simetric  Â s
,
i câmpul vectorial F̂ (ẑ; t) ∈ Rn sunt de�nite în

(25). Folosind condit
,
iile (b) s

,
i (c) din ipoteza (44), rescriem operatorul L1(ϕ)

din (50) sub forma

L1(ϕ)(ẑ; t) = 〈Â(ẑ; t)ẑ, ẑ〉 =

= βϕ(ẑ)− 〈Qβ(t; ẑ)ẑ, ẑ〉 − 〈(2βIn − (AT
0 + A0)(ẑ; t))ẑ, ẑ〉.

(51)
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Aici matricele simetrice Qβ(t; ẑ) s
,
i Â(ẑ; t) sunt de�nite prin Â(ẑ; t) = (AT

0 + A0)(ẑ; t) + A(ẑ; t), A(ẑ, t) =
m∑

j=1

AT
j (ẑ; t)Aj(ẑ; t),

Qβ(t; ẑ) = |beta|In − A(ẑ; t).

(52)

Folosind o matrice ortogonal  H(ẑ; t), (HT = H−1), se deduce forma diago-
nal  a matricei simetrice A(ẑ; t),{

A(ẑ; t) = H(ẑ; t)D(ẑ; t)H−1(ẑ; t),

D(ẑ; t) = diag (γ1(ẑ; t), γ2(ẑ; t), . . . , γn(ẑ; t)), γk(ẑ; t) > 0,
(53)

unde H(ẑ; t) = [e1(ẑ; t), e2(ẑ; t), . . . , en(ẑ; t)] s
,
i

A(ẑ; t)ek(ẑ; t) = γk(ẑ; t)ek(ẑ; t), k ∈ {1, 2, . . . , n}. (54)

Folosind (54), ca s
,
i în Lema 1, se obt

,
ine us

,
or c 

0 6 γk(ẑ; t) 6
m∑

j=1

‖Aj(ẑ; t)‖2 6
m∑

j=1

C2
j , ẑ ∈ Rn, t > 0, (55)

dac  condit
,
ia (a) din ipoteza (44) este îndeplinit . Cu aceste preciz ri,

alegând β < 0 astfel încât (45) se satisface, atunci matricea Qβ(ẑ; t) din
(52) va � pozitiv de�nit , Qβ(t, ẑ) > 0, pentru orice ẑ ∈ Rn, t > 0, iar
ecuat

,
ia diferent

,
ial  stocastic  (48) se rescrie

dtϕ(ẑ; t)) = βϕ(ẑ(t, x)) dt−Nβ(t, x) dt +

+
m∑

j=1

〈∂zϕ(ẑ(t, x), fj(z(t, x);µ(t)))〉 dWj(t),

ϕ(ẑ(0, x)) = ‖x‖2.

(56)

Aici Nβ(t, x) > 0 este de�nit în (47) s
,
i prin integrare din (56) se obt

,
ine

ecuat
,
ia integral  (46). Demonstrat

,
ia este complet .
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