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1 Contexte

La leucémie chronique du ganglion est une pathologie du systeme immunitaire adaptatif,
qui se manifeste par 'invasion et la destructuration de 'organisation spatiale du ganglion
par des cellules B clonales. Le patient atteint de cette maladie est alors immuno-déficient
et pour l'instant aucune thérapie n’en guérit définitivement.

Dans le corps, 'agression par un agent extérieur se manifeste souvent par la présence
d’antigenes externes que le systéme immunitaire repere et utilise pour sa défense. Les
centres germinatifs sont des structures temporaires qui permettent la division, la mutation
et la sélection des lymphocytes B dits naifs dont I’affinité & la fin du processus est beaucoup
plus importante par rapport a ’antigéne que ’on vise.

Le laboratoire LAGA est un partenaire du Labex "Inflammed” qui regroupe dix laboratoires
de biologie et de médecine de la région Ile de France, spécialisés dans les mécanismes
inflammatoires. Dans ce contexte, on s’intéresse a la modélisation de cette pathologie.
Dans un premier temps [16], on a proposé un modele qualitatif pour essayer de comprendre
a la fois les mécanismes généraux en présence : la division, la mutation et la sélection, étant
donné que peu de mesures in situ sont disponibles. De plus, dans ce systéeme, de multiples
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mécanismes de feed-back et d’auto-contréle sont présents mais mal connus et permettent
de réguler la prolifération de la population de cellules naives. Si on définit n(t, z) la taille de
la population de cellules B, présentant le trait € €, a 'instant ¢ € (0,7") et en supposant
que l'on veule sélectionner les cellules n dont le trait est dans un petit voisinage du trait
cible de ’antigene xq, on résout :

om(t,x) = (Q(o(t)) —d — s(z))n(t,z) + div(uVn(t,z)), (t,x) € Op =Ry xQ
uoan(t,-) =0, (t,z) € Xp =Ry x9Q (1)
n(0,z) = no(x), {0} x Q

La sélection s’effectue au travers du terme s(z)n(t, x) qui représente la quantité de lympho-
cytes d’affinité plus élevée : on suppose que s est une fonction positive et a support compact
centrée autour du trait cible zg. Le taux de mutation est une fonction bornée qui peut-étre
soit constante soit variable suivant la complexité du modele que I’on consideére. Le taux de
reproduction @ est une fonction continue par morceaux qui dépend de la population totale

sélectionnée : .
o(t) ::/ /s(x)n(f,x)dmdf.
0 Jo

On donne dans [16] plusieurs résultats théoriques et qualitatifs concernant n(t, z) et o(t) :

i) Sous les hypotheses sur () on a montré existence et unicité des solutions faibles dans
le sens classique [10] pour ce type d’équation parabolique.

ii) On a démontré que p(t — 00) < 0o sous des hypotheses réalistes entre @ et le taux de
mort d

iii) On a estimé les temps d’atteinte de la valeur seuil gy & partir de laquelle ) diminue en
fonction du taux de mutation p que 'on a considéré constant en temps et en espace
et pour une donnée initiale de type mesure de Dirac.

Par ailleurs dans [9, 8, 7] un travail numérique et de modélisation & montré que si le taux de
mutation est variable en fonction du temps et constant dans I’espace des traits, la quantité
totale de la population sélectionnée était plus importante si p est périodique.

2 Objectifs du projet

Dans ce projet on vise les objectifs suivant par rapport au contexte présenté ci-dessus :

i) On veut étendre la théorie établie pour des données régulieres qui donne ’existence
de solutions faibles (la condition initiale est dans L2(Q2) au cas de conditions initiales
mesure. La mesure de Dirac est alors un cas particulier de condition initiale.



ii) Dans ce nouveau cadre on veut exprimer un développement asymptotique lorsque la
fonction de sélection est définie comme s.(x) := s(x/e) ou s est une fonction bornée
et & support compact par exemple. On veut quantifier 'erreur de cette approximation
asymptotique par rapport a la solution exacte n.(t,x) du probléme (1) lorsque le
parametre € est petit.

iii) Par ailleurs on veut aussi donner un cadre mathématique adéquat aux résultats expé-
rimentaux et numériques sur le controle de certaines fonctionnelles colut par rapport
au taux de mutation p non seulement en temps mais aussi en age. Des simulations a
I’aide de la méthode adjointe ont déja donné des résultats prometteurs en ce sens.

3 Expertise des deux partenaires du projet

Gabriela Marinoschi est experte dans :

1. les méthodes variationnelles et fonctionnelles pour les EDP non linéaires en :
— problémes environnementaux : mouvements des fluids dans les milieu poreux, in-
filtration, dispersion des pollutants [1, 12];
— dynamique des populations, chemotaxis, applications en biologie en générale [5, 6].
2. Le controle optimal et les problémes inverses pour les modeles EDP non linéaires [11].

La recherche de Vuk Milisic s’articule autour de I’analyse mathématique des modeles utilisés
en bio-mathématiques :

— Ecoulements sanguins autour des stents [15, 2, 4, 13, 3]

— Motilité cellulaire [14]

— Inflammation [16]
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