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En 2013 nous avons obtenu des résultats dans deux directions.

1. L’étude de l'irréductibilité des combinaisons linéaires des polynomes en plusieurs
variables sur un corps arbitraire

Le probleme de décider si la somme de deux polynomes premiers entre eux, a co-
efficients dans un domaine avec factorisation unique, est irréductible ou non est en
général assez difficile, et aucune réponse ne semble disponible. Un peu plus facile est
I'étude des combinaisons linéaires de ces polynomes, disons n f(X) + nog(X), au lieu
de leur somme. De telles combinaisons linéaires peuvent étre irréductibles si quelques
conditions sur la factorisation de n; et no sont satisfaites. Par exemple, quelques
résultats récents donnent des criteres d’irréductibilité pour des polynomes de la forme
f(X)+pg(X), ou f et g sont des polynomes premiers entre eux a coefficients rationnels
et p est un nombre premier sufissament grand — voir [8], [9], [5], [3], [2], [10], [4] et [1].

Dans le cadre d'un projet précédemment soutenu par LEA Math-Mode, nous avons
donné [6] des criteres d’irréductibilité pour des polynomes f(X) + p*g(X) avec f, g €
Z[X], f et g premiers entre eux, deg g > deg f, p un nombre premier qui ne divise aucun
des coefficients dominants de f et g, et k un entier positif premier a deg g —deg f. Dans
le cadre du projet en cours de réalisation nous avons étudié les polynomes de la forme
F(X,Y) +p(X)kg(X,Y), avec f et g premiers entre eux, degy f < degy g, k nombre
naturel et p € K[X] irréductible sur le corps des coefficients K. Un de nos résultats
assure l'irréductibilité d’un tel polynome en deux variables pourvu que k soit premier
avec degy g — degy f et degp® dépasse une certaine borne dépendant des degrés des
coefficients de f et de g. Plus precisément, nous avons prouvé le résultat suivant.

Théoreme 1 Soit K un corps, et f(X,Y) =L a;(X)YE g(X, V) = 30 bi(X)Y?
€ KIX,Y], ot ag,...,an—a,b0,...,bn € K[X], ap_aby, #0 et d>1. Si f et g regardés
comme des polynomes en'Y a coefficients en K[X] sont premiers entre euz, alors pour
tout polynome irréductible p(X) € K[X| qui ne divise pas a,_qb,,, et tout nombre naturel
k premier avec d tel que

kdegp > [ Jnax dega; +n 012?3}; degb;,

le polynome f(X,Y) + p(X)kg(X,Y) est irréductible sur K(X).

Pour k£ =1 on ne doit pas demander que p ne divise pas a,,_4b,, car cette condition
sera évidemment satisfaite car p est irréductible sur K et la condition sur deg p impose
degp > max{degb,, dega,_4}. Plus preécisement, pour k& = 1 nous avons le résultat
suivant.

Théoréme 2 Soit K un corps, et f(X,Y) =L a;(X)YE g(X, V) = 30 bi(X)Y?
€ KIX,Y], ot ag,...,an_a,b0,.-.,bn € K[X], an_aby, #0 et d > 1. Si f et g regardés
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comme des polynomes en'Y a coefficients en K[X] sont premiers entre euz, alors pour
tout polynome irréductible p(X) € K[X] tel que

degp > oglg%zx—d dega; +n 012&}; deg b;

le polynome f(X,Y) 4+ p(X)g(X,Y) est irréductible sur K(X).

Pour prouver ces résultats, nous avons utilisé le lemme suivant, qui est d’'un intérét
indépendant.

Lemme 3 Soit K un corps et f, g € K[X,Y] deux polynomes avec degy, g = n et
degy f = n —d, et soit d > 1 un nombre naturel. Soit p(X) € K[X] un polynome
wrréductible qui ne divise aucun des coefficients dominants de f et g, regardés comme
des polynomes en Y a coefficients en K[X], et soit k un nombre naturel premier avec
d. Si on peut écrire f(X,Y) + p(X)kg(X,Y) comme le produit de deuz polyndomes
f1, f2 € K[X,Y] dont degy f1 > 1 et degy fo > 1, alors le coefficient dominant de f;
ou celui de fo, regardés comme des polynomes en'Y a coefficients en K[X], doit étre
divisible par p(X)¥.

Les techniques utilisées dans la preuve nous permettent d’étendre ces résultats aux
polynomes en plusieurs variables. On va aussi utiliser ces techniques pour obtenir des
résultats similaires pour des compositions des polynomes en plusieurs variables, ainsi
que pour des convolutions multiplicatives de polynémes en plusieurs variables sur un
corps arbitraire.

Un article intitulé Irreducibility criteria for sums of two relatively prime multivariate
polynomials a été soumis pour publication.

2. Dans I’étude des D(—1)-suites, nous nous sommes interessés aux propriétés qu’une
telle suite de longueur quatre doit avoir. Nous avons montré qu'il n’y a pas des D(—1)-
quadruples (1,b,¢,d) avec 1 < b < ¢ < d et ¢ > 4b*, sauf peut-étre dans le domaine
2200 < ¢ < 5000°.

D’autre part, nous avons amélioré la borne sur le nombre des D(—1)-quadruples.
Dans notre article [7] issu d’un projet précédemment soutenu par LEA Math-Mode, on
trouve la borne 4 - 10°. La meilleure borne publiée est depuis peu 5 - 10%°, voir [11].
Pour le moment, nous pouvons réduire ce nombre de moitié, ce qui est encore tres loin
de la valeur conjecturée — zéro.

Ces résultats sont contenus dans un travail en préparation.

Nous nous proposons d’approfondir 1’étude des D(—1)-quadruples et de voir dans
quelle mesure nos techniques peuvent étre adaptées pour obtenir de nouveaux résultats
sur les D(n)-suites pour d’autres valeurs de n.

En 2013, M. Cipu a effectué une visite d'une semaine a I’Université de Strasbourg
afin de finaliser le travail sur les polynoémes et d’avancer 1'étude des D(—1)-suites. La
visite a permis de consulter quelques ouvrages qui se trouvent dans la bibliotheque de
I’'UFR Mathématiques-Informatique de I'Université de Strasbourg, mais pas dans la
bibliotheque de IMAR.
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