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Missions dans le cadre du projet

Deux missions ont été effectuées dans le cadre de ce projet :

1. Viorel Barbu a visité I'université de Cergy—Pontoise du 20 au 28 septem-
bre 2009.

2. Armen Shirikyan a visité I'université de Iagi du 25 au 31 octobre 2009.

Présentation synthétique des résultats obtenus

Soit © C R? (d = 2 ou 3) un domaine borné & bord régulier. Considérons le
systeme de Navier—Stokes dans {2 avec la condition de Dirichlet au bord:

U+ (u-Viu—vAu+Vp= f(t,z), divu=0, (1)

ul,, = 0. (2)
Ici v > 0 désigne la viscosité du fluide, u et p sont le champ de vitesse et la
pression, et f est une force extérieure. On fixe un ouvert w C £ et on suppose
que la force extérieure a la forme

[t z) = h(t, x) +n(t, ), (3)

ou h est une fonction réguliere donnée et 7 est un contréle dont le support
par rapport a x est inclut dans w. Il est bien connu que le probleme local de
controlabilité exacte pour le systeme de Navier—Stokes est actuellement bien
compris. Plus précisément, pour tout 7" > 0, toute solution réguliere 4 du
probléme (1), (2) avec f = h et toute fonction réguliere uy de divergence nulle
qui satisfait la condition (2) et se trouve dans un petit voisinage de @(0), on peut
trouver un controle 7 porté par [0,T] X w tel que le probleme (1), (2) complété
par la condition initiale

w(0,) = uo(2) (4)



possede une unique solution réguliere u, qui vérifie la relation u(7T, z) = 4(T, x).
Une question naturelle se pose : peut-on choisir un contréle par retour d’état?
Cette question a été étudiée dans le contexte du probleme de stabilisation pour
le cas particulier ot h ne dépend pas de t et @ est une solution stationnaire. Par
exemple, dans le cas d = 3, il a été démontré qu’il existe un opérateur borné Ky
qui agit dans 'espace L? = L%(Q, R?) tel que supp Kqv C w pour tout v € L?,
et la solution du probléme (1) — (4) avec n = Kgu et ||ug — 4lj2 < 1 converge
vers 4 avec une vitesse exponentielle. Un résultat analogue est vrai pour le
probleme de la stabilisation par la frontiere.

Pour énoncer notre résultat principal, on introduit d’abord quelques nota-
tions. Soit Ry = [0,400) et @ = Ry x Q. On note LP et H® les espaces de
Lebesgue et Sobolev usuels et V) I'espace de fonctions u € C§°(Q2, R?) telles que
divu = 0 dans 2. Soit H and V les adhérences de I'espace V), respectivement,
dans L? et H*. On fixe une fonction scalaire non nulle y € C§°(w) et on note Eyy
'espace de dimension M engendré par xp1,...,Xxenm, o {p;} C L*(Q,R%)
désigne une base orthonormée composée des fonctions propres du laplacien
dans Q avec la condition de Dirichlet au bord. On dit qu’une fonction vec-
torielle (u, p) est une solution forte globale du probléme (1), (2) si

u€ C(R+7 V) N L%oc(RvL» H2)7 pE L%oc(RJrv H1)7
et les équations (1) sont vérifiées au sens des distributions.

Théoréme. Soit h € L (R, L?) une fonction donnée, R et \ des constantes
positives et (@i, p) une solution forte globale du probléme (1), (2) avec le membre

de droite f = h telle que
|0/ oca

L=(Q) <R pourj=0,1, o <L

Alors il existe un entier M > 1 et des constantes positives C, § (qui ne dépendent
que de R, X et v), et une famille d’opérateurs linéaires continus K (t) : H —
Enr, t >0, tels que les assertions suivantes ont lieu.

(a) La fonction t — Kg(t) est continue pour la topologie faible de l’espace
d’opérateurs, et sa norme vérifie l'inégalité

1K ()|l < C  pour tout t > 0.

(b) Pour toute fonction initiale ug € V' telle que ||ug — @(0)| g < § le prob-
léme (1) — (4) dans lequel n est remplacé par Ky (t)(u— 4(t)) posséde une
unique solution forte globale (u,p), qui vérifie I'inégalité

lu(t) = a()ll s < Ce™|luo = a(0)|lm, t=0.

Signalons que dans le cas 2D la condition ug € V peut étre remplacée par
up € H, et il suffit que les données initiales soient proches pour la norme L?2.
Cette remarque est une conséquence immédiate de la propriété régularisante
de V'opérateur qui résout le probleme de Cauchy pour le systéeme de Navier—
Stokes 2D.



Pré-publications

Un article intitulé Internal exponential stabilization for Navier-Stokes equations
by means of finite-dimensional distributed controls est déposé a ’archive sous le
numéro arXiv:1002.2176v1. 1l est soumis a la publication dans la revue SIAM
Journal on Control and Optimization.

Conférences

Trois conférences ont été présentées pendant les missions effectuées grace au
financement du LEA Math—-Mode ou sur des résultats obtenus dans le cadre de
ce projet :

1. Le 26 novembre 2009, A. Shirikyan a fait un exposé a 'Institut de Mathé-
matiques de Iagi sur le probleme de controlabilité du systeme d’Euler 2D.

2. Le 22 janvier 2010, A. Shirikyan a fait un exposé sur le résultat décrit
ci-dessus pour le groupe de travail Controle a Paris-6.

3. Le 26 janvier 2010, S. Rodrigues a fait un exposé sur le résultat décrit ci-
dessus pour le colloque Control of Partial Differential Equations a CIRM
(Marseille).



