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Rezumat

Introdusd in Economie si Matematici Financiare in urma cu mai bine de 100 de ani in
teza de doctorat a lui Louis Bachelier “Théorie de la spéculation”, modelarea stochastica s-
a dovedit a fi un instrument de studiu deosebit de util in studiul fenomenelor economice si
financiare, cunoscand o dezvoltare exponentiald in ultimele decenii. Unul din motivele utilitdtii
acestor modele este ca ele permit includerea, pe langa factorii determinanti ai modelului si a
unui factor aleator, care Tnsumeazd comportamentul factorilor ce nu au fost luati (sau nu pot fi
luati) in calcul la elaborarea modelului, fie datorita multitudinii acestora, fie datoritd faptului ca
anumiti factori nu pot fi cuantificafi exact.

Intre procesele stochastice cel mai des folosite in modelare este miscarea Browniand.
Aceasta alegere nu este intAmplatoare, ea fiind o consecintd a Teoremei Limitd Centrale a Te-
oriei Probabilitdtilor, care aratd cd suma corespunzator normata de incrementi independenti si
identic distribuiti — factorii “neglijabili”, ignorati de regula la elaborarea modelului — converge
in distributie la o variabild aleatoare normald, ce poate fi identificatd cu incrementul miscarii
Browniene.

Cele mai cunoscute si apreciate astfel de modele sunt, spre exemplu, modelul stochastic
neoclasic de crestere economicd Solow ce apare in modelarea economica, respectiv formula
Black-Merton-Scholes de stabilire a pretului unei optiuni de stoc in matematicile financiare,
contributii pentru care autorilor 1li s-a decernat premiul Nobel pentru Economie: lui Robert
Solow in 1987, respectiv lui Robert C. Merton si Myron S. Scholes in 1997.

In lucrarea de fatd prezentim rezultatele cercetirilor efectuate asupra unei clase de pro-
cese stochastice inrudite miscérii Browniene, ce au local comportamentul miscarii Browniene,
dar au un comportament global neomogen, fie spatial sau temporal. Aceastd alegere nu este
una intamplatoare, ea fiind este justificatd de faptul ca desi miscarea Browniana este folosita
in modelare in diverse domenii, ea prezinta lacune. Astfel, evenimente recente cum ar fi cade-
rea bursei de valori din 19 Octombrie 1987, evenimentele din 9 Septembrie 2004, criza pietei
imobiliare a Statelor Unite ale Americii din 2007 sau criza economicd mondiald declansata

la sfargitul anului 2008, au aratat ca modelarea prin miscare Browniana sau miscare Browni-
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and geometricd (procese continue, omogene din punct de vedere spatial si temporal) nu este
intotdeauna adecvatd, aceste evenimente sugerand luarea in calcul a proceselor stochastice cu

singularitdti (salturi), sau cu comportament spatial si temporal neomogen.

Din punct de vedere matematic, aceasta presupune in primul rand studiul existentei si al
unicitatii ecuatiilor diferentiale stochastice ce definesc aceste procese, precum si a proprietatilor
si reprezentdrilor acestora, iar din punctul de vedere al aplicatiilor presupune elaborarea de noi
modele in care migscarea Browniana sd fie inlocuitd prin noul tip de procese, cu parametrii

corespunzator alesi.

Lucrarea de fata contine rezultatele studiului autorului asupra mai multor procese inru-
dite miscadri Browniene. Astfel, in Capitolul [T al lucrdrii, dupd ce in Sectiunea [I.1.1] este evi-
dentiat stadiul cunoasterii in domeniu referitor la existenta si unicitatea ecuatiilor diferentiale
stochastice, sunt prezentate rezultate de existenta si unicitate asupra mai multor ecuatii diferen-

tiale stochastice cum ar fi ecuatia (I.2.T)) (Sectiunea [I.2.1)), ecuatia (I.2.15)) ( Sectiunea[I.2.2)
sau ecuatiile (1.2.21)) si (1.2.50) (Sectiunea [I.2.3). De remarcat este aici faptul ca pentru ulti-

mele trei ecuatii diferentiale stochastice mentionate obtinem si reprezentdri explicite ale tuturor
solutiilor slabe, prin introducerea a doua noi procese (alegere de semn si alegere de semn in-
dependentd si identici distribuitd, in sensul Definitiei [I.2.9] Definitiei [.2.16] si al Definitiei
[[.2.17)). De asemenea, este demn de remarcat introducerea unui nou tip de solutie pentru o ecu-
atie diferentiald stochasticd, pe 1anga notiunile clasice cunoscute de solutie slaba si solutie tare,
si anume a notiunii de ¢-solutie tare a unei ecuatii diferentiale stochastice (Definitia [I.2.13)),
si a notiunilor corespunzitoare de existentd si unicitate. Acest nou tip de solutie interpoleaza
intre notiunile de solutie slaba si solutie tare a unei ecuatii diferentiale, si aratd intr-un anumit
sens cantitatea de informatie ce poate fi unic determinata dintr-o ecuatie diferentiald stochasticd
(un model stochastic), avand importante consecinte practice. SimplificAind mult situatia, putem

2 — 1, in care nu avem

compara cu situatia ecuatiilor algebrice, spre exemplu al ecuatiei x
unicitate a solutiei (existd doud solutii, x = —1 si x = 1), dar putem determina in mod unic o
anumita functie de solutie care este unica (|x| = 1 in cazul ambelor solutii). Acest fapt arata c4,
chiar dacd nu putem determina in mod unic solutia ecuatiei, putem deduce anumite informatii

asupra solutiei Tn cauzd (modulul solutiei), si putem obtine o reprezentare a tuturor solutiilor

4
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ecuatiei in functie de o anumita alegere de semn (x = 1 in cazul mentionat). Aceste rezultate
sunt prezentate mai detaliat in capitolul introductiv al lucrdrii, precum si 1n cadrul sectiunilor
mentionate.

Ca si aplicatii, sunt prezentate In lucrare doud modele probabiliste pentru circulatia ba-
nilor. Alegerea este pertinenta credem stadiului in care se afla economia in momentul de fatd,
avand in vedere cd o bund dezvoltare a acesteia este strans legatd de modul 1n care se efectueaza
investitiile si de cererea si oferta de pe piata de valori, toate in stransa legdtura cu circulatia
banilor.

Pentru constructia modelului, am studiat, la scard micro, modul 1n care o unitate monetara
(o moneda) circuld 1n societate, si am considerat Intr-o prima aproximare cd fiecare membru al
societdtii, atunci cand este in posesia monedei, decide sd o pdstreze sau sd o dea unuia din vecinii
adiacenti cu o anumitd probabilitate (populatie omogend), independent de deciziile celorlalti
membrii ai societdfii. Am obtinut proprietdti ale drumului aleator reprezentat de traseul descris
de moneda, si am obtinut legile limitd corespunzitoare (acestea dau comportamentul la scara
macro al modelului), rezultatele corespunzatoare fiind prezentate in Sec;iunea In Sectiunea
[2.2] am studiat o variantd extinsa a modelului anterior (cazul populatiei neomogene), in care
membrii populatiei iau decizia de a pastra sau de a da moneda unuia din vecinii adiacenti cu
probabilititi diferite. In mod alternativ, acest model se poate aplica unei economii in care
firmele iau decizia de a pdstra sau de a da (de a investi spre exemplu) banii altor firme, cu
anumite probabilitafi. Si1n acest caz am aratat cd la scard micro modelul are aceleasi proprietéti
ca in cazul anterior, si am obtinut o Lege Tare a Numerelor Mari corespunzdtoare.

Lucrarea se incheie cu un capitol de concluzii, in care sunt evidentiate rezultatele originale

obtinute comparativ cu cele estimate a fi obtinute, si cu posibilul impact al acestora.

Cuvinte cheie: miscare Browniand, ecuatie diferentiald stochasticd, existenta si unicitate,

modelare stochasticd, circulatia banilor.
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Summary

Introduced in Economy and Financial Mathematics more then 100 years ago in the doc-
toral thesis “Théorie de la spéculation” of Louis Bachelier, the stochastic modelling proved to
be a very useful instrument in the study of economic and financial phenomena, which had an
exponential development in the last decades. One of the reasons of the utility of these models
is that they allow the inclusion, together with determining factors of the model, of a random
factor, which cummulates the behaviour of the factors which were not (or cannot) taken into
account in the construction of the model, either because of the multitude of them, or due to the
fact that certain factors cannot be quantified exactly.

Among the stochastic processes mostly used in modelling is Brownian motion. This cho-
ice is not accidental, but a consequence of the Central Limit Theorem of Probability Theory,
which shows that the appropriately normed sum of independent and identically distributed ran-
dom variables — “negligible” factors, usualy ignored in constructing the model — converges in
distribution to a normal random variable, which can be identified with the increment of Brow-
nian motion.

Among the most widely known and appreciated such models are, for example, the Solow
neoclassic stochastic model of economic growth which appears in economic modelling, respec-
tively the Black-Merton-Scholes formula for establishing the price of a stock option in financial
mathematics, contributions for which the authors were awarded the Nobel prize for Economy:
Robert Solow in 1987, respectively Robert C. Merton and Myron S. Scholes in 1997.

In the present thesis we present the results of the research on a class of stochastic proces-
ses related to the Brownian motion, which have locally the behavior of the Brownian motion,
but have a global non-homogenous behaviour, either spatial or temporal. This choice is again
not accidental, being justified by the fact that even though the Brownian motion is used in mo-
delling in various fields, it has shortcomings. Thus, the recent events such the fall of the stock
market on October 19, 1987, the events on September 9, 2004, the crisis of the real estate mar-
ket of the United States of America in 2007, or the world economic crisis started at the end

of 2008, shown that modelling by Brownian or geometric Brownian motion (continuous pro-

6
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cesses, homogeneous in space and time) is not always appropriate, these events suggesting the
taking into consideration of stochastic processes with singularities (jumps), or with a spatial or

temporal non-homogeneous behaviours.

From the mathematical point of view, this requires in the first place the study of the
existence and uniqueness of the stochastic differential equations which define these processes,
as well as the study of the properties and their representations, and from the point of view of
the applications it requires the development of new modelsin which the Brownian motion is

substituted by the new type of processes, with the appropriately chosen parameters.

The present thesis contains the research results of the author on several processes rela-
ted to Brownian motion. Thus, in the Chapter m of the thesis, after which in Section m 18
presented the current stage of knowledge in the field of existence and uniqueness of stochastic
differential equations, are presented the existence and uniqueness results on several stochastic
differential equations such as the equation (I.2.1) (Section [I.2.T)), the equation (I.2.T5)) ( Sec-
tion [1.2.2)) or the equations (1.2.21)) and (I.2.50) (Section [I.2.3). Noteworthy is here the fact

that for the last three stochastic differential equations mentioned above we obtained explicit re-

presentation of all weak solutions, by introducing two new type of processes (sign choice and
independent and identically distributed sign choice, in the sense of Definition [1.2.9] Definition
[1.2.16] and Definition [I.2.17). Also, it is noteworthy the introduction of a new type of solu-
tion for a stochastic differential equation, in addition to the known classical notions of weak
solution and strong solution, namely of the notion of ¢-strong solution of a stochastic differen-
tial equation (Definition [I.2.13)), and of the corresponding notions of existence and uniqueness.
This new type of solution interpolates between the notions of weak and strong solution of a
stochastic differential equation, and shows to a certain extent the quantity of information which
can be uniquely determined from a stochastic differential equation (a stochastic model), having
important practical consequences. Simplifying the situation, we can compare with the situation
of alebraic equations, for example of the equation x> = —1, in which we do not have uniqueness
of the solution (there are two solutions, x = —1 and x = 1), but we can determine uniquely a

certain function of the solution (Jx| = I in the case of both solutions). This fact shows, that

even though we cannot determine uniquely the solution of the equation, we can deduce certain

7
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information about the solution (the absolute value of the solution), and we can obtain a repre-
sentation of all solutions of the equation using a sign choice (x = *1 in the aforementioned
example). These results were presented in detail in the introductory chapter of the thesis, as
well as in the corresponding sections mentioned above.

As applications, in the thesis are presented two models for the cash flow. We believe that
the choice is meaningful for the stage in which the economy is at the present moment, taking
into account that a good development of it is closely related to the way in which investments
are made by the demand and supply on the market of values, all in close connection to the cash
flow.

For the construction of the model, we studied, at micro scale, the way in which a mone-
tary unit (a coin) circulates in the society, and in a first approximation we considered that each
member of the society, when is given a coin, decides to keep it or to pass it to one of his adjacent
neighbors with a certain probability (homogeneous population), independent of the decisions
of the rest of the members of the society. We obtained the properties of the random walk repre-
sented by the trajectory of the coin, and we obtained the corresponding limit laws (these laws
give the behavior at the macro scale of the model), the corresponding results being presented in
Section 2.1} In Section we studied an extended version of the previous model (the case of a
homogeneous population), in which the member of the population take the decision to keep or
to pass the coin to one of the adjacent neighbors with different probabilities. Alternatively, the
model is suitable for an economy in which the firms decide to keep or to pass away (to invest,
for example) money to other firms, with certain probabilities. In this case we also shown that
at the micro scale the model has the same properties as in the previous case, and we obtained a
corresponding Strong Law of Large Numbers.

The thesis concludes with a chapter of concluding remarks, in which are highlighted the
original results we obtained comparatively with the estimated ones, and with their possible

impact.

Keywords: Brownian motion, stochastic differential equation, existence and uniqueness,

stochastic modelling, cash flow.
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Introducere

Motivatia, scopul si obiectivele urmarite

Acum mai bine de 100 de ani, Louis Bachelier introducea miscarea Browniana in teza
sa de doctorat “Théorie de la spéculation” pentru a modela dinamica preturilor de stoc. Acest
prim pas facut In modelarea stochastica a diverselor procese ce apar in Economie si Finante a
cunoscut ulterior o dezvoltare exponentiald prin contributiile aduse de renumifi matematicieni
si economisti ai timpului.

Intre procesele stochastice folosite in modelare, miscarea Browniani este probabil pro-
cesul stochastic cel mai bine cunocut si totodatd cel mai des folosit, el aparand Tn modelarea
economicd, spre exemplu in modelul stochastic neoclasic de crestere economicd Solow, sau in
modelarea financiard, cum este cazul formulei Black-Merton-Scholes de stabilire a prefului unei
optiuni de stoc, contributii pentru care autorilor li s-a decernat premiul Nobel pentru Economie
(Robert Solow in 1987, respectiv Robert C. Merton si Myron S. Scholes in 1997). Pentru mai
multe detalii referitoare la aceste rezultate se pot consulta spre exemplu referintele [BaSa03]],
[BISc73], [GulO], [HuWh87], [So56], sau Sectiunea 5.2 din propunerea de proiect “Procese
stochastice Browniene cu aplicatii in Finante §i Economie” a autorului, prezenta teza fiind o
sinteza a rezultatelor autorului obtinute in cadrul proiectului “Cercetarea stiintificd economicd,
suport al bundstdrii §i dezvoltdrii umane in context european” (proiect finantat din Fondul So-
cial European si de cdtre Guvernul Romaniei prin Programul Operational Sectorial de Dezvol-
tare a Resurselor Umane 2007-2013, prin contractul SOP HRD/89/1.5/S/62988), desfasurat in
perioada 1 Decembrie 2010 — 31 Noiembrie 2012, si avand ca beneficiar Institutul National de

Cercetdri Economice “Constantin C. Kirifescu” al Academiei Roméne, iar ca partener (unul din

9
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cei cinci parteneri afiliafi proiectului) Institutul de Matematicd “Simion Stoilow” al Academiei
Romaéne.

Alegerea ca obiect de studiu a proceselor stochastice Browniene (procese obtinute ca si
perturbari ale miscarii Browniene obignuite) este justificatd de faptul cd desi miscarea Brow-
niand este frecvent folositd 1n modelare in diverse domenii (spre exemplu in cele doud mo-
dele mentionate mai sus, in Economie, respectiv in Matematici Financiare), ea prezintd lacune
din punctul de vedere al modelului: in unele modele este de dorit ca procesul folosit sd aiba
comportament spatial neomogen, temporal neomogen, sd aiba salturi (discontinuititi), sau alte
proprietati depinzand de modelul ales.

Amintim aici doar trei exemple ce motiveaza aceasta alegere.

1. Céderea bursei de valori din 19 Octombrie 1987, sau cea de dupd evenimentele din 9
Septembrie 2004, au ardtat ca modelarea prin migcare Browniand geometrica (un proces
continuu) nu este adecvatd, deoarece pretul stocului poate avea discontinuitdti. De ase-
menea, se stie ca prefurile anumitor comodititi, cum ar fi alimente, sau chiar bursa de

valori, au o tendinta sezoniera.

2. Criza din 2007 a pietei imobilare din Statele Unite ale Americii a determinat un colaps
pentru multe banci internationale mari, precum si pentru unele institutii financiare asoci-
ate. Din nou aceasta aratd ca modelele stochastice considerate trebuie sd aiba in vedere
procesele stochastice cu singularitifi pentru a putea putea prevedea acest tip de eveni-

mente nedorite.

3. Criza economica mondiald, declangata la sfarsitul anului 2008, a ardtat ca modelarea eco-
nomica trebuie sd aiba in vedere procesele discontinue, cu salturi. De asemenea, cresterea
economica in aceastd crizd nu este un proces omogen pentru toate tarile, si deci trebuie
avute Tn vedere procese stochastice cu un comportament spatial si temporal neomogen,

precum si cu posibile discontinuitati.

Aceste trei exemple concrete, precum si alte exemple similare din Economie, Finante,

sau alte domenii nrudite acestora, motiveaza studiul si aplicatiile proceselor inrudite miscarii

10
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Browniene: schimbdri de timp ale miscdrii Browniene, miscare Browniana sticky, drumuri alea-
toare neomogene si/sau in medii aleatoare, comportamentul la limita al acestora, etc, pe care ne
propunem s le studiem in lucrarea de fata.

Din punct de vedere matematic, aceasta presupune studiul existentei, al unicitatii si a pro-
prietdtilor procesului corespunzdtor, iar din punctul de vedere al aplicatiilor, studiul presupune
elaborarea de noi modele Tn care migcarea Browniana sd fie inlocuitd prin noul tip de procese
considerat, cu parametrii corepunzator alesi.

Scopul prezentei teze este studiul proceselor stochastice Tnrudite migcdrii Browniene, ce
au local comportamentul miscarii Browniene, dar au un comportament global neomogen, atat
spatial cat si temporal, si obtinerea de aplicatii practice Tn domeniul Economic sau Tn domenii
inrudite, conexe temei proiectului de finantare.

In conformitate cu obiectivele proiectului propus de autor (a se vedea spre exemplu Planul

de lucru al proiectului din Sectiunea 5.5 a acestuia), ne propunem urmédtoarele obiective:

1. Studiul diverselor perturbari ale miscarilor Browniene, prin:

(a) studiul existentei solutiilor ecuatiilor diferentiale stochastice ce definesc aceste pro-

cese;

(b) studiul unicitdtii solutiilor ecuatiilor diferentiale stochastice ce definesc aceste pro-

cese;
(c) obtinerea de reprezentdri explicite ale acestor procese;

(d) obtinerea de proprietdti ale acestor procese;
2. Aplicatii ale proceselor in modelarea economica si a domeniilor conexe, prin:

(a) Elaborarea de noi modele in Economie si Tn domenii conexe;
(b) Studiul proceselor ce intervin in aceste modele;

(c) Obtinerea de concluzii practice prvind modelele elaborate si studiate.

11
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Metodologia utilizata

Metodologia utilizatd este adaptata cerinfelor de cercetare stiingificd, si urmareste indepli-
nirea obiectivelor proiectului, in conditiile respectérii normelor deontologice ale cercetdtorului.
Astfel in metodologia utilizatd pe parcursul intregului proiect s-au avut In vedere urma-

toarele.

1. Studiu bibliografic. Pe parcursul celor doi ani ai proiectului, autorul a studiat mai multe
articole stiintifice de referinta si carti de specialitate din diverse domenii: Matematic,
Economic, Matematici Financiare. De mentionat cd doar o parte din aceste articole si
carti apar 1n bibliografia selectivd din lucrare, restul fiind necesare pentru o mai bund
intelegere a fenomenului studiat sau pentru studiul comparativ al rezultatele obtinute de
alti cercetatori (estimdm ca lista de referinte bibliografice ar trebui sd fie probabil de 3 ori

mai lunga decat in prezent, dacd am fi addugat toate lucrdrile studiate).

2. Cercetare stiintifica individuala. Autorul a efectuat efectuat cercetare stiintifica indivi-
duald, reflectata in rapoartele lunare si trimestriale elaborate, rapoarte vizate de expertul
indrumator in cadrul proiectului. Un alt indicator al cercetdrii sunt lucrdrile stiintifice
elaborate (doud lucrdri apdrute in reviste indexate In baze de date internationale si o alta
in curs de aparitie, o lucrare acceptatd intr-o revistd ISI, si o altd lucrare in curs de re-
cenzie tot la o revistd ISI), precum si participdrile la conferinte stiinfifice nationale si

internationale la care au fost prezentate rezultatele acestor cercetari.

3. Colaborare cu alti cercetatori. Un element important al cercetirii stiintifice efectuate a
fost colaborarea cu alti specialisti din domeniu. Un rol important I-a avut aici colaborarea
cu expertul indrumator (Prof. dr. Lucian Beznea, Institutul de Matematica “Simion Stoi-
low” al Academiei Romane), cu care autorul a discutat diverse aspecte legate de cercetare,
cum ar fi: rezultate obtinute, probleme aparute in cercetare si posibila lor solutionare,
extinderea rezultatelor obtinute, noi directii in cercetare, etc. Pe parcursul desfdsurdrii
proiectului, autorul a colaborat de asemenea cu multi alti cercetatori; in cadrul acestor in-

talniri, autorul a incercat fie sa se documenteze in noi teme de cercetare, conexe tematicii
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proiectului, fie sa prezinte solutiile si problemele intampinate in cercetare, fie sa discute

posibile aborddri ale acestora.

De mentionat aici este spre exemplu stagiul de mobilitate extern din perioada 1 Martie —
31 Mai 2012 efectuat la Institutul de Matematica al Universitdtii de Tehnologie si Eco-
nomie Budapesta, 1n care autorul a avut sansa sa colaboreze in primul rand cu Prof. Dr.
Balint Toth (expertul indrumator la institutia gazdd), matematician de renume internatio-
nal, dar si cu alfi cercetdtori de renume din cadrul acestei institutii de prestigiu, cum ar
fi Prof. Marton Balasz, Prof. Tamas Szabados, Prof. Simon Karoly, sau cu studentii
la doctorat ai acestei institutii, studenti ce formeazd un foarte puternic grup de cercetare
(Horvath Illés, K61 Tamds, Komjathy Julia, Nagy Attila Laszl6, Nandori Péter, Rozgonyi

Eszter, Barany Baldzs).

Pe parcursul intdlnirilor regulate cu mentorul de la institutia gazda, Prof. Balint TOTH,
m-am familiarizat cu domeniul sdu de cercetare, si am Tncercat sa aplic cunostintele acu-
mulate in cercetare. Urmand o sugestie a Prof. Toth, m-am documentat in domeniul
teoriei excursiilor migcdrii Browniene, si am concretizat aceste studiu in obtinerea unora
din rezultatele prezentate in Sectiunea[[.2.3] Un alt subiect care mi-a atras atentia a fost
cel al drumurilor aleatoare in medii aleatoare (in care Prof. Toth este specialist), si ca
urmare a documentdrii am initiat studiul modelelor probabiliste pentru circulatia banilor,

modele prezentate in Sectiunea[2.1]si Sectiunea[2.2]

4. Respectarea normelor deontologice ale cercetiirii stiintifice. In toate lucririle elabo-
rate in cadrul acestui proiect, autorul a avut in citarea si autocitarea (acolo unde a fost
cazul) rezultatelor utilizate in cercetare, precum si mentionarea sursei de finantare in ar-
ticolele elaborate sau in cadrul prezentarii lucrdrilor elaborate la conferintele de speciali-

tate.

Fiind vorba de un proiect finantat din fonduri europene, autorul a avut in vedere respec-
tarea obligatiilor ce decurg din acestd finantare (evitarea dublei finantdri, a respectdrii
termenlor impuse pentru raportare, prezentarea documentelor de decontare si a rapoarte-

lor de activitate Tn urma stagiului la intoarcerea in tard, etc).
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Structura lucrarii

Lucrarea de fatd este structurata in trei capitole, confine un rezumat in limba Romana si
unul in limba Englezd, o introducere si o bibliografie selectiva.

Capitolul de fatd, intitulat “Introducere”, contine 4 sectiuni. In prima sectiune se prezinti
motivatia alegerii temei lucrdrii (ca necesitate a extinderii miscdrii Browniene la alte procese
inrudite cu comportament similar, dar care permit ne-omogneitate spatiald sau temporald, di-
scontinuititi, etc), si sunt prezentate scopul si obiectivele lucrdrii. In continuare, in a doua
sectiune, este prezentatd metodologia specificd utilizata in vederea indeplinirii obiectivelor, iar
in ultima sectiune (sectiunea de fatd) este prezentatd structura detaliata a lucrarii.

Capitolul [1] intitulat “Rezultate obtinute” este structurat in doud parti: o prima parte ce
contine stadiul actual al cunoasterii in domeniul ales, iar o a doua ce contine rezultatele proprii
obtinute Tn cercetarea.

Sectiunea [[.1] este structuratd in doud subsectiuni, corespunzitor celor doud domenii ale
lucririi, cel teoretic si cel aplicativ. In Sectiunea sunt prezentate rezultatele clasice re-
cente referitoare la ecuatii diferentiale stochastice. Astfel, sunt prezentate notiunile clasice de
solutie slaba si solutie tare a unei ecuatii diferentiale stochastice (Definitia [[.1.T] respectiv De-
finitia[T.1.2), si notiunile corespunzitoare de existentd si unicitate slaba si tare. Exemplul [1.1.6]
este un exemplu de referinta in cadrul ecuatiilor diferentiale stochastice (datorat lui H. Tanaka,
fiind considerat ulterior si de alfi cercetdtori), ce aratd lipsa unei solutii tari a unei anumite
ecuatii diferentiale stochastice, si care a fost folosit de autor ca punct de plecare al cercetari-
lor efectuate. Tot in aceasta sunt prezentate trei teoreme de referintd referitoare la existenta
si unicitatea solutiilor ecuatiilor stochastice diferentiale: Teorema (rezultatul datorat lui
Engelbert-Schmidt, ce dd o conditie necesara si suficientd de existentd si unicitate in sens slab),
Teorema [I.1.9] (rezultatul lui Le Gall, ce dd mai multe condiii necesare ce asigurd existenta
sl unicitatea in sens tare), si Teorema (rezultat recent obginut de Bass-Chen privitor la
solutiile ecuatiilor diferentiale cu conditii de reflectie pe frontierd).

in Secgiunea sunt prezentate rezultatele clasice referitoare la legile limitd ale drumu-

rilor aleatoare: Legea Slaba a Numerelor mari (1.1.12)), Legea Tare a Numerelor Mari (1.1.14),
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Teorema Limitd Centrald [[.1.16] precum si o variantd Functionald a Teoremei Limita Centrale
(L.1.17).

Partea a doua a primului capitol, intitulatd “Ecuatii diferentiale stochastice cu singula-
ritdagi”, contine rezultatele originale ale cercetdrilor autorului, si este este structuratd in patru
subsectiuni. In Sectiunea sunt prezentate rezultatele cercetdrii referitoare la un proces
inrudit miscdrii Browniene, si anume miscarea Browniand sticky. Rezultate principale sunt
aici Teorema in care se obtine 0 noud reprezentare a solutiei unei ecuatii difereniale sto-
chastice degenerate (solutia este un proces similar miscdrii Browniene sticky), diferitd de cea
clasicd datoratd lui Engelbert-Schmidt (a se vedea Observatia [I.2.4), si Consecinta [1.2.6] in
care se obtine o conditie suficientd de existenta si unicitate pentru o anumita ecuatie diferentiala

stochasticd degeneratid, ce completeaza un rezultat din[1.2.13|(a se vedea Observatia[1.2.7).
In Sectiunea|1.2.2] autorul studiazi mai indeaproape exemplul clasic al lui H. Tanaka (a

se vedea Exemplul [I.1.6)), si aratd cd, chiar dacd aceasta ecuatie diferentiala stochasticd nu are
solutie tare unica, solutiile slabe sunt unice in sensul distributiei, si obtine o reprezentare expli-
citd a tuturor solutiilor slabe ale ecuatiei (Teorema [[.2.T1). Solutia genericé obtinuta depinde
de o alegere de semn, notiune introdusi de autor in Definitia [[.2.9] care explica lipsa unicitatii
in sens traiectorial a solutiilor slabe a ecuatiei, precum si lipsa unei solutii tari a ecuatiei.
Extinzand rezultatele din sectiunea anterioard, in Sectiunea [[.2.3] autorul studiazi exis-
tenta si uicitatea pentru doud tipuri de ecuatii difrentiale stochastice cu singularititi. Plecand de
la observatia ca in cazul sectiunii anterioare valoarea absolutd a solutiei ecuatiei lui Tanaka este
unic determinatd de miscarea Browniana ce apare in aceastd ecuatie, autorul introduce notiunea
de @-solutie tare a unei ecuatii diferentiale stochastice (Definitia[I.2.13)), notiune ce interpoleaza
intre notiunile clasice de solutie slaba si solutie tare a unei ecuatii diferentiale stochastice. Ca si
in cazul sectiunii anterioare, studiul ecuatiilor stochastice cu singularitdti este legat de notiunea
de alegere de semn (Definitia . In acest caz studiul este mai amplu (a se vedea discutia
referitoare la ordonarea excursiilor unei miscari Browniene ce urmeaza Definitiei [I.2.16), si ne-
cesitd introducerea unei notiuni suplimentare, si anume aceea de alegere de semn independentd
si identic distribuitd (I.2.17). Rezultatele principale ale acestei sectiuni sunt Teorema [[.2.20]

st Teorema [1.2.22] care aratd existenta si unicitatea @-solutiilor tari (in sensul definitiei intro-
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duse) pentru cele doud tipuri de ecuatii diferentiale stochastice considerate, si, mai mult, dau o
reprezentare a tuturor solutiilor slabe ale ecuatiei in termenii unei alegeri de semn i.i.d.

Capitolul [2] al lucrdrii, intitulat “Aplicatii”, contine rezultatele cercetdrilor autorului refe-
ritoare la o problemi de interes economic, si anume aceea a circulatiei banilor. In Sectiunea
[2.1] plecand de la un set de ipoteze minimale, autorul introduce un model probabilist pentru
circulatia banilor. Astfel, dupa ce in Sectiunea[2.1.1]se introduce modelul matematic ce descrie
drumul aleator corespunzdtor traseului unei monede in interiorul populatiei, in Sectiunea
sunt obtinute proprietdfi ale acestuia. Astfel se aratd ca drumul aleator al monedei este o mar-
tingald recurenta si ireductibild (Proposition [2.1.2)), iar in Teorema [2.1.3] se obtin legile limita
corespunzatoare: Legea Slaba si Legea Tare a Numerelor Mari, Teorema Limita Centrala, si va-
rianta Functionald a Teoremei Limiti Centrale. In incheiere, in Sectiunea sunt prezentate
cateva implicatii economice ale rezultatelor obtinute.

In Sectiunea este prezentatd o extensie recentd a modelului probabilist pentru circu-
latia banilor din sectiunea anterioard. in acest model se considerd o populatie neomogend, in
sensul cad membrii populatiei decid cu probabilitati diferite de a pastra sau de a da moneda unui
din vecinii adiacenti (in modelul anterior aceste probabilitdti au fost considerate identice, adica
populatia a fost considerata ca fiind omogena din punctul de vedere al deciziilor). Ca si in cazul
modelului anterior, se aratd ca daca probabilitdtile de a da moneda unui din vecinii adiacenti
sunt strict pozitive pentru tofi membrii populatiei, atunci drumul aleator al monedei este o mar-
tingald recurentd si ireductibild (Propozitia 2.2.2). De asemenea, in ipoteza suplimentara cd
probabilitdtile a da moneda unui din vecinii adiacenti sunt marginite inferior de o constanta po-
zitivi pentru toti membrii populatiei, atunci are loc Legea Tare a Numerelor Mari. In Sectiunea
[2.2.3| se aratd cd datoritd neomogenitdtii populatiei, variabilele aleatoare reprezentand decizia
membrilor populatiei, aflati la diverse momente de timp in posesia monedei, de a o da sau nu
vecinilor adiacenti, nu sunt in general variabile aleatoare independente si identic distribuite;
din acest motiv, nu s-au putut obtine si celelalte legi limita pentru drumul aleator al monedei
(Teorema Limita Centrald si varianta Functionald corespunzitoare).

Ultimul capitol al lucrdrii este intitulat “Concluzii”, si contine trei sectiuni: Sectiunea[3.1]

in care sunt prezentate rezultatele obtinute comparativ cu cele estimate a fi obtinute, Sectiunea
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[3.2] in care sunt evidentiate rezultatele originale obtinute in cercetare, si Sectiunea[3.3] in care
este prezentat impactul posibil al acestor rezultate.
Lucrarea se incheie cu o bibliografie selectivd continand peste 50 de articole si carti folo-

site la elaborarea lucrarii.
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Capitolul 1

REZULTATE OBTINUTE

1.1 Stadiul actual al cercetarii in domeniu

1.1.1 Existenta si unicitate pentru ecuatii diferentiale stochastice

In cadrul proceselor stochastice, un rol important il ocupi studiul ecuatiilor diferentiale stochas-
tice, deoarece acestea permit includerea Tn modelare (spre deosebire de ecuatiile diferentiale
clasice) a factorilor aleatori ce influenfeaza evolutia procesului studiat.

O problemd fundamentald in teoria ecuatiilor diferentiale stochastice o reprezintd exis-
tenta si unicitatea solutiei. Explicatia practicd este cd atunci cand se elaboreazd un model pro-
babilist al unui anumit fenomen sau sistem dinamic, plecind de la anumite premize asupra
fenomenului in cauzd se ajunge in final la o descriere a procesului corespunzator ca si solutie
a unei ecuatii diferentiale stochastice. In general, aceasti ecuatie poate avea sau nu solutii, iar
daca ecuatia admite solutie, aceasta poate fi sau nu unica.

In situatiile practice, este evident de dorit ca ecuatia diferentiald stochasticid construiti
sa admitd solutie (in caz contrar modelul matematic construit nefiind viabil), si de asemenea
este de dorit ca solutia sa fie unicd (in caz contrar, modelul matematic arata ca situatia concreta
modelatd poate avea una din mai multe evolutii posibile, fapt ce nu este in general folositor in
practicd, mai ales daca aceste evolutii posibile acopera o plaja largd de evolutii posibile ale siste-

mului). Aceste cerinte, impuse de necesitati practice, corespund exact problemei fundamentale
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in studiul ecuatiilor diferentiale, si anume aceea a existentei si unicitatii solutiei.
In cele ce urmeaza vom fi preocupati in principal de ecuatii diferentiale stochastice 1-

dimensionale Tn raport cu migcarea Browniana, adicd a ecuatiilor de forma

t t
Xz=§+/ G(Xs)st+/b(Xs)dS, t>0, (1.1.1)
0 0

in care & este valoarea initiald a procesului (X; ), studiat, (B;),~ este o migcare Browniand 1-
dimensionald standard inceputa la B) =0, ¢ : R — R este coeficientul de difuzie, iar b : R — R
este coeficientul de drift (tendintad).

Literatura de specialitate opereaza cu doud tipuri de solutii ale ecuatiei (I.1.1)): solutii tari
(Engl., strong solutions) si solutii slabe (Engl., weak solutions), introduse de cétre T. Watanabe
s1 S. Yamada ([[YaWa71b]) dupd cum urmeaza.

Pentru a defini notiunile de solutie tare si slabd a unei ecuatii diferentiale stochastice, pre-
cum si pentru conceptele de existentd si unicitate corespunzatoare, vom folosi abordarea recentd
din [KaShoI] (pag. 285 — 300). Astfel, pe un spatiu de probabilitate (Q,.%, P) fixat, conside-
rim (B;),~, 0 migcare Browniani 1-dimensionald inceputd la By = 0, si notim cu () _,
filtratia generata corespunzatoare, adica 3‘}3 =0(B;:0<s5<1), t > 0. Dacid & este o
variabild aleatoare independentd de 5, si /' = {NCQ:3F € ZBal NCFsiP(F)=0}

este familia multimilor P-neglijabile, definim filtratia (), prin
F=0c(NUFPuc (), t>0. (1.1.2)

Augmentand in mod corespunzitor aceasta filtratie, putem presupune ca filtragia (%), veri-

ficd conditiile uzuale (este continua la dreapta si contine multimile neglijabile).

Definitia 1.1.1. O solutie tare a ecuatiei diferentiale stochastice pe spatiul de probabi-
litate (2, F,P) in raport cu miscarea Browniand B este un proces X = (X;),> cu traiectorii

continue care verificd urmdtoarele proprietdti:

i) X este adaptat in raport cu filtratia (F,),~ definitd de '
i) PXo=&) =1,
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iii) P (fyb(X,)+0%(X,)ds <o) =1, oricare ar fit > 0;
iv) Aproape sigur X verificd relatia (I.1.1).

Asa cum se aratd 1n [KaSh91]], partea importantd a acestei definifii consta Tn punctul 1) al
definitiei, adica al masurabilitdfii solutiei in raport cu o-algebra generata de miscarea Browni-
ani B,. In mod echivalent, aceasta arati ci solutia X; este determinati de miscarea Browniani B;
(privitd ca si datd de intrare in ecuatia diferentiald stochastica (I.1.1))), adici are loc aga numitul
principiu al cauzalitdtii mengtionat mai sus (datele de intrare in problema de modelare determina
datele de iesire).

Un alt tip de solutie este asa numitd solutie slaba, definitd dupa cum urmeaza.

Definitia 1.1.2. O solutie slabd a ecuatiei diferentiale stochastice este un triplet (X,B),

(Q,F,P), (#1),>( cu urmdtoarele proprietdfi:

i) (Q,7,P) este un spatiu de probabilitate si (F;),~ este o filtratie pe F ce verificd conditiile

uzuale;

ii) X = (X;),~( este un proces continuu, adaptat in raport cu filtratia (F;),~, iar B= (B;),~
este o migcare Browniand 1-dimensionald inceputd la By = 0, adaptatd in raport cu fil-

tratia (ff,)tzo.
iii) P (fyb(X,)+0%(X,)ds <o) =1, oricare ar fit > 0;
iv) Aproape sigur X verificd relatia ([[.1.1).

Observatia 1.1.3. Asa cum este usor de observat, dacd X este o solutie tare a ecuatiei ([I.1.1)),
atunci (X, B) este o solutie slabd a acestei ecuatii, pentru orice miscare Browniand B.
Reciproca nu este insd in general adevdratd. Filtratia (%)QO din Definitia nu
este in general filtratia augmentatd generatd de miscarea Browniand B si condifia inifiald &.
Aceasta aratd cd valoarea lui X la momentul t > 0 nu este in general determinatd numai de
miscarea Browniand B pand la momentul t si condifia initiald &, ca in cazul unei solutii tari.
Cantitatea suplimentard de informatie necesard pentru a determina valoarea lui X la momentul

t > 0 este insd continutd in -algebra %,.
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Corespunzdtor celor doud tipuri de solutii introduse, se pot introduce urmdtoarele tipuri
de existentd si unicitate pentru ecuatia diferentiali stochastici (1.1.1). In cazul solutiilor tari

avem urmatoarea definitie a unicitdfii tari.

Definitia 1.1.4. Dacd oricare ar fi spatiul de probabilitate (Q,.% ,P), miscarea Browniand
(Bt)zzo si conditia initiald &, existd o solutie tare a ecuatiei diferentiale stochastice (m)
spunem cd existenta tare este verificatd pentru ({I.1.1).

Dacd oricare ar fi spafiul de probabilitate (Q, % ,P), miscarea Browniand (By),~ $i

conditia inifiald &, si oricare ar fi X, X doud solutii tari ale ecuatiei are loc
P(X,:f(’,, 0§r<oo) —1,
spunem cd unicitatea tare este verificatd pentru ecuatia ([I.1.1).

In cazul solutiilor slabe, se pot defini dou tipuri de unicitate pentru ecuatii diferentiale
stochastice, si anume unicitatea traiectoriald si unicitatea in distributie.
Definitia 1.1.5. Dacd (X,B), (Q,.7,P), (F1),-q si (}EB), (Q, 7,P), (%)  sunt doud
> >
solutii slabe ale ecuatiei (I.1.1)), pe acelagi spatiu de probabilitate, in raport cu aceeagi miscare

Browniand B (posibil in raport cu filtratii diferite), si cu aceeasi conditie inifiald &, si dacd
P(Xt:)?,, 0§t<oo> =1

spunem c¢d unicitatea traiectoriald (pathwise uniqueness) este verificatd pentru ecuatia ({I.1.1).
Dacd (X,B), (Q,7,P), (F),> si (X,E), (ﬁ,iﬁ), (%) , Sunt doud solutii slabe

> >
ale ecuatiei , cu aceeasi conditie initiald &, si dacd cele doud procese au aceeasgi distri-

butie, spunem cd unicitatea in sensul distributiei are loc pentru ecuatia ([I.1.1)).

Un exemplu folosit de autor ca si punct de plecare in cercetare este exemplul clasic datorat
lui H. Tanaka (si folosit ulterior si de alti autori, spre exemplu Zvonkin [Zv74]], sau [KaSh91]],
pag. 301 — 302), exemplu care aratd ca existd ecuatii diferentiale stochastice care nu admit

solutii tari (dar admit solutie slaba, si in plus aceasta este unicd in distributie).
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Exemplul 1.1.6 (Exemplul lui H. Tanaka). Considerdm cazul particular al ecuatiei diferentiald

+1, x>0
stochasticd (|1.1.1) in care © (x) = sgn(x) = sib(x) =0, adica
-1, x<0
t
X = / sgn (X;) dB;, t>0. (1.1.3)
0

Cum functia 6% (x) = sgn~2(x) este integrabild local pe R si nu are zerouri, avem I (G) =
@ = Z(0) in notatia Teoremei m Conform acestei teoreme rezultd cd ecuatia diferentiald
stochasticd (I.1.3) admite o solufie slabd si cd aceasta este unicd in sensul distribufiei.

Cum X; si —X; sunt simultan solutii tari ale ecuatiei (I.1.3)), unicitatea tare nu poate avea
loc pentru aceastd ecuatie (evident X; si —X; nu sunt identice decdt in cazul X; =0, care nu este
insd solutie a ecuatiei (1.1.3))).

Dacd ar admite o solutie tare X, (adicd dacd FX C FEB pentru orice t > 0),

observam cd

t t t
/ sgn (X;) dX; :/ sgn (X;) sgn (X;) dBs :/ dBs; = By, t>0,
0 0 0

si deci are loc si incluziunea contrard 8 C FX, adica FX = FB.
Conform formulei Tanaka avem de asemenea [} sgn (Xs)dXs = |X;| — L?, unde
LY = 1imi/l1[0£)(|xs|)ds
eNo02€ Jo
este timpul local al procesului X in origine, ceea ce aratd cd B; = fé sgn (Xy) dX; este o functie

,0<s<t, gidecif%BC,%m.

mdsurabild de | X;
Ao .. X v v . . . g
Aceasta conduce insd la contradictia FX C fftl ‘, care aratd cd ecuatia diferentiald sto-

chasticd (1.1.3) nu admite solutie tare.

Se poate arita (a se vedea exemplul anterior, sau [KaSh91]], pag. 301) ca existenta slabd nu
implica 1n general existenta tare, ca unicitatea in sensul distributiei nu implica unicitatea traiec-
toriald; de asemenea, conform unei teoreme datorata lui T. Yamada si S.Watanabe ([YaWa71bl]),
unicitatea traiectoriald implica unicitatea in sensul distributiei.

Incepand cu munca de pionierat a lui Kiyoshi It (a se vedea spre exemplu [[t46]), mai

mulfi autori au studiat problema existentei si unicitdtii ecuatiilor diferentiale stochastice (de
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tipul ecuatiei (I.1.1), sau al altor variante mai complicate, multidimensionale, sau care permit
dependenta de timp a coeficienilor ecuatiei, etc).

In cazul in care coeficientul de drift b din ecuatia este identic nul, problema
existentel si a unicitdfii slabe a fost complet rezolvat de cdtre H. J. Engelbert s1 W. Schmidt
([EnSc83])), dupd cum urmeaza.

Consideram multimea Z (o) a zerourilor functiei de drift o, definita prin
Z(o)={xeR:0o(x) =0}, (1.1.4)

si multimea (o) de ne-integrabilitate locali a functiei 6 ~2, definiti prin

I(G):{XER/_Z%:W, ‘v’8>0} (115)

Rezultatul este urmatorul.

Teorema 1.1.7 ([EnSc84)]). Ecuatia diferentiald stochasticd
Xt:Xo—f—/OtG(Xs)dBS, t>0 (1.1.6)
are o solutie care nu explodeazd pentru orice distributie initiald a lui Xy dacd §i numai dacd
I(c)CZ(o). (1.1.7)

Mai mult, pentru orice distributie initiald a lui Xo solutia este unicd in sensul distributiei

dacd si numai dacd

I(o)=Z(0). (1.1.8)

Observatia 1.1.8. Intr-o alti lucrare ([EnSc83)]) autorii extind acest rezultat si aratd cd dacd
O este o functie mdsurabild ce verificd I (o) = &, atunci toate solutiile ecuatiile pot fi
construite din solutia din teorema anterioard, prin “intdarzierea” solutiei (Engl., “delay”) cand

aceasta se afld in multimea Z (o).

Dacd in ceea ce priveste problema existentei si unicitdtii slabe (in cazul fara drift) este
complet rezolvata de teorema anterioard, in cazul solutiilor tari sunt cunoscute numai conditii

suficiente (nu §i necesare) care asigura existenta si unicitatea tare.
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Sunt cunoscute 1n literatura de specialitate mai multe conditii suficiente care asigura exis-
tenta si/sau unicitatea tare a ecuatiei (I.I.I). Astfel, in munca sa de pionierat in domeniul
proceselor stochastice, K. Itd (1942a, 1946 in Karatzas) arata ca daca coeficientii o si b ai ecu-
atiei stochastice (I.1.1)) sunt local functii Lipschitz, atunci unicitatea tare este verificatd pentru
(I.I.T). Daci in plus o si b sunt functii Lipschitz globale, si verificd o conditie suplimentara de
crestere, atunci este verificatd si existenta tare pentru (I.1.T)).

Alte rezultate privind existenta si unicitatea tare a solutiilor ecuatiilor stochastice 1-dimensionale
au fost obtinute de catre T. Yamada si S. Watanabe ([YaWa71bl]), S. Nakao ([Na72]), J. F. Le
Gall ([Ga83]]), M. T. Barlow si E. Perkins ([BaPe84]]), si mai recent de cétre T. S. Zhang ([Zh94])
si R. Bass si M. F. Chen ([BaChOll]).

Spre exemplu, conditii suficiente generale (care confine ca si cazuri particulare rezultate
anterior obtinute de diversi autori) sunt datorate lui J. F. Le Gall ([Ga83]]), dupd cum urmeaza.

Consideram urmatoarele ipoteze:

(A) Existd o functie crescitoare p : [0,00) — [0,00) astfel incat [, % = oo §i
(6()-o()’<p(k—r)), xyeR (1.1.9)
(B) Exista o functie crescdtoare f : R — R astfel Tncat
(e - <IfW-fO), xyeR (1.1.10)

Rezultatul este urmatorul.

Teorema 1.1.9 ([|Ga83l)). Presupunem cd ©,b sunt functii mdrginite si mdsurabile ce verificd

una din urmadtoarele ipoteze
1. o verificd conditia (A) si b este o functie Lipschitz;
2. o verificd conditia (A) si existd € > 0 astfel incdt |c| > €;
3. o verificd conditia (B) si existd € > 0 astfel incat ¢ > €.

Atunci unicitatea tare este verificatd pentru ecuatia (1.1.1).
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Observidm in aceastd teorema faptul ca ipoteza (A) implicd continuitatea coeficientului
de difuzie o, iar ipoteza (B) poate fi folositd doar dacd coeficientul de difuzie o este marginit
inferior de o constanti pozitivii. in cazul in care coeficientul de difuzie ¢ are discontinuititi si
nu este marginit inferior de o constantd pozitiva, este posibil ca ecuaia (I.1.1)) sa nu aiba solutie
tare, sau, dacd aceasta existd, este posibil ca solutia sd nu fie unica.

Pentru cazul ecuatiilor diferentiale stochastice cu singularititi (functie de difuzie discon-
tinud), existd in literaturd diverse rezultate ce asigura (in anumite ipoteze) existenta si/sau uni-
citatea solutiei. Prezentdm In continuare un astfel de rezultat recent care asigurd existenta si

unicitatea solutiei.

Teorema 1.1.10 ([BaChO3l]). Fie ¢ o functie mdsurabild pe R, mdrginitd superior §i inferior de
constante pozitive, ce verificd conditia (B) de mai sus. Atunci, pentru orice xy,wo € R, ecuatia

diferentiald stochasticd
X, —x0+/ )dB+L"°(X), 1>0, (1.1.11)

admite o solutie tare continud, si solutia este unicd in sens tare. Aceeagi concluzie are loc §i

pentru ecuatia diferentiald stochasticd
! “w
Xt:xo—l—/ o (Xs)dBs— L (X), t>0. (1.1.12)
0

Mai mult, dacd solufia unicd a ecuatiei (I.1.11) (respectiv, (I.1.12)) este limita crescd-

toare (respectiv, limita descrescdtoare) a solutiilor tari X,, ale ecuatiei
X,_xo—l—/ s) dB +/Lw v(dw), t >0, (1.1.13)
cu B0y, (respectiv, —P,,,,) in loc de v, pentru orice B, T 1 pentru n — oo,

Observatia 1.1.11. [n teorema anterioard, Etw (X) reprezintd timpul local simetric al procesului
X la nivelul w, adicd procesul definit prin

~ 1 rt
L;V (X) = 3:1{‘%5 1[w—e w+€) (Xs)d<X>57 1 >0,

iar (X) reprezintd variatia pdtraticd a procesului X (pentru detalii a se vedea spre exemplu

[ReYo94)]).
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1.1.2 Teoreme limita

Teoremele limita reprezintd rezultate fundamentale in Teoria probabilitatilor, ce dau conditii
necesare si/sau suficiente pentru convergenta unei sume de variabile aleatoare corespunzitor
normatd (in medie, aproape sigur sau in distributie).

Intre primele rezultate de acest tip obtinute este de mentionat cel al lui J. Bernoulli (Ars
Conjectandi, 1713), in care aceste obtine o prima lege a numerelor mari pentru variabile alea-
toare binare, numite ulterior variabile aleatoare Bernoulli. Aproximativ o sutd de ani mai tarziu
(Probabilité des jugements en matiere criminelle et en matiere civile, précédées des regles
générales du calcul des probabilitiés, 1837), S. D. Poisson numeste pentru prima datd acest
rezultat sub numele de “la loi des grands nombres” (Legea Numerelor Mari, abreviat LLN 1n
litearatura, de la traducerea in Engleza Law of Large Numbers).

Ulterior, mulfi matematicieni de seama au adus contribufii la obtinerea de teoreme limita.
Mentiondm cateva nume sonore cum ar fi A. Moivre, P. L. Cebasev, P. Laplace, C. F. Gauss,
A. A. Markov, E. Borel, F. P. Cantelli, A. N. Kolmogorov, A. Y. Khinchin, G. Pélya, J. W.
Lindeberg sau P. Lévy.

Exista In literaturd doud variante a legii numerelor mari: Legea Slabd a Numerelor Mari
(abreviata WLLN, de la traducerea In Engleza Weak Law of Large Numbers) si Legea tare a
Numerelor Mari (abreviatd SLLN, de la traducerea in Englezd Strong Law of Large Numbers).
Prima se referd la conditiile Tn care are loc convergenta in probabilitate, iar cea de a doua se
referd la convergenta aproape sigurd.

Mentiondm o variantd a Legii Slabe a Numerelor Mari pentru variabile aleatoare indepen-

dente si identic distribuite (a se vedea spre exemplu [Du96], pag. 41 —44).

Teorema 1.1.12 (WLLN). Dacd (Xn)n21 este un sir de variabile aleatoare independente §i
identic distribuite cu moment de ordin intdi finit si medie E (X|) = U, atunci are loc convergenta

in probabilitate
B Xi+...+X,
N n

S, —pm. (1.1.14)

Demonstratie. In ipoteza suplimentari ci dispersia variabilelor aleatoare (Xn),~, este finitd,

teorema rezultd imediat din inegalitatea lui Cebasev. Pentru cazul general se poate consulta
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spre exemplu [Du96], pag. 44. [

Observatia 1.1.13. Reamintim cd un sir de variabile aleatoare (Y,) n>1 definite pe un spagiu de
probabilitate (Q, % , P) converge in probabilitate cdtre o variabild aleatoare Y definitd pe acest

spatiu de probabilitate dacd oricare ar fi € > 0 are loc

lim P(|Y,—Y|>¢€) =0, (1.1.15)

n—oo

si notam in acest caz ¥, —pY.
Mai reamintim cd dacd Y, converge aproape sigur cdtre Y, adicd dacd P (lim, Y, =Y) =

1, atunci Y,, converge in probabilitate cdtre Y.

Prezentam urmatoarea variantd a Legii Tari a Numerelor Mari datoratd lui A. N. Kolmo-

gorov (a se vedea spre exemplu [Wi91], pag. 119).

Teorema 1.1.14 (SLLN). Dacd (X,),~ este un sir de variabile aleatoare independente si iden-

tic distribuite cu moment de ordin intdi finit si medie E (X;) = U, atunci

:X1+...+Xn _

n n—oo

A\ a.s. (1.1.16)

Demonstratie. A se vedea spre exemplu [Wi191]], pag. 119 — 120. [

Observatia 1.1.15. Existd in literaturd si alte versiuni ale celor doud legi ale numerelor mari
prezentate mai sus. Spre exemplu, se stie cd Legea Tare a Numerelor Mari are loc si in ipoteza
cd variabilele aleatoare (X,),~ sunt numai independente doud cate doud (in loc de indepen-
dente), sau dacd sunt asimptotic independente (a se vedea spre exemplu conceptele de mixingale

sau x-mixing din [HaHe80] pentru mai multe detalii).

Unul din rezultatele remarcabile ale Teoriei probabilitdtilor legate de convergenta sumei
de variabile aleatoare corespunzitor normate este Teorema Limitd Centrald (abreviat CLT, de
la traducerea in Engleza Central Limit Theorem), care asigura convergenta in distributie. Rea-
mintim cd un sir de functii de distributie F;, converge slab catre o functie F daca

lim F, (x) = F (x),

n—soo
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in toate punctele x € R de continuitate ale functiei /. Spunem ca un sir de variabile aleatoare
X,, definite pe un spatiu de probabilitate (€2,.%, P) converge slab / converge in distributie citre
o variabild aleatoare X definitd pe acest spatiu de probabilitate, daca functiile de distributie
corespunzatoare F, (x) = P (X, < x) converg slab catre functia de distributie F (x) = P (X <x)
a variabilei aleatoare X. Notdm 1n acest caz X, % X.

Cu aceastd pregétire putem acum enunta urmatoarea.

Teorema 1.1.16 (CLT). Dacd (X,) n>1 €ste un sir de variabile aleatoare independente si identic
distribuite cu medie E (X,) = W i dispersie E ((Xl —,u)2> = 62 > 0 finite, atunci are loc
convergenta in distributie

Sp—nil  Xi4..+Xy—n o
il et e el A (1.1.17)
o\n o\/n

unde Z € N (0,1) este o variabild aleatoare nromald standard.

Demonstratie. A se vedea spre exemplu [JaPrO3l], pag. 181 — 182. [

Existd in literatura de specialitate si alte variante ale acestui rezultat clasic, spre exemplu
varianta Lindeberg-Feller a Teoremei Limitd Centrale, varianta Liapunov a teoremei Limita
Centrale, Teorema Limitd Centrald in cazul variabilelor aleatoare slab dependente, sau varianta
Martingald a Teoremei Limitd Centrale (pentru detalii a se vedea spre exemplu [Du96], pag.
116, [JaPrO3], pag. 235, sau [HaHe80], pag. 58)

Un ultim tip de teorema limita pe care il prezentdm In continuare este aga numita varianta
Functionald a Teoremei Limita Centrald (abreviat FCLT, de la traducerea in Engleza Functional
Central Limit Theorem). Acest rezultat poate fi privit ca o extensie a Teoremei Limitd Centrale,
in urmatorul sens. Aceastd teoremad aratd ca distributia sirului de sumei de variabile aleatoare
corespunzator normate converge catre o variabild aleatoare normald. Construind in mod cores-
punzdtor un proces continuu care interpoleaza liniar aceste sume, se poate ardta ca distributiile
finit dimensionale ale acestui proces converg slab cétre distributiile finit dimensionale ale unei
miscari Browniene 1-dimensionale (By)y-,~;. Mai mult, se poate ardta cd ca distributiile acestui
proces converg slab cétre distributiile unei miscari Browniene 1-dimensionale (Bt)ogz <1» rezul-

tat cunoscut sub numele de varianta Functionald a Teoremei Limita Centrale, sau Principiul de
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Invarianta (aceste tip de rezultate au fost initial obtinute de P. Erdos si M. Kag in [ErKa46], si
D. M. Donsker in [Do51], si apoi dezvoltate de mai multi autori).

Fie {S,, #,,n=1,2,...} o martingald pe spatiul de probabilitate (Q,.%,P), cu Sop = 0 si
Xy =8S—S,-1,n=12,...

Pentru n > 1 definim

62 = E(Xu|Zn1), (1.1.18)
n

vi = Yo7, (1.1.19)
i=1

sz = E(V)=E(S7), (1.1.20)

2
si considerdm procesul (&, (¢))<,< ce interpoleazi liniar intre punctele (:—g, f—,’:) ,k=0,1,2,...,

adica
1 152 — 57 57 57
Et)=— | Skt Xenio—5 ), E<r<®L k=0,1,...n—1 (112D
Sn i1~ Sk S S
Prespunem ca martingala S, verifica urmatoarea ipoteza
V2
- —rl, (1.1.22)
s}’l

si spunem ca S, verifica conditia Lindeberg daca
1 n

2
Snl'

E (Xfl{wzes%}) —pl (1.1.23)
1

pentru orice € > 0.
Cu aceasta pregdtire, putem enunta varianta Functionald a Teoremei Limita Centrale, dupa

cum urmeaza.

Teorema 1.1.17 (FCLT, [Br71ll). Dacd conditia (I.1.22)) si condifia Lindeberg (I.1.23)) sunt

verificate, atunci

Sn 1 2
ImP| —<x|—>d(x :—/ e 2dy, xeR, 1.1.24
(Fex)sem=- [ e ta (1.1.24)

n—soo Sp

si toate distributiile finit dimensionale ale procesului &, (t) dat de (|1.1.21) converg slab,

pentru n — oo, cdtre cele ale unei migcdri Browniene 1-dimensionale standard (B;)y<, -
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Mai mult, dacd P, sunt mdsurile de probabilitate pe (¢ |0, 1], ) determinate de distribu-
tiile proceselor {&, (t),0 <t < 1}, si P este mdsura de probabilitate determinatd de distributia
unei migcdri Browniene 1-dimensionale standard pe (¢ [0,1],9), atunci P, converge slab cdtre

P pentru n — oo,

Demonstratie. A se vedea demonstratia Teoremelor 1, 2 si 3 din [Br71]. U

1.2 Ecuatii diferentiale stochastice cu singularitati

1.2.1 Miscarea Browniana sticky

Punctul de plecare al acestor cercetdri este studiul unei ecuatii diferentiale stochastice degene-
rate, pentru care functia difuzie se anuleaza, si pentru care rezultatele clasice din domeniu nu se
pot aplica.

Considerdm ecuatia diferentiald stochastica

1
X, :x+/ o (X,)dB,, (1.2.1)
0

in care functia de difuzie este definitd de

1
cy)={ "~ y#0 (1.2.2)
0, y=0

si (Bt)tZO este o migcare Browniand 1-dimensionald standard pe un spatiu de probabilitate
(Q,.#,P) fixat.

Este usor de observat ca dacd x = 0, X; = 0 si X; = B; sunt ambele solutii ale ecuatiei
(I.2.1), si deci nu are loc unicitatea traiectoriald pentru aceasta ecuatie.

Mai mult, conform teoremei Engelbert-Schmidt (Teorema [I.1.7), cum in acest caz mul-

timea zerourilor lui ¢ este 2 (0)={0} si 672

este o functie local integrabild pe R, avem
I(o) =R #% (o), solutia acestei ecuatii nu este unicd nici in distributie.
In lucrarea [EnSc83], autorii au aritat ci solutia generali a ecuatiei ti se poate obtine

din miscarea Browniana B; prin intdrzierea acesteia cand se afla in origine (“time delay” in
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Engleza, a se vedea [EnSc85]], Definitia 4.1 si Teorema 5.5), si deci poate fi privitd ca o migcare
Browniand sticky pe R cu punct sticky 0.

Acest proces se comportd la fel ca o migscare Browniana cand se afld 1n afara originii, si
petrece in origine (spre deosebire de miscarea Browniand) o duratd de timp de masurd Lebesgue
pozitiva 1n origine (de aici provine si numele procesului: miscarea Browniana aderd/se lipeste
de origine). Miscarea Browniana sticky a fost consideratd si de alti autori (a se vedea spre
exemplu [Am91], [Wa99], [Wa97]), si are aplicatii practice Tn modelare in Computer Science

(a se vedea spre exemplu [HalLe81]] sau [Ya94]).

Observatia 1.2.1. Ecuatia este legatd si de cercetdrile recente ale autorului privind
extensia cuplajului in oglindd (“mirror coupling” in Englezd) introdus K. Burdzy si de co-
autorii sdi (a se vedea [AtBuO8|] si referintele din acest articol). In incercarea de a extinde
acest cuplaj la cazul cdnd cele doud procese au domenii de definitie diferite, am fost condusi
la problema constructiei a doud miscdri Browniene 1-dimensionale ce au aceeasi incrementi
cdnd coincid, §i incrementi opusi cand sunt diferite, adicd la rezolvarea ecuatiei diferentiale
stochastice

t
Wt:w—F/ G(W,—B)dB, >0,
0

unde B, este o migcare Browniand datd si G(y) =1—20(y), y € R.
Folosind substitutia X; = —% (W, — B,), ecuatia anterioard se reduce la ecuatia m

—_w
pentru x = —3.

Rezultatul central al acestei sectiuni este Teorema [[.2.3] in care se obtine o noud repre-
zentare a solutiilor ecuatiei (1.2.1)), diferitd de cea obtinutd de catre Engelbert si Schmidet, si care
foloseste notiunea de time delay. Ca o consecintd a acestui rezultat, in Consecinta[I.2.6] obti-
nem unicitatea traiectoriald a solutiilor ecuatiei pentru care timpul Lebesgue Lebesgue
petrecut in origine este 0.

Pentru a prezenta rezultatul central, introducem mai 1ntai notiunea de solutie care petrece

timp zero 1n origine (conform [BaBuChO7]), dupa cum urmeaza.

Definitia 1.2.2. Datd fiind o miscare Browniand 1-dimensionald B = (Bt)zzo cu By =0 pe un
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spatiu de probabilitate (Q,.7 ,P), o solutie tare a ecuatiei
t
X, :x+/ & (X,)dB; (1.2.3)
0

care petrece timp zero in () este un proces continuu X = <Xt)z20 adaptat filtratiei generate de B,
care verificd ecuatia si pentru care [y 10y (Xs)ds = 0 aproape sigur.

Spunem cd are loc unicitatea traiectoriald pentru ecuatia (1.2.3) in mulfimea functiilor
care petrec timp zero in origine 0 dacd oricare ar fi X §i X doud solutii ale acestei ecuatii,
definite pe acelasi spatiu de probabilitate si corespunzdtoare aceleiasi miscdri Browniane B

(dar in raport cu filtratii posibil diferite), avem
P(Xlzyt, IZO):l

Cu aceastd pregdtire putem acum enunta rezultatul principal al acestei sectiuni, dupa cum

urmeaza.

Teorema 1.2.3 ([PaPallal). dacd B; este o miscare Browniand 1-dimensionald cu By = 0 §i X;

este un proces continuu care verificd ecuatia ({I.2.1), atunci X; admite reprezentarea
X; =B — By, t >0, (1.2.4)
unde t este primul punct de crestere al functionalei Ag = [y 1 {0} (X,) du dupd timpul t, adicd
ta=1inf{s >1:A; > A} €]0,09], (1.2.5)

si in cazul tx = oo definim
—X, te =0
B.. = , (1.2.6)
B[w, too > O

unde two = inf{s > 0: Ay = A} reprezintd ultimul punct de crestere al functionalei A.

Demonstratie. Fie X o solutie a ecuatiei (1.2.1)) si sd notdm cu (.%;),>o filtratia in raport cu care
X si B sunt adaptate.
Sé observam ci pentru ¢ > 0 arbitrar fixat, 14 = inf{s > : Ay > A;} € [t, 0] este un timp

de oprire in raport cu filtratia .%;, deoarece
, u<t

{ta <u} = € Zy, u>0.
{Ar < Ay}, t<u
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Pentru s > 1, 5 A s este un timp de oprire mérginit, si folosind ecuatia (I.2.T]) obtinem
IANS IANS
XZA/\S_XZ :/ G(Xu)dBu :BZAAS_B[+/ 1{0} (Xu)dBu (127)
t t

Termenul corespunzitor integralei stochastice din mebrul drept este nul. Pentru a ardta

aceasta, observam ca

IANS oo
/t Lioy (Xu)d3u=/0 Ly gans) () 10y (Xu) dBuy, (1.2.8)

ca integrandul din membrul drept este un proces adaptat in raport cu filtratia .7y, si

=) IANS
E/O (l[tJA/\s](”)l{O} (Xu))zdu = E/t 1{0} (X,)du <s—1 < oo.

Considerand sirul f m =0 (n > 1) de procese stochastice identic nule, cum A;, = A,

conform definitiei timpului de oprire ¢4, obtinem

L 2
0< limE ( S =1 (010 (Xu)) du=E (Aiyns — Ar) <0,

n—oo 0

si deci £ este un sir de aproximare ce poate fi folosit pentru a defini integrala stochastici din

1.2.8). Cum f;° fi"'dB, = 0 pentru orice n > 1, rezultd ci [A" 14) (X,)dB, = 0, incheiand

demonstratia.

Din (I.2.7) rezulta ca
Xisns — Xt = By ns — B, a.s. forany s > ¢, (1.2.9)

si distingem urmatoarele cazuri.

i) Pe multimea {5 < oo}, trecind la limitd cu s — oo im egalitatea anterioara si folosind
continuitatea proceselor X si B, obtinem X;, —X; = B;, — B;. Cum t, este prin definitie un
punct de crestere a functionalei A, rezultd ca X;, = 0, si obtinem X; = B, — B;,, care incheie
demonstratia in acest caz.

ii) Pe multimea {ty = o}, egalitatea devine X; — X; = By — B; pentru orice s > 1,
care aratd ca X. — X; — (B. — B;) este un proces identic zero pe intervalul [z, o).

Cum {sp = o} C {rp = oo} pentru orice s < ¢, un argument similar (cu s in loc de ) arata

cd procesul X. — X; — (B. — B;) este de asemenea identic zero pe orice interval [s,o0) cu sp = oo.
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Nu este dificil de observat cd inf{s € QT :sp = 0o} = ., si folosind din nou continuitatea
proceselor X si B rezultd cd X;, — X; — (B, — B;) = 0 pe multimea {f.. < oo} C {tp = oo}.
Daca t.. = 0, atunci X;, = Xo = x si B;, = Bg = 0, si relatia anterioara devine X; = B; + x,
care coincide cu (T.2.4) datoritd conventiei B, = Bo, := —x.
Daci t., > 0, din definitia lui ¢ rezultd ca X;, = 0, si deci obtinem X; = B; — B;_, care
coincide cu @ datoritd conventiei B;, = B., := B;_, incheiand astfel demonstratia teoremei.

]

Observatia 1.2.4. Reprezentarea a solutiei ecuatiei datd in teorema anterioard
este diferitd de cea clasicd, datoratd lui Engelbert §i Schmidt, care foloseste notiunea de time
delay (a se vedea [EnSc85)], Definitia 4.1 si Teorema 5.5). Pentru a observa aceasta, prezentdm
in continuare aceastd reprezentare clasicd a solutiei.

Sd observam cd orice solutie a ecuatiei ([[.2.1) este o martingald continud cu variafie
pdtraticd datd de

A= /OtG(Xs)ds :t—/ot Loy (Xs)ds =t — A,
unde
t
At = /0 1{0} (Xs)ds

reprezintd mdsura Lebesgue a timpului petrecut de X in origine.

dacd A; # 0, atunci inversa continud la dreapta o = inf{s > 0:A; >t} a procesului

nedescrescator A, poate avea salturi. Observind insd cd

(07
tAAw—sAAm:A%—A%:i/ o(X)du, 0<s<t, (1.2.10)
2
obtinem
O
lim o (X,)du=0, t>0, (1.2.11)
s/t J ag

si folosind continuitatea procesului X; rezultd cd procesul (X, ), este continuu int > 0.

Conform teoremei Lévy de caracterizare a miscdrii Browniene, rezultd cd X, este o mis-
care Browniand 1-dimensionald (§t),20 (posibil opritd) in raport cu filtratia %, cu By =x, i
deci

X, =By, >0 (1.2.12)

34



Fe -
=

UL, ELROPLANA MRS TERLL MUNGIL FAMEIE §I FOMDUL SOCIAL EURDPTAN NS TR STRLC TURALE
EGALITATE DE SANSE POE DL 37 -2
L]

STITUTLE MATIONAL 0
CERCETARI ECOsaDMICE
0T 0 COSTIN C. KORITESOU

O solutie arbitrard a ecuatiei ([.2.1) este deci o migcare Browniand 1-dimensionald
avand schimbarea de timp A,. In cazul particular x = 0, solutiile X; = 0 si X; = B, corespund
alegerilor A; =0, respectiv A; =t.

In general, migcarea Browniand B, este definitd pe o extensie standard (EZ, :%5:,13) a spati-
ului de probabilitate (Q,.7 ,P). Este remarcabil faptul cd in reprezentarea din teorema
anterioard am obtinut o descriere explicitd a solutiei X; = EA, in functie de miscarea Browniand

By, diferitd de reprezentarea clasicd ([.2.12) datoratd lui Engelbert si Schmidt.

Observatia 1.2.5. S observdm cd dacd in particular solufia X; a ecuatiei (I.2.1) petrece timp
zero in origine, atunci Ay = 0 si tA = o In notatia teoremei anterioare, §i deci reprezentarea

(1.2.4) din aceastd teoremd devine in acest caz
Xt:B[—Bw:x+B[, tZO,

care demonstreazd unicitatea traiectoriald a solutiilor ecuatiei (I.2.1)) care petrec timp zero in
origine.

Observatia anterioard conduce la urmatoarea.

Consecinta 1.2.6. Unicitatea traiectoriald are loc pentru solutiile ecuatiei difereniale stochas-
tice ({[.2.1) care petrec timp zero in origine. Mai mult, o solutie tare este datd explicit de

Xt :x-i—Bt, t ZO

Demonstratie. Rimane numai de verificat cd X; = x + B; este o solutie tare a ecuatiei (1.2.1).

Aceasta rezultd folosind aceleasi argumente ca Tn demonstratia teoremei anterioare. [

Observatia 1.2.7. Considerdm ecuatia stochasticd degeneratd
t
Xt:/ 1 X;|* dBs, t>0, (1.2.13)
0

unde B; este o miscare Browniand 1-dimensionald cu By = 0.
Conform unui rezultat clasic datorat lui Yamada §i Watanabe ([YaWa7la]), unicitatea
traiectoriald are loc pentru ecuatia (1.2.13) dacd si numai dacd a € [1/2,00). Extinzdnd acest

rezultat, in [BaBuChO?/|] autorii au ardtat cd unicitatea traiectoriald are loc §i in cazul o €
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(0,1/2) dacd multimea solutiilor se restrange la clasa functiilor care pretrec timp zero in 0, si
au ardtat de asemenea existenta unei solutii tari in acest caz.
Observand cd pentru o0\, 0 avem G (x) = [x|* = 1g_{0y (x) = 0 (x), Consecinta

de mai sus aratd cd acest rezultat este de asemenea valabil si in cazul limitd o = 0.

1.2.2 O ecuatie diferentiala stochastica degenerata

Consideram ecuatia diferentiala stochastica
t t
Xt:X0+/ G(Xs)dBS+/ b(X,)ds, >0, (1.2.14)
0 0

unde B; este o migscare Browniand 1-dimensionald cu By = 0 si 6,5 : R — R sunt functii masu-
rabile date.

Una din problemele fundamentale in studiul proceselor stochastice este de a determina
conditii necesare si/sau suficiente asupra functiilor ¢ si b care asigurd existenta si unicitatea
solutiei ecuatiei (I.2.14).

Teorema obtinutd de Le Gall in [Ga83] (Teorema este probabil cel mai general re-
zultat privind conditiile suficiente care asigura existenta si unicitatea solutiei ecuatiei stochastice
diferentiale (I.2.14), si contine ca si cazuri particulare rezultate obtinute anterior de alti autori.
Observam 1nsa cd, condifia (A) din aceasta teorema implica faptul ca o este o functie continua,
iar condifia (B) implica faptul ca o are cel mult o multime numadrabild de discontinuitati, dar
aceasta din urmad conditie poate fi folositd doar dacd o este marginitd inferior de o constanta
strict pozitivd. Urmeazd asadar cd daca ¢ are o multime ne-numarabild de discontinuitdfi sau
o nu este marginitd inferior de o constanta strict pozitiva, atunci teorema lui Le Gall nu se
poate aplica ecuatiei (I.2.14), si este deci posibil ca aceastd ecuatie sd nu aiba solutie, dau daca
ecuatia admite solutie, este posibil ca aceasta nu este unica.

In incercarea de a intelege mai bine conditiile ce determini existenta si unicitatea tare a
solutiei ecuatiilor diferentiale, am studiat mai indeaproape cazul unei ecuatii diferentiale sto-
chastice degenerate clasice (in care functia de difuzie o este discontinud si nu este marginita
inferior de o constanta strict pozitivd), pentru care existenta si unicitatea tare nu este asigurata,

dar pentru care putem descrie in mod explicit multimea tuturor solutiilor ecuatiei.
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Consideram ecuatia diferentiald stochastica

!
X, = / sgn (X;) dB;, t>0, (1.2.15)
0

+1, x>0 )
unde sgn(x) = este functia semn.
-1, x<0

Observatia 1.2.8. Asa cum s-a ardtat in Sectiunea |l.1.1| acesta este un exemplu clasic de

ecuatie diferentiald stochasticd, atribuit lui Hiroshi Tanaka, si considerat ulterior si de alti

autori (a se vedea spre exemplu [KaSh91] sau [Zv74]).

in Exemplul s-a ardtat cd are loc existenta si unicitatea slabd pentru ecuatia ,
dar cd aceastd ecuatie nu admite o solutie tare (nu are loc existenta tare pentru aceastd ecuatie).
In aceasti sectiune vom examina mai indeaproape aceastd ecuatie diferentiald stochastici, si
vom ardta cd este posibil sd descriem explicit mulfimea tuturor solutiilor slabe, explicand astfel
lipsa existentei unei solutii tari a acestei ecuatii.

Pentru a putea prezenta rezultatul central, introducem mai intai urmétoarea.

Definitia 1.2.9 ([PaPallbl). Dat fiind un proces continuu ne-negativ (Yt)IZO’ numim alegere
de semn (“sign choice” in Englezd) pentru Y; un proces (Ut)zzo ce ia valori 1, astfel incdt

(UiY:),~ este un proces continuu.

Exemplul 1.2.10. Putem construi o alegere de semn pentru un proces dat dupd cum urmeazd.
Pe un spatiu de probabilitate (Q,.F ,P) fixat, considerdm procesul V; ce ia valori £1 cu pro-
babilitati P(V; =1) =1—P(V, = —1) = p € [0,1], oricare ar fi t > 0. Definim procesul U,
prin
Vi, dacaY; =0
U = ) (1.2.16)
Vs, dacdaV, #0
unde s = sup{u <t :Y, = 0} este ultima vizitd a procesului Y in origine inainte de timpul t > 0.

Este utor de observat cd procesul (U;),~ este o alegere de semn pentru procesul (Y;),~. Dacd

in plus procesele Y si'V sunt independente, alegerea de semn Uy este independentd de Y;.

Cu aceastd pregdtire, putem enunta acum rezultatul central, dupa cum urmeaza.
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Teorema 1.2.11 ([PaPallbl]). Oricare ar fi miscarea Browniand B; cu By =0, (Uth,B,, (9})20)
este o solutie slabd a ecuatiei , unde Y; miscarea Browniand reflectatd pe [0,0) con-
struitd din miscarea Browniand B,, U; este o alegere de semn pentru Y, ce ia valorile +1 cu
probabilitdti egale, si (%), filtratia generatd de By i U; ce verificd conditiile uzuale.

Reciproc, orice solutie slabd (Xz,Bt, (%)tzo) a ecuatiei admite reprezentarea
X, = UY;, in care procesele Uy si'Y; sunt definite ca mai sus.

In particular, orice solutie a ecuatiei (1.2.15)) este unicd pand la o alegere de semn, adicd
dacd X! si X? sunt verificd (1.2.15), atunci are loc

P(|th‘ = }th‘ oricare ar fit > ()) = 1.

Demonstratie. Daca X; verificd (1.2.15), din formula Tanaka-It6 aplicati functieie f (x) = |x| si

procesului X; obtinem
t
X,| = /O sen (X,)dX + 10 (X) = B, + 10 (X), (1.2.17)

unde LY (X) = limg o % I 1(_¢¢) (Xs)d(X)s reprezintd timpul local semimartingal (simetric)
petrecut de procesul X 1n origine (conform [ReYo094]).

Considerdm procesul ¥; = |X;| si observim ci 1(_¢ ¢) (¥s) = L(_¢¢) (|Xs]) = 1(e ) (X5)
oricare ar fi € > 0 si¢ > 0. Conform teoremei Lévy de caracterizare a miscdrii Browniene (a se
vedea spre exemplu [[KaSh91]], Teorema 3.16) rezulta ca procesul X; este o schimbare de timp a

unei miscdri Browniene, avand variatie pdtratica

t t
<X>,:/ sgnz(Xs)dSZ/ lds =t,
0 0

si deci n particular d (X ), este absolut continud in raport cu masura Lebesgue.

Rezultd cd procesul X; petrece timp Lebesgue zero in origine, si deci obtinem

1

t
0 _ s =
D) = timo [ Cee (0)40),

1 t
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Din (|1.2.17) rezultd ci procesul Y¥; = |X;| verificd ecuatia diferentiala stochastica
Y =B +L)(Y), 1>0,

si deci ¥; este migcarea Browniand reflectatd pe [0, 0) construitd din migcarea Browniand B;. In
particular, procesul ¥; = |X;| este adaptat in raport cu filtratia .#% a miscirii Browniene B; si
este unic n sens traiectorial.

Demonstram acum existenta unei solutii slabe a ecuatiei (I.2.15]). Pentru o migcare Brow-
niand B, fixatd, definim Y¥; ca fiind migcarea Browniani reflectatid pe [0,0) construitd din mis-
carea Browniana B;, si definim U; ca fiind o alegere de semn pentru Y.

Definim procesul X; = U Y;, t > 0, si aritim ci (X;, By, (%), este o solutie slabi pen-
tru ecuatia , unde .%; este ¢-algebra generata de By si Uy, 0 < s <, ce verificd conditi-
ile uzuale, adicd completarea c-algebrei 6 (By,Us : 0 < s <t) ce contine multimile P-nule din
FoUFl.

Observam cd datoritd constructiei avem sgn (X;) = Us g+ (Xs) + 10y (X;), si deci sgn (X;) =
Uslg: (Xs) + 1oy (X;) oricare ar fi s > 0. Cum procesele Y (si deci X) petrec timp Lebesgue

zero in origine, aproape sigur are loc relatia

t t
/0 sen (X,) dB; = /0 Uslg- (X,) dB,

oricare ar fit > 0.
Cum Y; este migcarea Brownianad reflectatd construitd din migscarea Browniand B;, obtinem

1n continuare

t t
/0 sen(X,)dB, — | Uslg: (X,)dY,— /0 Uslg: (X,)dL0 (V)

- Ot Uslg: (X,)dY,,
ultima egalitate rezultind din faptul ci timpul local L (Y) al lui ¥ in origine creste numai cind
Y; (si deci Xj) este 1n origine.
Pentru € > 0 arbitrar fixat, considerdm timpii de oprire 7, si 0, definiti recursiv prin 79 =0
si
o,=inf{s>1,1:Ys=¢} si 1,={s>o0,:Y,=0}, n>1.
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Considerand D; (€) = sup{i > 0: 7; < o} numirul de traversiri descrescitoare ale inter-

valului [0, €] de cétre procesul ¥;, obtinem

t t
/0 sen(X)dB, = [ Uiz (X)) ¥,

T\t O;/\t
=) Uslpe (X)dYs+ ) Uslr+ (Xy) dYy

i>1 O;/\t i>17Ti- ITAY4

O;/\t
= ZUGi/\I (YTiAl_YGiAZ)+Z/ Us 1]R* dYs

i>1 i>17 TN
Dl( ) O;/\t

= —&) Us+U(Y,—8)Y gy ()+) Uslp- (Xy) dYy,
i=1 i>1 i>17 -1/
si deci
t Dy (¢)
/0 o(X)dB;—UY, = —& )Y Us+UY Y 11z 6)(0) (1.2.18)
i=1 i>1

O;/\t
—eUr Y ligz) () + Y /T Ulg (Xy) dYs.

i>1 i>17 i1
Pentru a demonstra cid X; verificd ecuatia (1.2.15), vom arita cd termenii din membrul
drept al egalititii anterioare converg in L? la zero pentru £ \, 0.
Din constructie rezultd ca (Us,) i>1 este un sir de variabile aleatoare independente si iden-
tic distribuite, cu medie EUg, = 0 si dispersie E Ugi = 1. Folosind a doua identitate a lui Wald

(a se vedea spre exemplu [Du96], pag. 182) obtinem

Die) \°
E (g ) UGI.> = €’ED; (¢)EUg, = €°ED; (€) — 0
i=1

pentru £ \, 0, deoarece conform caracterizirii Lévy a timpului local avem €D, (€) — LY (Y)
aproape sigur si de asemenea in L? (a se vedea spre exemplu [KaShOT], pag. 416). Aceasta
demonstreaza convergenta aproape sigurd la zero pentru € \, 0 a primului termen din membrul
drept al ecuatiei (I.2.18).

In continuare, s observim cii dacii ¢ € [1;_1, 0;) pentru i > 1, conform constructie timpilor

de oprire 7, si 0; avem ¥; € [0, €), si deci obtinem

i>1 i>1

2
E (U’Yf Z Iz 1.0 (t)> <e’E Z Ve (1) < 10
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pentru € N\, 0. Aceasta demonstreaza convergenta aproape sigura la zero pentru € \, 0 al celui
de-al doilea termen din membrul drept al ecuatiei (1.2.18). Demonstratia fiind similard pentru
cel de-al treilea termen, o omitem.

Pentru a demonstra ci si ultimul termen din membrul drept al ecuatiei (I.2.18)) converge la
yero pentru € \, 0, folosim din nou a doua identitate a lui Wald si faptul ca 6; — 7,_1,i = 1,2,...
sunt variabile aleatoare independente (a se vedea spre exemplu [KaSh91], Teorema 2.6.16) cu

medie E (0] — 7y) = Eo; = €2, si obtinem

2
O;/\t "
E (;/T Uis* (Xs)dYs> S E/() Zl[fz’—hoi] (s)d<Y>s

i—1 1\ i>1
Dy(g)+1
< E Y (0i—71)
i=1
— E(01—1)EDi(e)+1)
= e’E(D;(e)+1)

— 0,

si deci ultimul termen din membrul drept al ecuatiei (I.2.18)) converge de asemenea la zero
pentru € \ 0.

Am aritat cd toti termenii din membrul drept al ecuatiei (I.2.18)) converg la zero pentru
€ (0. Trecand deci la limitd cu € \ 0 in obtinem ca féG(Xs)st =UY; = X,
incheiand prima parte a demonstratiei.

Pentru a demonstra a doua concluzie a teoremei, sd observdm cd din demonstratia an-
terioard, o solutie (slabd) X; admite reprezentarea X; = U; |X;| = U,Y;, unde Y, este migcarea
Browniani reflectati pe [0, o) construitd din migcarea Browniand B; si U, reprezintd o alegere
de semn pentru Y;. Sa observdm cd daca X; = 0, in ecuatia anterioard putem alege U; = 1 sau
U; = —1, sideci Uy = +1 oricare ar fit > 0.

Cum valorile lui U; se schimbd numai cind |X;| = Y; = 0, U, este o alegere de semn pentru
Y;, si deci ramane de ardtat ca P (U, = +1) = % Din demonstratia anterioara rezulta cd X; este o
migcare Browniand cu Xp =0, sideci P(U; =1) =P (X; > 0) = % oricare ar fi t > 0, incheiand

astfel demonstratia. 0
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Incheiem aceastd sectiune cu urméitoarea observatie ce explica lipsa existentei unei solutii

tari a ecuatiei (I.2.15).

Observatia 1.2.12. Teorema anterioard explicd lipsa existentei (§i unicitdtii) unei solutii tari a
ecuatiei (1.2.15): o solutie slabd a acestei ecuatii este de forma X; = U,Y;, unde procesul Y, este
determinat de By (este miscarea Browniand reflectatd pe [0,o0) construitd din miscarea Browni-
and By), dar alegerea semnului U; nu este in mod necesar determinatd de migscarea Browniand
B;. Aceasta implicd faptul cd solutia nu este adaptatd in raport cu filtratia F 8, adicd lipsa unei
solutii tari a ecuatiei ([.2.15)). Alegeri de semn diferite U, produc solutii diferite (cu toate cd

ele coincid in valoare absolutd), si aceasta determind lipsa unicitdfii solutiei ecuatiei ([1.2.13]).

1.2.3 ¢@-solutii tari ale ecuatiilor diferentiale stochastice
Introducere

Continuand studiul problemelor de existentd si unicitate prezentate in sectiunile anteroare, in
lucrarea [Pal3b], autorul a obtinut rezultate generale privind existenta si unicitatea solutiilor

ecuatiilor stochastice cu singularitdti de forma
t t
x,:§+/ c(xs)stJr/ b(X,)ds, 130, (1.2.19)
0 0

rezultate pe care le vom prezenta Tn continuare.

Punctul de plecare in acest studiu este ca rezultatele clasice de existentd si unicitate din
domeniu sunt aplicabile numai daca coeficientii ¢ si b ai ecuatiei sunt netezi (spre exemplu
dacd o este o functie Lipschitz continud cu exponent % si b este o functie Lipschitz continua,
rezultat datorat lui Yamada si Watanabe, [YaWa71bl]), sau dacd ¢ si b sunt functii médsurabile
marginite, ¢ este o functie netedd si |G| este marginitd inferior de o constanta strict pozitiva
(Teorema [Ga83]]). Rezultatul obtinut de Le Gall (Teorema se poate aplica si in
cazul in care functia o are discontinuititi, dar in acest caz este necesar ca ¢ (in loc de |o|) si
fie marginitd inferior de o constanta strict pozitiva. Asa cum se aratd in [Ga83]], aceste conditii

sunt aproape exacte, deoarece relaxand oricare dintre ele se pot construi ecuatii diferentaile
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stochastice pentru care unicitatea nu are loc (a se vedea spre exemplu [Ba82], sau Exemplul
[L.L.6).

In aceastd sectiune vom studia cazul ecuatiilor diferentiale fard drift, pentru care coefi-
cientul de difuzie o verifici conditia lui Le Gall si |o| este mirginitd inferior de o
constanta strict pozitivd. Ca un prim pas in solutionarea problemei, vom considera cazul parti-
cular n care functia de difuzie ¢ are o singura discontinuitate in origine, o este o functie impara
pe R* =R — {0} (sau o functie in scard), si verificd conditia xo (x) > 0 oricare ar fi x € R.

Asa cum vom ardta in continuare, cu toate cd este posibil ca in aceste ipoteze ecuatia
diferentiald stochastica corespunzatoare sa nu aiba solutie tare, sau aceasta sa nu fie unica, este
posibil sd descriem explicit mulfimea tuturor solutiilor slabe ale ecuatiei.

Solutia slabd generica este descrisd in termenii unei alegeri de semn (sign choice in En-

glezd), in sensul Definitiilor [T.2.16] si [1.2.17] si este unic determinatd de o astfel de alegere.

Aceasta aratd cd, chiar dacd nu putem determina in mod unic “iesirea” X; pentru o “intrare”
B; din ecuatia , poate fi posibil sd determindm in mod unic o anumiti functie ¢ (X;) ce
depinde de X;.

Aceasta justifica introducerea notiunii de @-solutie tare (¢-strong solution in Englezd) a
unei ecuatii diferentiale stochastice (a se vedea Definitia[l.2.13)), notiune care apartine autorului
si care interpoleazd intre notiunile clasice de solutie slaba si solutie tare a unei ecuatii diferenti-
ale stochastice (In cazul particular 1n care ¢ este o functien injectivd, notiunea de ¢-solutie tare

coincide cu notiunea clasica de solutie tare).

Preliminarii

Asa cum s-a ardtat in Exemplul [I.1.6] ecuatia
t
X, = / sgn (X;) dB;, t>0. (1.2.20)
0

nu admite solutie tare, dar admite solutie slabd, si aceasta este unica in sensul distributiei. De
asemenea, s-a ardtat cd daci X; este o solutie slabd a acestei ecuatii, atunci procesul |X;| este unic

determinat (este migcarea Browniana reflectati pe [0, o) construitd din miscarea Browniani B;)
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Deci, cu toate cd procesul X; nu este unic determinat de B, valoarea sa absolutd |X;| este

unic determinatd. Aceasta a motivat autorul la introducerea urmatoarei definitii.

Definitia 1.2.13 ([Pal3bl]). Considerdm ¢ : R — R o functie mdsurabild. O @-solutie tare a
ecuatiei diferentiale satochastice pe un spatiu de probabilitate (Q,.F ,P) in raport cu
o migcare Browniand By este un proces continuu X; pentru care ([[.2.19) are loc aproape sigur,
si astfel incdt @ (X;) este un proces adaptat in raport cu filtratia augmentatd generatd de By §i
P(J5(Jb(Xs)|+ 6% (X))ds < =) = 1 are loc oricare ar fit > 0.

Spunem cd @-unicitatea tare are loc pentru dacd oricare ar fi X; §i X, doud Q-

solutii tari relative la aceeagsi migcare Browniand B;, atunci

P((p(Xt) =o(X;), t 20) =1.

Sa observdm cd in definifia anterioard procesul X; nu este neapdrat adaptat in raport
cu filtratia miscdrii Browniene B;. Daca X; este adaptat in raport cu o-algebra generatd de
0 (By:s <t)U¥, atunci o-algebra ¥, poate fi privitd ca sursa suplimentarid de informatie ne-

cesard pentru a determina solutia ecuatiei (1.2.19).

Observatia 1.2.14. Este usor de observat cd definitiile anterioare sunt o extensie naturald a
notiunilor clasice de solutie tare §i unicitate tare, in sensul cd dacd ¢ : R — R este o functie
injectivd, atunci notiunea de Q-solutie tare coincide cu notiunea de solutie tare, §i Q-unicitatea

tare coincide cu unicitatea tare.

Observatia 1.2.15. Exemplul lui Tanaka ([.1.6) aratd cd, chiar dacd unicitatea si existenta

tare nu are loc pentru (|1.2.20),

|x|-solutii tari.

x|-unicitatea are loc, si vom ardta demonstra existenta unei

Vom considera mai general ecuatia diferentiala stochastica
t
X, = / Oy (X;)dBy, t>0, (1.2.21)
0
unde functia 6,5 : R — R este data de

a, x>0
Oup(x) = . 0 , (1.2.22)
, x<
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iar a,b € R* = R — {0} sunt constante arbitrare.
Introducem mai intai notiunea de alegere de semn pentru un proces nenegativ, dupd cum

urmeaza.

Definitia 1.2.16 ([Pal3bl]). dat fiind un proces nenegativ (Y;),~, o alegere de semn pentru Y;

este un proces (U;),~ ce ia valorile £1, astfel incdt (U;Yy),~ este un proces continuu.

Alegerile U; = 1, respectiv U; = —1, corespund proceselor U;Y; = Y;, respectiv procesului
reflectat —Y;. Alegerile interesante in definifia anterioara sunt in general cele pentru care U;
1a ambele valori £1 cu probabilitdti strict pozitive, astfel incat procesul U,Y; este o combinatie
intre procesul original ¥; si procesul reflectat —Y;. Intre aceste alegeri, o alegere importanti
este alegerea de semn i.i.d (i.i.d. sign choice in Englezd), ce corespunde notiunii intuitive de
aruncare a unei monede pentru a decide semnul U; al unei excursii a lui Y ce confine pe ¢.
Pentru a face precisd aceastd definitie intuitiva, introducem mai intdi cateva notatii si definitii
pregatitoare

Dat fiind un proces continuu nenegativ (¥;),>0 cu Yy = 0, definit pe un spatiu filtrat

(Q,F,P,(F)>0), considerdm multimea zerourilor lui ¥ (@), ® € Q, definita prin
Z=%w)={t>0:Y(0)=0},

iar pentru a simplifica notatia, in continuare vom renunta la dependenta de @ € Q si vom scrie
Z inloc de & (w).

Cum Y este un proces continuu, Z¢ = (0,00) — 2 este o multime deschisi, si deci este
formatd dintr-o reuniune numadrabild (posibil finitd, sau chiar vidd) de intervale deschise, numite
intervale de excursie a lui Y 1n afara lui 0. Notand prin .# multimea tuturor acestor intervale de
excursie, avem Z¢ = Ujc #1.

In continuare, vom ordona intervalele de excursie din .# dupi lungimea si pozitia lor,

dupd cum urmeazd. Considerdm (.%;)-timpii de oprire definiti recursiv prin § = 0 si
Eipp=inf{t >&+1:Y, =0}, i>1, (1.2.23)

considerind ca de obicei inf @ = oo, S# observim ci este posibil ca &, | = oo, si In acest caz

avem §j = oo oricare ar fi j > i+ 1.
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Consideram multimile .%; = {I € % : 1 C (§;-1,&)}, i > 1, si observdm cé din definitia
timpilor de oprire &;, {.#;};>1 formeaza o partitie disjunctd a lui .#. Este posibil ca anumite
multimi din aceastd partitie sd fie vide: dacd j = min{i : & = oo}, atunci & = o oricare ar fi
k > j, sideci %, = @ oricare ar fi k > j.

Pentru un interval de excursie I = (a,b) € .#, vom nota lungimea intervalului / prin
|I| = b—a, si prin I' = a capitul sting al intervalului /.

Introducem pe .# relatia de ordine < definind I < I daci |I| > |I

<1,

, sau daci |I| = |I] si

Nu este dificil de observat cid (.#, =) este o multime total ordonatd, si se poate arita de
asemenea cd (.#;, <) este o multime bine ordonatd, oricare ar fi i > 1 pentru care .%; # &. Cum
multimea .#; este 0 multime numarabild, putem indexa elementele ei cu numere naturale astfel

incat & = {I;j : 1 < j < N(i)} pentru un anumit N (i) € NU {eo}, si in plus
L= =g, (1.2.24)

Pentru a simplifica notatia (dependenta de N(i)), in cazul in care mulfimea .%; # & este
finitd vom considera /; ; = @ pentru j > N(i), si extindem definifia relatiei de ordine definind
I =< & pentru orice interval I € .#. De asemenea, in cazul .%; = & pentru un anumit i > 1,
definim /; ; = & oricare ar fi j > 1.

Discutia anterioard aratd ca pentru orice @ €  pute scrie in mod unic multimea 2°“(®)
a complementarei multimii zerourilor lui Y (®) ca o reuniune disjuncti de intervale de excursie

Z(0)={t>0:Y,>0} = | | Ij(w), (1.2.25)
i,j>1
culij(w) =Li(w)=<... oricarearfii>1,si Il-{j((o) < Il.l,d.,((o) oricarearfi 1 <i<i'sij,j > 1
pentru care I; j( @),y j (@) # @.

De asemenea, si observam ca ordonarea intervalelor de excursie Y; construitd mai sus in-
duce o ordonare corespunzatoare a excursiilor procesului ¥;. Urmand referinta clasica [ReYo094]
(Chap. XII), definim excursia lui Y ce contine t (excursion of Y straddling 7, in Engleza) prin
er(u) = 1gy<g,—gY (g +u) dacd d; — g, > 05si 6 inrest, unde g; = inf{s <7 :¥; =0} este ultima

vizitd a lui Y in origine inainte de timpul ¢, iar d; = sup{s > : ¥; = 0} este prima vizitd a lui Y
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in origine dupd timpul z. Constructia anterioara aratd ca mulfimea E a excursiilor lui ¥; poate fi
partitionatd in multimi disjuncte E; = {e; j : j > 1},i> 1, unde ¢; ; reprezintd excursia lui ¥; co-
respunzdtoare intervalului de excursie I; j, adicd e; ; = e; pentru 7 ales astfel incat (gr,dy) = I ;.
Definim e¢; j < ey y dacd I; j < Iy j, si definim lungimea R(e; ;) a excursiei e; ; ca fiind lungimea

intervalului de excursie J; ; corespunzitor, adicd R(e; ;) = |I; j|.

Cu aceastd pregétire putem acum introduce notiunea importanta de alegere de semn i.i.d.

Definitia 1.2.17 ([Pal3bl]). Dat fiind un proces continuu nenegativ si adaptat (Y;),~q pe un
spatiu de probabilitate filtrat (Q,.F,(%)i>0,P), o alegere de semn i.i.d (i.i.d. sign choice in

Englezd) pentru (Y;),>0 este un proces adaptat (Uy),~ definit prin

Uiilw), tel (o
Uy (o) = (@) (@) . t>0,m€EQ, (1.2.26)

1, te Z(w)
unde Z () este multimea zerourilor lui Y (@), (I; j(®)); j>1 sunt intervalele de excursie a lui
Y;(®) orderonate ca mai sus, si (U; j); j>1 este un sir de variabile aleatoare independente §i

identic distribuite pe (Q,.% | P) ce iau valori +1, §i care sunt de asemenea independente de

filtratia FY .

Sa observam ca procesul U; din definitia de mai sus nu este in general adaptat in raport cu
filtratia .#" alui ¥;, ci in raport cu filtratia sa naturali .# Y ; spatiul de probabilitate din definitia
anterioard este presupus suficient de larg pentru a putea acomoda procesul independente U,
adici .#V C .%,,t > 0. De asemenea si observim ci o alegere de semn i.i.d. pentru un proces

continuu nenegativ este un caz particular a unei alegeri de semn in sensul Definitiei [[.2.16]

Exemplul 1.2.18. Cel mai simplu §i de asemenea interesant exemplu de o alegere de semn i.i.d.
U, este in cazul in care procesul Y; este migscarea Browniand reflectatd pe [0,00) si distributia
variabilelor aleatoare U; j este P(U; j = £1) = % In acest caz, din demonstratia Teoremei
in cazul particular a = —b = 1, rezultd cd procesul UY; este o migscare Browniand 1-
dimensionald. Dupd cum se stie, datd fiind o migcare Browniand 1-dimensionald B;, valoarea
sa absolutd |By| are distributia unei migcdri Browniene reflectate pe [0,0). Rezultatul obtinut
este o reciprocd a acestui fapt: alegerea de semn i.i.d. este instrumentul necesar pentru a recon-

strui (in distributie, nu traiectorial) miscarea Browniand din migscarea Browniand reflectatd.
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Rezultatul urmator aratd cd in ipoteze suficient de generale, distributia unei alegeri de

semn evaluate la un timp de oprire are aceeasi distributie ca si sirul de alegeri de semn.

Propozitia 1.2.19 ([Pal3bl]). Dacd (Y;);>0 este un proces continuu nenegativ si adaptat, Uy este
o alegere de semn i.i.d. pentruY;, si T este un (ﬂty )—timp de oprire aproape sigur finit, cu
P(Yr = 0) = 0, atunci variabila aleatoare Uy este independentd de Y, si are aceeasi distributie

ca si variabilele aleatoare U, ; din definitia lui Uy.

Demonstratie. Folosind notatia din Definitia[I.2.17, avem
{Ule}:{re%}u<|_| {U,-,,:l,cel,,j}). (1.2.27)
i,j>1
Din definitia a (%Y )—timpilor de oprire &;, nu este dificil de observat ci eveni-
mentul {7 € [; ;} apartine c-algebrei F¢: pe multimea {§; <1}, se “stie” ordonarea intervalelor
de excursie {/; j} j>1 din (§_1,&;) la momentul 7, si deci {t € [; ;} N{& <t} € F.
Cum U; ; sunt prin definitie variabile aleatoare independente de .7 Y siP(te %)=

P(Yr = 0) = 0 din ipoteza, obtinem

[

PU:=1) = Y PUj=1)P(t€l)
ij=1
= P(U171 = 1) Z P(TGI,'J')
ij=1

= P(U171 = 1)P(T < oo, TE gc)

= P(U;;1=1),

si deci Uz are aceeasi distribufie ca si sirul de variabile aleatoare U; ;. O demonstratie similard
arati ci variabila aleatoare U; este de asemenea independenti de .Y, incheidnd demonstratia.

]

In cazul particular cind ¥; este un proces continuu nenegativ pentru care PY;=0)=0
oricare ar fi t > 0, considerand 7 =t > 0 in propozifia anterioard, rezultd cd pentru orice ¢t >
0 alegerea de semn i.i.d. U, are aceeasi distributie ca si sirul de variabile aleatoare U; ; din
Definitia Cum P(U;j =1) = 1—P(U; j) = p, vom spune ci alegerea de semn i.i.d U,

pentru Y; ia valoarea 1 cu probabilitate p.
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Rezultate principale

Cu aceastd pregdtire putem demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 1.2.20 ([Pal3bl). Pentru orice a > 0 > b, are loc @, p-unicitatea tare pentru @),
unde functia @, ), : R — R este definitd de

x, x>0

Pup(x) = (1.2.28)

S—= Q=

x, x<0

Existd o @, p-solutie tare (si o solutie slabd) a ecuatiei diferentiale stochastice @
si este datd de (0,5, (Up)Y;, By, (F1),5¢ ), unde Y; este miscarea Browniand reflectatd pe [0, o)
construitd din miscarea Browniand By, U; este o alegere de semn i.i.d. pentruY; ce ia valoarea 1
cu probabilitate ﬁ, iar (9})20 este filtratia generatd de B; si U; ce verificd conditiile uzuale.
Reciproc, orice solutie slabd (X,,B,, (%)QO) a ecuatiei stochastice are repre-

zentarea X; = 04, (U;)Y,, unde Uy §iY; sunt ca mai sus.

Demonstratie. Daci X, verifica (I.2.21)), variatia sa pétraticd este datd de

t 1
(X), = / 02, (X,)ds = / (2100 (X,) + 521 oy (Xs)) ds.
0 0

In particular, aceasta aratd ci misura d(X), este absolut continui in raport cu misura Le-
besgue, si din Consecinta VI.I.6 din [ReY094]] rezultd cd masura Lebesgue a timpului petrecut
de X; in origine este zero. Din Consecinta VI.1.9 din [ReYo094] si din faptul ca X; este o martin-
gald locald, rezultd ci L)(X) = L)(—X), unde LY (X) =limg o 1 J§ 1(0.¢) (Xs) d(X) reprezinti
timpul local semimartingal al lui X; Tn origine.

Aplicand formula Tanaka-Itd functiei convexe @, si procesului X;, obtinem

! / 1 / /
0u(X) = [ 0y (X) X+ 3 (94, 04) =0l 0D LX) (1229)

1/1 1
= B+-|(-—— %X
t + 2 (a b) 1 ( ) ?
care aratd cd procesul ¥; = @, (X;) este o semimartingald cu variatie pétratica (Y); =¢. Sa

observdm cd 1 ¢y (Ys) = 1(g 4¢) (Xs) + 1(p¢,0) (X;) oricare ar fi € > 0 si t > 0. Rezultd timpul
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local semimartingal a lui ¥; in origine este dat de

t
2(y) = tim [0 )at),
1 t
= ;{%e 10.ae) (X dSJF;l{%g/lbeo
~ lima Hm%ﬂx)lda>+hm 1, (Xylﬂx>
eN0 € a? eN0 € (b.0) b2 y
= LX) -1 ()

_ (é_%>Lﬂxy

Din relatia (1.2.29) rezulta cd procesul Y; = @, , (X;) verificd ecuatia diferentiald stochas-
tica

1
Yt:BmLEL?(Y), 1>0,

si deci procesul ¥; este migcarea Browniand reflectatd pe [0,0) construitd din miscarea Brow-
niani B;. In particular, procesul ¥; = ®qp (X;) este adaptat in raport cu filtratia .7 B a migcirii
Browniene B; si este unic In sens traiectorial. Aceasta aratd ca are loc @, ,-unicitatea tare pentru
(1.2.21).

Demonstram acum existenta unei ¢, j-solutii tari (i a unei solutii slabe) a ecuatiei @)
Fie B; o miscare Browniand 1-dimensionali i fie ¥; miscarea Browniana reflectati pe [0,0)
construitd din migcarea Browniand B;. Considerdm procesul X; = 0, (U;) Yy, unde U; este o
alegere de semn i.i.d. pentru Y; ce ia valoarea 1 cu probabilitate ﬁ

Vom arata ca (Xt,Bt, (%) 120) este 0 @, ,-solutie tare (si o solufie slabd) a ecuatiei ll ,
unde .7, este completarea c-algebrei ¢ (By,U; : 0 < s <t) generate de B si U ce verifica condi-
tiile uzuale.

Cum @, ;(X:) = Y10,(0,5(U;)) =Y; si Y; este adaptat in raport cu filtratia generatd de
B;, ramane de aritat cd X; este o solutie slabd a ecuatiei (I.2.21]).

Din definitia (1.2.26)) alegerii de semn i.i.d. U; pentru ¥;, rezultd ca U; = 1 cand ¥; = 0, si
sgn (X;) = sgn (0, (Ur) Y;) = Uy, si deci 6, (X;) = 0,5, (Uy) oricare ar fi ¢ > 0. Cum procesul

Y; (st X;) petrece o mdsura de timp Lebesgue nuld in origine, obfinem aproape sigur egalitatea

t t
/0 Oua.b (Xs)st :/0 Oa.b (Us) 1R* (Xs)st;
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oricare ar fit > 0.

Folosind faptul cd ¥; este miscarea Browniani reflectatd pe [0, o) construitd din migcarea

Browniand By, obfinem

t t 1 t
| owxyan = [ ou ) 1r (X)dYi=3 [ 005 (U) 1re (X)dL) (1)

t
— /O Gup (Us) 1+ (X,) Yy,

unde ultima egalitate rezulti din faptul ci timpul local semimartingal LY (Y) a lui ¥ in origine

creste numai cand Y (si Xs) sunt in origine.

Pentru £ > 0 arbitrar fixat, considerim sirurile de (%} )-timpi de oprire 7; si o; definiti

inductiv prin 79 = 0,

oi=inf{s>7_1:Y,=¢} si 1, =inf{s>0;:Y,=0}, i>1.

Notand cu D, (€¢) = sup{i > 0: 7; < ¢} numdrul de traversiri descrescitoare ale interva-

lului [0, €] de citre procesul (¥y)o<s<;, Obtinem

t
/0 Ou.b (Xs)dBS:
t
= [ ous U 1me (X,
Ti/\t Gi/\t
— Z/ Ga,b (US) IR* (Xs)dYs—}_Z Ga,b (US) 1R* (Xs)dYs
=1/ ot i>17 TN
O;/\t
- an,b (Ugine) (YTiAt_YGiAt)+Z/ Oap (Us) 1w+ (Xy)dYs
121 i>1 Ti*l/\t
Dy (¢)
= —¢ Z Ou.b UG;)+Gab Ut Zl[@vfl
i=1 izl
O;/\t
X [ oup (U 15 (1) d,
i>1 T\t
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si deci
4 Dy (¢)
/0 Oa,b (Xs) dB; — Ou.b (Ut) Y,=—¢ Cab (Uci) (1.2.30)
i=1
—0up (U Y Y 1 6 (1)
i>1
— €04y (Un) Y Loz (1)
i>1
O;/\t
+ Z Oup (Us) I+ (Xy) dYs.
i>1Y TN

Vom ardta in continuare ca toti termenii din membrul drept al egalitdtii anterioare converg
la zero in L? atunci cind & \, 0.

Din constructie, o; sunt (%} )-timpi de oprire aroape sigur finii, si Y5, = € # 0 aroape
sigur oricare ar fi i > 1, si deci ei verificd ipotezele Propozitiei Rezultd ci (Uy,) i>1 este
un sir de variabile aleatoare identic distribuite, ce iau valorile £1 cu probabilitate P (Ug, = 1) =
1-P(Us=—-1)= % oricare ar fi i > 1.

Sa observam de asemenea cd din cosntructia timpilor de oprire o;, procesul Y viziteaza
originea in fiecare din intervalele de timp (0;, 0;+1), si deci pentru orice 1 <i < j, o; si 0
apartin la intervale de excursie ale Y in afara originii distincte. Reamintindu-ne definitia (1.2.26)
a alegerii de semn i.i.d. U; pentru Y;, si folosind faptul ca variabilele aleatoare (U;, j) ij>1 C€

defines procesul U; sunt independente si identic distribuite, si independente de .#Y, pentru

orice u,v € {£1} si orice 1 <i < j obtinem

P(Ug, = u,Ug; = v) = Z P(Um,n =u,Upq=v,0; € lnp,0;j € Ip,q)
(m.n)#(p,q)
= Z P(Unn=u)P(Upg=v)P(Ci € lnn,0; € Ipq)
(m.n)#(p.q)
= P(U171 :M)P(ULl :V) Z P(Gielm,n,cjeem)
(m.n)#(p.q)

—  P(Us, = u)P(Ug, = v)P((0i,0,) N & +# @)

= P(Us; =u)P(Us; =v).

Aceasta artd cd pentru orice 1 < i < j, variabilele aleatoare Ug, si Ug; sunt independente.

O demonstratie similara aratd ca (Uy,);>1 formeaza un sir de variabile aleatoare independente,
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si deci (Ug,)i>1 este un sir de variabile aleatoare independente si identic distribuite.
Din definiia functiei 0, rezultd ci (0, (Ug,)),;», sunt de asemenea variabile aleatoare

cu medie O si dispersie —ab, si deci folosind a doua identitate a lui Wald obtinem

Di(e) 2
E (—s Y oup (Uoi)> = €’E (04 (Us,)) ED; (€) = —abe’ED, (€) — 0
i=1
pentru € \, 0, deoarece datoritd caracterizrii Lévy a timpului local avem €D, (€) — L? (V)
aproape sigur si de asemenea in L? (a se vedea spre exemplu [KaShOT], pag. 416). Aceasta
demonstreazi convergenta la zero in L? pentru £ \, 0 a primului termen din membrul drept al
relagiei (1.2.30).

In continuare, si observim cd daci r € [Ti_1,0;) pentru un anumit i > 1, din constructie

avem Y; € [0, €), si deci obtinem

2
E (Ga,b (Ul‘) Yt Z 1[17[,1,6,‘) (t)) S max {a27b2} 82E Z 1[17,',1,0',') (t)

i>1 i>1
< max {az,bz} g’

— 0

pentru £ \, 0. Aceasta demonstreazi convergenta la zero in L? pentru £ \, 0 a celui de-al doilea
termen din membrul drept al relaiei (I.2.30). Demonstratia fiind similard pentru cel de-al treilea
termen, o omitem.

Folosind din nou a doua identitate a lui Wald si faptul ca 6; — 7,1, i = 1,2,... sunt vari-
abile aleatoare independente si identic distribuite (a se vedea Teorem 2.6.16 din [KaSh91]]), cu

medie E (0] — 7y) = Ec; = €2, obfinem

2
O;/\t ;
E (;/c Ou.b (Us) IR+ (Xs) dYs) < max {az,bz}E/o Z I[Tifl,o'i] (S)d<Y>s

-1\ i>1
(€)+1

(€)
Y (oi—71)
~

1

< max{az,bz}ED
= max{az,bz}E(Gl—TO)E(Dt(8)+1)
= max{az,bz}ezE (Dy(e)+1)

— 0,
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si deci si ultimul termen din membrul drept al relatiei converge la zero in L? pentru
e\ 0.

Am aritat ca toti termenii din membrul drept al relatiei (I1.2.30)) converg la zero pentru
€\ 0. Trecand la limitd cu € \, 0 in relatia obtinem [ 6, (X;)dBs = 0,5 (Us) Y, = X,,
incheidnd prima parte a demonstratiei.

Pentru a demonstra a doua concluzie a teoremei, sa observam ca daca (XI,B,, (92),20)
este o solutie slabd a ecuatiei , din prima parte a demonstratiei rezultd cd ¥; = @, 5(X;)
este migcarea Browniani pe [0,0) construitd din miscarea Browniani B;.

Din definifia functiilor o, $1 ¢, rezultd cd procesul X; poate fi scris sub forma
X = o0,5(U)Ys, t >0, (1.2.31)

unde U; = sgn(X;) = 1(,00) (Xr) — 1(—o00) (Xr)-

Continuitatea proceselor X; si ¥; (si discontinuitatea in origine a functiei o, ) arata ca
procesul U; poate schimba semnul doar cind Y; = 0, si deci U;Y; este un proces continuu, de
unde rezultd cd U; este o alegere semn pentru Y; In sensul Definitiei

Pentru a ardta cd U; ete o alegere de semn i.i.d. pentru ¥;, conform Definitiei
trebuie sd ardtam cd restrictia lui U; la intervalele de excursie ale lui ¥; formeaza un sir de
variabile aleatoare independente si identic distribuite, independente de aemenea de procesul
Y. Pentru aceasta, ordondm intervalele de excursie (f; j); j>1 ale lui ¥; in afara originii, ca
in dinaintea Definifiei si definim variabilele aleatoare (U; ;); j>1 prin U; j(@) = U;(®)
pentru t € I; j(a)); Ui, j reprezinta deci semnul lui X; n timpul intervalului de excursie I; j a lui
Y, (sd observdm cd datoritd relatiei (I.2.31), intervalele de excursie ale lui X; si ¥; sunt aceleasi).

Cum Y; este o miscare Browniana reflectatd pe [0,0) inceputd in origine, avem /; j # @
aproape sigur oricare ar fi i, j > 1 (reamintim cd 1n ordonarea intervalelor de excursie a lui
Y, dacd . # @ este o multime finitd, am definit /; ; = @ pentru j > N(i); pentru miscarea
Browniana /; # & este aproape sigur o multime infinita, deoarece incepand din origine migcarea
Browniand viziteaza originea de o infinitate de ori, la momente de timp arbitrar de apropiate de
0). Din acest motiv, precum si datorita faptului cd X; are semn constant in timpul fiecui interval

de excursie I; ;, rezulta ca variabilele aleatoare U; ; introduse mai sus sunt bine definite pana la
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o multime de probabilitate nuld, pe care considerdm U; ; = 1.

Cum X; este o solutie slabid a ecuatiei (I.2.21)), din caracterizarea by Lévy a miscirii
Browniene rezultd ca W; = X,, este o miscare Browniand, unde schimbarea de timp o este
inversa procesului crescator si continuu A; = (X),. Refacand schimbarea de timp, putem scrie
procesul X; sub forma

X, =Wy, >0, (1.2.32)

unde W; este o miscare Browniana 1-dimensionald inceputa in origine si A; = fé Gaz p(Xy)ds.

Comparand reprezentarile (1.2.37)) si (1.2.32) ale lui X;, se poate observa ca excursiile lui

Y;, scalate in spatiu cu factorul o, ;(U;), coincid cu excursiile lui W;, scalate in timp cu factorul

63 ,(X;). Mai precis, notand cu e} excursia lui Y ce contine 7, si cu eAWI excursia lui W ce contine

pe A, = [y 02, (X)ds, avem

o (u) = meX(Gib(X,)u) — [sus (¥) ()], (12.33)
unde s, , este transformarea definitd pe spatiul excursiilor prin
1 2
Sap(e)(u) = me (Gmb(e)u) , u>0, (1.2.34)

sau printr-un abuz de notatie scriem o, (e) = a dacd e este o excursie pozitiva, si o, ,(e) = b

dacd e este o excursie negativa.

Observatia 1.2.21. In discutia premergdtoare Definifiei am partitionat intervalele de
excursie ale lui Y, in multimi disjuncte %; = {I; ; : I; ; C (&-1,&)}, respectiv E; = {e! : &_| <
t < &}, folosind timpii de oprire definifie de &y =0 §i £ =inf{r > &+ 1:Y, =0}.

Pentru a partitiona excurssile ui W; in multimi disjucnte E; astfel incat prin
corespondenta intre excursiile lui Y; din E; si ale lui W; din Ei = {eZV : EH <s < E,} este
bijectivd, vom folosi aceeagsi constructie, dar cu urmdtoarea modificare. In locul timpilor de
oprire & vom folosi timpii de oprire E, a lui W; corespunzdtori lui & prin schimbarea de timp
Ay, adicd go =01 EH = inf{t > Agi T W, = 0}. Cu aceastd alegere, existd o corespondenta
dintre excursille lui Y; din E; si excursiile lui W; din E,- este bijectivd.

Impreuni cu (1.2.33) — (1.2.34), discutia anterioari arati excursiile lui ¥; din E; sunt

obtinute din excursiile lui W; din E; prin scalarea excursiilor pozitive cu a si a celor negative cu b,
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si luand valoarea absolutd a rezultatului. Daca {e; ;}; j>1 sunt excursiile ordonate ale lui (W;);>0
in afara originii (folosind timpii de oprire E, in loc de &;, asa cum am indicat in observatia
anterioard), sd observam ca prin scalarea excursiilor lui W;, ordonarea < a excursiilor pozitive
este pastratd, si de asemeni ordonarea excursiilor negative este pdstratd. Este insa posibil ca
dacd a # |b|, ordonarea excursiilor pozitive si a celor negative sd nu fie pastratd; spre exemplu,
dacd a > |b|, sidacd i > 1si 1 < j <k sunt alesi astfel incit ¢; ; este o excursie pozitivi si ¢;
este o excursie negativd a lui W; cu 1 < R(¢; ;) /R(é;x) < a®/b?, atunci ¢; ; < é; si dupd scalare

lungimile celor doua excursii verifica
~ | | ~
R(Saﬁ(ei’j)) = ;R(ei’j) < ﬁR(ei,k) = R(Sa,b(ei,k))v

si deci ordonarea excursiilor scalate este schimbata: s, (e ) = sq5(€i ;).

dacd (V; j)i j>1 este sirul de variabile aleatoare reprezentand sirul semnelor lui W; in tim-
pul excursiilor corespunzitoare (e; j),-7 j>1, discutia anterioard aratd cd U; ; (semnul lui X; in
timpul celei a j* cea mai lungd excursie din E;) este V;; (semnul lui W; in timpul celei a k* cea
mai lungd excursie din Ej), cu conditia ca dupd scalarea excursiilor lui W;, e; x devine a j* cea
mai lunga excursie din E;.

Vom demonstra mai intdi cd (U ,),>1 este un sir de variabile aleatoare independente si
identic distribuite.

In continuare, vom presupune cunoscute si vom folosi rezultatele de bazi si notatia din
[ReY094] (Chap. XII) in legdturd cu teoria Itd a excursiilor migcdrii Browniene. Procesul
excursiilor € = (¢;);~0 miscirii Browniene W; este un (.%; )-proces punctual Poisson (Poisson

point process In Engleza, abreviat PPP), cu masurd caracteristica
1 r
n(l) = ;E(Nt ) t>0, (1.2.35)

pentru orice multime I € % in spatiul masurabil (Ug, %) al excursiilor lui W;.
Procesul (R(e;));~0 al lungimilor excursiilor este de asemenea un (%, )-proces punctual
Poisson, cu distributie n data de

| - 2
n(R > x) = ;E(N,(X’ N = —. 1x>0. (1.2.36)
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Mai mult, pentru orice multime I" € %5 cu n(I") < oo, N; —tn(I") este o (%, )-martingald.
Timpul local in origine al lui W; poate fi descris ca inversul continuu la dreapta al lui 7;, adica
L, =inf{s > 0: 7, > 1}, si este deci in particular un (% )-timp de oprire; cum 7, = inf{s >
t:W; =0} >t, obtinem L, <t, si deci L, este de asemenea mérginit. Din Teorema Doob a
timpului de oprire rezultd ca EN}; = n(I")EL;, care aratd cd pentru orice ¢ > 0, intensitatea
variabilei aleatoare Poisson N{l este de asemenea n(T).

Consideram procesul

) {R>D*x2ynU5
Ni(x) =Ny, si Na(x) =N, . x>0, (1.2.37)
reprezentand numarul de excursii pozitive, respectiv numarul de excursii negative ale lui W;
incepute inainte de timpul 1, cu lungime mai mare decat ()2, respectiv (%)2
Procesele Nj(x) si N2(x) sunt nedescrescitoare, continue la dreapta, si au incrementi in-

dependenti. Pentru 0 < x <y, incrementul N;(y) — N;(x) este o variabild aleatoare Poisson cu

medie
E(Ni(y)—Ni(x)) = E <N{a y 2<R<a2x2}m%+)
= ny(a®y 2 <R<a’x ?)EL
1
= 5 (a>y2 <R < d’x }EL,
1 /2
= oz Ga)En
T \a a
si similar

E(N>(y) — N2 (x)) = 1\/§(|Z| |z|)EL1. (1.2.38)

Rezulta cd Nj(x) si Na(x) sunt procese Poisson, cu intensitéti

1 1 1 1
M=\ 5-EL i A=/ —EL, 1.2.39
1 Py s 2 6]V 27 1 ( )

ce pot fi scrise sub forma A; = p1A si A, = poA, unde

b a o _a+lb]

P1= ) p2:a+‘b|7 a\b|

EL . 1.2.40
pERTY ! (1.2.40)
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Cum multimile {R > a*x 2} N%;" si {R > b*x 2} N %, din definitia lui Ny (x) si N> (x)
sunt disjuncte, Nj(x) si N2(x) sunt procese Poisson Poisson independente cu intensitdti A; si

respectiv A;.

Rezultd (a se vedea spre exemplu [Sh04]], Teorema 11.3.3) cd procesul Q definit prin

0(0)=0si

O(x) = (+1)-Ni(x) + (1) -No(x), x>0, (1.2.41)

este un proces Poisson compus, cu salturi £1. Mai mult, daca Uy, Us, ... reprezintd salturile
succesive ale lui Q, si dacd N(x) = Nj(x) 4+ N2(x) reprezintd numdrul total de salturi ale lui

(Q(¥))o<y<x, atunci Q poate fi scris sub forma

N(x) _
ox) =Y U, x>0, (1.2.42)

—

~.
[N

unde N(x) este un proces Poisson cu intensitate 4 si U,Us,, ... este un sir de variabile aleatoare
independente si identic distribuite, ce iau valoarea +1 cu probabilitatea p; si valoarea —1 cu

probabilitatea p,, data de relatiile (I.2.40)) de mai sus.

Reamintim discutia premergatoare relatiei (1.2.33): cea de a j* cea mai lungd excursie
e}/j a lui ¥; din E; este valoarea absoluti a celei de a j cea mai lunga excursie scalata a lui W
din E;, unde scalarea s, scaleazd excursiile pozitive cu a, si pe cele negative cu b. Aceasta

inseamnad cd dacd ¢; ; devine a j* cea mai lungd excursie a lui W; din E; dupa scalare, atunci

= |Sap (em(”)ﬂ - m

ik

si mai mult, conform (1.2.32) avem de asemenea cd semnul U; ; al lui X; in timpul excursiei el’f j

este acelagi cu semnul V; ;. al lui W; in timpul excursiei corespunzatoare e%{. Folosind aceasta,
)
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si definitiile lui N (x),N2(x),N(x) si Q(x) de mai sus, obtinem

O(x) = Ni(x) —Na(x)

{R>a®>x 23w+ . {R>P*x 230U~

2R>x2ynut b 2R>x"2NU
_ N;Ea >x"*} _NI:{ >x"°}
1 1
{Rosap>x2}nu+ {Rosqp>x"2}0% ~
— NL ; —N; ;
1 1
N(x)
= Y Uy,
j=1

unde ultima egalitate aratd faptul cd suma semnelor primelor celor mai lungi N(x) excursii ale
lui X; concide cu numirul Ni(x) de excursii pozitive scalate ale lui W, cu lungime mai mare
decat x~2 minus numirul N, (x) de excursii negative scalate ale lui W, cu lungime mai mare
decat x~2, care conform discutiei anterioare este acelasi.
Cum N(x) este un proces Poisson, in particular creste numai prin salturi de lungime 1, si
(0,00)

din definitie avem N(e0) = N, 1, = co. Folosind aceasta, si comparand reprezentarea anterioard

alui Q(x) cu (1.2.42), rezulti ci Uy ; = ~j pentru j > 1, si deci (Uj ;) j>1 este un sir de variabile

[b|

aleatoare independente si identic distribuite ce iau valoarea +1 si —1 cu probabilitédti p; = g

respectiv py = ﬁw.
Folosind proprietatea Markov tare a lui X; si ¥; si timpul de oprire

E =inf{t>1:Y% =0} =inf{r > 1:X;, =0},

argumentul anterior aratd cd (U, ;) j>1 este de asemenea un sir de variabile aleatoare indepen-
dente si identic distribuite, cu aceeasi ditributie ca sirul (U; ;) ;>1, si de asemenea independente

de acesta. Inductiv, folosind proprietatea Markov tare la timpii de oprire
Einp=inf{t >&+1:Y, =0} =inf{r > & +1: X, =0},

obtinem ca (Uj;2 ;) j>1 este un sir de variabile aleatoare independente si identic distribuite, cu
aceeasi distributie ca sirul (Uy ;)i1<j<i11,j>1, §i de asemenea independent de acesta. Aceasta
aratd cid (U; ;)i j>1 este un sir de variabile aleatoare independente si identic distribuite, avand

distributia din concluzia teoremei.
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Pentru a incheia demonstratia, avem de ardtat ca variabilele aleatoare U; ; sunt de aseme-
nea independente de Y. Vom arita mai intéi ci oricare ar fi t > 0, U; = sgn(X;) este independent
de c-algebra .#" alui Y. Si observim ci din (1.2.31), o-algebra .# = (¥ : s <t) coincide

cu o-algebra

1 1 ~
G(—Xs:s§t>zd —X| s <t :6(|WS‘:S<I) |W|,
Ou,b (XY) | Ga,b(Xs) }
unde W, reprezintd procesul
-1 x t>0 (1.2.43)
" ous ()] o -

Aplicand formula Itd-Tanaka functiei f(x) = x (o diferentd de doua functii con-

1
|0-a7b(x)|

vexe) si procesului X;, obtinem

L —/ ! dX+1<1—1)LO(X)
0up(X)] o [oun(Xs)] 2\a o)
1 1/1 1
= dBy+ = ——— | V(X
/‘Gab Gab ) S+2(a |b’) l( )
1/1 1
= dB -—— L
/0ng( ) +2(Cl |b’) t( )a

unde L(X) reprezinti timpul local semimartingal a lui X; in origine.

The above shows that W; is a continuous semimartingale, and since

_ t
<W>t:/sgn s—/ lds =t,
0

the martingale part of W, is a Brownian motion B;. The previous equation is thus equivalent to
~  ~ 1/1 1
W, =B, + - (———) LY(X). (1.2.44)
a

Sd observiam cd deoarece W este o semimartingald continud cu (W), = ¢, petrece timp

Lebesgue nul in origine (a se vedea Consecinta VI.1.6 din [ReY094]). Rezultd cd timpul local
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L?(W) = hm—/ 1(—8,8)(W5)d<W>s

e\ 2¢€
1 _
= 5(}:{%8/ 1[08 dS—I—;l\l’—‘I})g 1( Em(Ws)dS)
1 _
= 5(;1{‘1’(1)8/1[08 a X)ds—{—hm /1 80 ’b’ IX) )
1 1 .1 1
= 3 glg(l)g/ Ljo.ae) (Xs) d(X >s+;1\f‘%5 A 1(—|b|e,0] (X5) 2 X)s
1 /1 .
= = —L X Li(—X
5 (2004 L0

unde in penultima egalitate am folosit faptul ci variatia patraticd a lui X; este (X), = [ 62, (X,)ds.
Cum X; este o martingald locald continua ce petrece timp Lebesgue nul in origine, con-

form Consecintei VI.1.9 din [ReYo94] rezultd ci L2(X) = LY(—X), si deci obtinem L (W) =

% (1 + b‘> LY(X). Rezulti ci ecuatia (|1.2.44) poate fi rescrisd sub forma echivalenti

o= lbl-as
W, =B, +
b+

z%w) (1.2.45)

. u ) VY R o b|—
care aratd ca W; este o miscare Browniana oblicd (skew, in Englezd) cu parametru o = % (1 + I bI +Z> =

+| b| (a se vedea spre exemplu pag. 401 din [ReYo094], sau [HaSh81] si referintele citate in
aceastd lucrare pentru mai multe detalii asupra acestui proces).

Se stie cd migcarea Browniana oblicé cu parametru ¢ € (0, 1) este un proces Markov care
se comportd ca si miscarea Browniand obisnuitd in fiecare din intervalele (—oo,0) si (0,0), si
cd incepand in origine ea intrd in intervalul (0,e0) cu probabilitate o. Mai mult, densitatile de
tranzitie ale acestui proces sunt cunoscute (a se vedea spre exemplu [ReYo94], pag. 82).

Folosind densitdtile de tranzitie ale lui W, si propiretatea Markov, se poate verifica faptul

cd pentru orice 0 <t} < ... < t,, pentru orice multimi Borel By,...,B, € Z(R;),n > 1, si orice

t >0 avem _ _ _
P(W; >0,|W,| € Bi,...,|W,

P(Wy <0, W | € By Wy

E&%Jﬂ_ﬂﬁ>®
€B,) a P(W<0)

(1.2.46)

care aratd independenta dintre semnul lui W, (pentru ¢t > 0 arbitrar fixat) si o-algebra .7 Wl —
G(’ﬁ/,‘ > O) generatd de ‘VT/‘
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Reamintind definitia (1.2.43) a lui W si (1.2.31), observim ci U; = sgn(W,) si [W;| =¥,
si deci U; este independent de .#" pentru orice ¢ > 0. De asemenea si observim ci ecuatia

anterioara arata ca

~ b
P(U;zl):P(Wt>0):aHb‘, t>0. (1.2.47)

Sad consideram acum i,j > 1 arbitrar fixati. Conform definitiei, variabilele aleatoare
U; j(w) reprezintd semnul U;(w) al lui X;(w) in timpul excursiei ¢; j(®) a lui ¥;(®), si pot

fi reprezentate dupa cum urmeaza:

1

R(ei j(0)) /0°° Ui(@)1), () (0)dt, 0 €Q, (1.2.48)

unde J; j(w) este intervalul corespunzitor excursiei e; j(®) (intervalul de timp cénd excursia
e; j(w) are loc), si R(e; j(®)) reprezintd lungimea excursiei e; j(®), care este aceeasi cu lungi-

mea intervalului de excursie ; ;(®).

Y

Sd observiam cd R(e; ;) si intervalul de excursie J; ; sunt variabile aleatoare .7 ' -masurabile.

De asemenea, folosind (1.2.47) si independenta lui U; si %7, obtinem E (U; (o) ‘ FY)=EU;) =

|b|—a
|b|+a*

Deoarece
1

. (/o Rlei; (@)

din teorema Fubini obtinem

U(@)1,

dt\gﬂ) E(1]7Y) =1 <o,

E(U;|7Y) = /mE(WU,(@MJ(@)(:)\?Y)CJ;

B / R(ei (w)) L,-<w>(f)E(Uz(w)\fY)dr
l/

|b|—a/

= 17 (o) ()d

b +a o R(ei,,-(w)) 1) (1)1
bl —a

b +a’

si deci variabila aleatoare U; ; este independentd de .7 Y oricare ar fii, j > 1.
Aceasta, impreuna cu partea anterioard a ademonstratiei aratd ca U, este o alegere de semn

i.i.d. pentru ¥; in sensul Definitiei [[.2.17] incheiénd astfel demonstraia teoremei. O
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Extensii

Rezultatele prezentate in sectiunea anterioara pot fi extinse si la alte tipuri de ecuatii diferentiale

stochastice. Spre exemplu, are loc urmétoarea.

Teorema 1.2.22 ([Pal3bl]). Fie 0 : R — R o functie mdsurabild incdt that |G| este mdrginitd
de constante strict pozitive, si sd presupunem cd existd o functie crescdtoare f : R — R astfel
incdt
o) - <If@®-fO, xyeR (1.2.49)
Mai mult, presupunem cd G este o functie impard pe R* si cd xo (x) > 0 oricare ar fi
xeR
Datd fiind o miscare Browniand 1-dimensionald By, are loc |x|-unicitatea tare pentru

ecuatia diferentiald stochasticd
t
X, = / o (X;)dBs, t>0. (1.2.50)
0

Existd o |x|-solutie tare (si o solutie slabd), si este datd explicit de (U;Y;,B;,.%;) unde Y;

este solutia traiectorial unicd a ecuatiei
t A~
Y,:/ o (Y)|dB; +L7 (Y), 120, (1.2.51)
0

si U; este o alegere de semn i.i.d. pentru Y, (in sensul Definitiei [[.2.17) ce ia valori £1 cu
probabilitdti egale.
Mai mult, orice solutie slabd a ecuatiei admite reprezentarea X; = U,Y;, unde U,

si Y; sunt ca mai sus.

Demonstratie. Daca (X;,B;,.%;) este o solutie slabd a ecuatiei (1.2.50), aplicAnd formula It6-
Tanaka obtinem

t
|x,|:/O sen (X,) o (X;)dBs +LY(X),  t>0,

care, in ipotezele suplimentare asupra functiei o, este echivalenta cu
t N
%I = [ lo(XDIaB+LI(X]), 120, (12.52)
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unde L (|X|) reprezinti timpul local semimartingal simetric a lui |X| in origine (si observim
ca deoarece X; verifica @), X; este 0 martingald locald continud, si din Consecinta VI.1.9
din [ReY094] obtinem L9(X) = LY(—X), si deci L(|X|) = LO(X)).

Ecuatia diferentiald anterioari verificd ipotezele Teoremei 4.1 din [BaCh03]] (cu a = |o|),
si aplicand aceastd teoremad rezultd cd ecuatia (1.2.52)) admite o solutie tare ¥; care este unicd
traiectorial. Aceasta arati ci procesul |X;| = Y; este adaptat filtratiei .# 2 a miscirii Browniene
B; si este unic traiectorial, si deci are loc |x|-unicitatea tare pentru ecuatia .

Daci ¥; este unica solutia tare a ecuatiei (I.2.5T)) (sd observdm ci aceastd ecuatie coincide
cu ecuatia (I.2.52)) de mai sus) si U; este o alegere de semn i.i.d. pentry ¥; (in sensul Definitiei
ce ia valori +1 cu probabilititi egale, vom ariita ca (U;Y;, B;,.%;) este o |x|-solutie tare
(si o solutie slabd) a ecuatiei (1.2.50).

Sa observiam mai intai cd deoarece |X;| = |U;Y;| =Y, si ¥; sunt procese adaptate in raport
cu filtratia generatd de B;, este suficient sd aratim ca X; = U;Y; este o solutie slabd a ecuatiei
(T.2.50). Pentru aceasta, observam ci din Definitia a alegerii de semn i.i.d. U, avem
sgn(X;) = U; (cand ¥; = 0 avem U, = 1, care coincide cu cu sgn(X;) = sgn(0) = 1). Folosind
ipotezele suplimentare asupra functiei o si faptul ca ¥ > 0 (Y este o schimbare de timp a unei

migcéri Browniene reflectate pe [0, o)), obtinem
o (Xi) =Ulo (X)) Iz (X;) +0(0) 110y (X1), t>0.

Cum |o| este mérginitd de constante pozitive, procesul Y (si X) petrec o misura Lebesgue

de timp nuld in origine, si deci obtinem aproape sigur

t t
/0 o (X,)dB, = /0 U, |6 (%) 1g- (X,) dBs,
oricare ar fi # > 0. Folosind faptul ci ¥; este o solutie a ecuatiei (I.2.5T]), obtinem
t t
/0 6 (X,)dB, — /0 Us |6 (V)| 1 (X,) dBs

t t A

— /O Uyl (Xs)dYs — /O Uslge (X,)dZ0 ()
t

= [ vl (x)ax.
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unde ultima egalitate rezulta din faptul ca timpul local Z? (Y) alui Y in origine creste numai
cand Y; (si X;) este in origine.
Procedand ca in demonstratia Teoremei (1.2.20| Tn cazul a = —b = 1 (sd observdm ca

04(Us) = 01,-1(Us) = Uy 1n acest caz), obtinem
t
| ox)aB,—ux, =x,
0

incheidnd demonstratia primei afirmatii din concluzia teoremei.

Pentru a demonstra cea de a doua afirmatie, sd observam ci daci (X;, By, %;) este o solutie
slaba a ecuatiei , din prima parte a demonstratiei rezultd cd ¥; = |X;| este unica solutia
tare a ecuatiei (I.2.5T)). Rezulta cd procesul X; poate fi scris sub forma X; = U;Y;, unde U; =
sgn(X;) este un proces ce ia valori £1. Cum U;Y; = X; este un proces continuu, rezultd cd U,
este o alegere de semn pentru Y; in sensul Definitiei

Pentru a arita ca U; este o alegere de semn i.i.d. pentru Y;, ordondm intervalele de ecursie
(1; j)i,j>1 alui Y; (ca in discutia premergitoare Definitiei , si considerdm U; ; ca fiind
restrictia procesului U; la intervalul de excursie /; j (sd observam ca deoarece X; = U,Y;, interva-
lele de excursie ale lui X; si Y; sunt aceleasi, si deci procesul U; este constant in timpul oricarui
astfel de interval). Avem de ardtat ca (U; ;); j>1 este un sir de variabile aleatoare independente si
identic distribuite ce iau valorile £1 cu probabilitdti egale, si cd sunt de asemenea independente
de FY.

Cum X; este o solutie slabd a ecuatiei si |o| este prin ipotezd marginita de cosn-
tante strict pozitive, din teorema Lévyde caracterizare a miscarii Browniene rezultd ca X; este o
schimbare de timp a unei miscari Browniene, adicd X; = XVAI , unde X; este 0 miscare Browniana
s1A; = fé 02(Xy)ds. Si observim de asemenea ci datoritd ipotezei ci o este o functiei impara
pe R*, avem A, = [} 62(|X,|)ds, care arati cd schimbarea de timp A, depinde numai de valoarea
absolutd a lui X;, si nu de semnul lui X;.

Datoritd simetriei migcarii Browniene, —X si X, au aceeasl distributie, si cum schimbarea
de timp A; nu depinde de semnul lui X;, distributia lui X; este aceeasi cu distributia lui —X;.
Alternativ, aceasta se poate observa din faptul cd solutia ecuatiei (1.2.50)) este unicd in sensul

distributiei (Teorem 5.5.7 din [KaSh91]), si deoarece X; si —X; sunt simultan solutii ale ecuatiei
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(L.2.50).

Deoarece X; este o schimbare de timp a unei miscari Browniene, se poate ardta cd proce-
sul excursiilor (X );~¢ este un (%7, )-proces punctual Poisson (demonstraia este similari celei
pentru miscarea Browniana, a se vedea [ReY094], pag. 448 — 457). Daca n este masura It6 a
excursiilor lui X;, faptul cd X; si —X; au aceeasi distributie implica faptul ca excursiile pozitive si
excursiile negative ale X; sunt distribuite la fel de citre n, si in particular n (R > x) =n_(R > x),
pentru orice x > 0, unde n4 si n_ reprezintd restrictia lui » la mulfimea excursiilor pozitive, res-
pectiv la multimea excursiilor negative ale lui X;.

Putem acum proceda ca demonstratia Teoremei[I.2.20|in cazul particular a = —b =1 (pag.
. Considerdm Q(x) = Ny (x) —Na(x), unde N;(x) = Ng*{w)m%g si V2 (x) = Ngiz’wm%‘; r

prezinta numadrul excursiilor pozitive, respectiv numdrul excursiilor negative ale lui X; incepute

tnainte de timpul 1, cu lungimi mai mari decit x~2. O demonstratie similari aratd ci N (x) si
N> (x) sunt procese Poisson independente cu aceeasi intensitate A = ny (R > x"2) =n_(R >
x72), si deci Q(x) este un proces Poisson compus cu salturi egale cu #-1. De asemenea, daci
N(x) = Ni(x) 4 N> (x) reprezintd numirul total de salturi al procesului (Q(y))o<y<x $i U,,Us, ...
sunt salturile succesive ale lui Q, atunci

N(x)
O(x) = Uj, x>0, (1.2.53)

—

~.
Il
—_

unde N(x) este un proces Poisson cu intensitate 24 si (ﬁ j)jzl este un sir de variabile aleatoare
independente si identic distribuite ce iau valori £1 cu probabilitifi %

Reamintim cd am definit U; ; ca fiind semnul lui X; in timpul celei a j* cea mai lungd ex-
cursie a lui ¥; inceputd Tnainte de timpul 1. Cum X; = U,Y;, intervalele de excursie ale lui X; si V;
sunt aceleagi. Comparand cu reprezentarea anterioarad, si folosind faptul ci N(eo) = N, é?’oo) = oo,
obtinem ca U ; = U ; oricare ar fi j > 1, si deci (U ;) j>1 este un sir de variabile aleatoare in-
dependente si identic distribuite ce iau valorile -1 cu probabilititi egale. Demonstratia faptului
cd intregul sir (U; j); j>1 are aceeasi proprietate fiind similara demonstratiei din Teorem
0 omitem.

Pentru a incheia demonstratia, ramane de ardtat cd sirul (U; ;); j>1 este de asemenea inde-

pendent de filtratia .#7 generati de Y.
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Sa observdm mai intéi cd deoarece X si —X au aceeasi distributie si |X;| = Y;, avem
P(Xl‘ > O7Yl‘1 EBI?"'7YI” EB}’l) :P(Xt < 07Y1f1 eBlu"'thn 63}1)7

oricare ar fiz > 0,0 <1t <... <ty sioricare ar fi multimile Borel By,...,B, € Z(R),n > 1,
relatie ce demonstreazi independenta lui U; = sgn(X;) de filtratia .Y alui Y.

In continuare, pentru indici i, j > 1 arbitrar fixati, putem reprezenta variabila aleatoare Ui
ca 1n relatia . Folosind faptul cd E(U;) = 0, si procedand ca in demonstratia Teoremei
obtinem E (U,-7 j ‘Ff Y ) = 0. Rezultd ci variabila aleatoare U; ; este independentd de .7 Y
si deci U; este o alegere de semn i.i.d. pentru ¥; In sensul Definitiei incheiand astfel

demosntratia. [

Incheiem aceastd sectiune cu céteva observatii privind posibilitatea extinderii teoremei
anterioare prin renuntarea la cele doua ipoteze suplimentare asupra functiei de difuzie: o este o
functie impard pe R* si xo (x) > 0 oricare ar fi x € R.

Daci functia o verificd conditia (I.1.10) din teorema lui Le Gall (I.1.9), atunci © are o
mulfime cel mult numdrabild de discontinuitdti. Dacd aceastd multime nu are un punct limita,
atunci folosind argumente bazate pe timpi de oprire pentru a reduce problema la cazul cand
o are o singurd discontinuitate, care, fard a restringe generalitatea poate fi presupusa ca fiind
originea. Sau o are acelasi semn de ambele parti ale originii (si Tn acest caz rezultatul lui Le
Gall se poate aplica), sau ¢ are semne diferite la stinga si la dreapta originii. Aceasta arata ca
ipoteza xo (x) > 0 pentru x € R nu este esentiala.

Conditia ca o si fie o functie impari pe R* (dacd o (0) = 0 atunci solutia ecuatiei
nu este nici macar unicd in distributie, de aceea nu am mai considerat acest caz) nu pare sa fie
o ipoteza esentiala pentru validitatea rezultatului din Teorema[I.2.22] dar este un element cheie
al demonstratiei. Ar putea fi posibil sd renuntdm si la aceasta ipotezd, folosind urmdtoarea idee.

Dacid X; este o solutie slabi a ecuatiei (1.2.50), atunci |X;| este o solutie a ecuatiei
t
| X ] :/ 0 (X,)|dBs+ L) (Y), >0, (1.2.54)
0

Este usor de observat ci admite o solutie nenegativd X, > 0 (adici ‘th | = X! oricare ar

fi t > 0) si o solutie nepozitivad th. Solutia “genericd” a ecuatiei (1.2.54])) (si1 deci si a ecuatiei
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(1.2.50)) poate fi construiti alegdnd cu anumite probabilititi intre excursiile lui X! si X2, si
“lipindu-le” impreund.
Astfel construitd, o solutie a ecuatiei (1.2.54) ar trebui sd fie o solutie tare a ecuatiei

diferentiale stochastice

t
Um:/o 6 (Y,)|dB, +LO(Y),

unde U; este o anumitd alegere de semn pentru Y;, si U;Y; > 0 oricare ar fi t > 0. Cu toate
acestea, nu am reusit pana in prezent sd implementdm aceste idei pentru a obtine un rezultat
similar celui din Teorema [1.2.22] dar fird ipotezele suplimentare asupra functiei de difuzie din

aceastd teorema, aceastd problema ramanand in continuare deschisa.

68



Te -

< O

UL, ELROPLANA MRS TERLL MUNGIL FAMEIE §I FOMDUL SOCIAL EURDPTAN NS TR T S TR TURALL HPOSDEY STITUTLE MATIONAL 0
EGALITATE DE SANSE POE DL 20072013 CERCETARI ECONOMICE
PR HOT-F013 "COSTIN C. KIRITESOU

Capitolul 2

APLICATII

2.1 Un model probabilist pentru circulatia banilor

2.1.1 Modelul

Circulatia banilor este esentiald Intr-o economie viabild. Eventualele blocaje ce pot apare in
circulatia banilor pot duce la falimentarea unor firme, la imposibilitatea de plata (si ca urmare
la executarea silitd), fapte ce nu sunt de dorit si care ar trebui evitate. Pentru a putea intelege
mai bine factorii care intervin n circulatia banilor, precum si modul in care acestia afecteaza
circulatia banilor, este deosebit de importantd elaborarea de modele matematice pentru circu-
latia banilor, care sd dea informatii precise despre comportamentul acestui proces complicat al
circulatiei banilor.

Pentru a elabora un model matematic, vom simplifica problema concentrandu-ne atentia
asupra circulatia unei unitdti singure unitdti monetare, a unui “cent” (unitate monetard egala in
valoare cu 1/100 din moneda de referintd). Odati inteles modelul matematic pentru circulatia
unui cent, putem infelege circulatia unei sume mai mari de bani, considerand cd aceastd suma
este constituitd din numdrul corespunzdtor n de centi, si urmarind n copii (independente) ale
modelul matematic pentru un singur cent.

Recent, 1n lucrarea [Pal3al] autorul a obtinut un model probabilist pentru circulatia bani-

lor, pe care il prezentdm 1n continuare.
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Mai multi autori au considerat implicatiile convingerilor morale personale (asa numitele
“golden rules” — a se vedea spre exemplu [Be09], [BeQ7], [Be93] si referintele din aceste ar-
ticole) in interactiunile dintre membrii unei societdfii. Inspirat de aceste lucrdri, am elaborat
un model probabilist pentru circulatia banilor (adicd pentru traiectoria descrisd de o moneda,
un cent spre exemplu) ntr-o societate In care indivizii folosesc una din regulile: “ddruieste
vecinului tdu” (generosi) sau “pdstreazd pentru tine” (ne-generosi). Presupunem de asemenea
cd deciziile indivizilor sunt independente una de cealalta, au loc cu aceeasi probabilitate, si ca
sunt de asemenea independente de deciziile anterioare. Acest model este de asemenea adecvat
pentru o Economie in care firmele adoptd, la fiecare moment de timp, una din doud strategii
posibile: sa plateasca sau sd pdstreze banii acumulati.

Pentru a da o formulare precisd a modelului, considerdm o populatie ce ocupa pozitiile
intregi de pe axa numerelor reale, si presupunem ca un cent se afld initial Tn posesia persoanei
aflatd 1n origine. Presupunem ca atunci cand se afld Tn posesia monedei, membrii populatiei
decid sa o pastreze sau sa o cheltuiascd, mai precis s o dea unuia din cei doi vecini adiacenti.
Presupunem de asemenea ca tranzitiile monedei au loc in timp discret, si construim modelul
bazat pe urmdtoarele ipoteze.

Indivizii decid sd pastreze sau sd dea monedd cu aceeasi probabilitate (constantd in timp),
decizia fiind independentd de deciziile anterioare, precum si de deciziile restului populatiei.
Dacd un individ decide sd dea moneda, el o dd unuia din cei doi vecinii ai sdi, cu probabilitdti
egale.

Din punct de vedere matematic, In aceste ipoteze, drumul aleator S, reprezentand pozitia
monedei la momentul n € N poate fi descrisd dupd cum urmeaza.

Pe un spatiu de probabilitate (Q,.#, P) fixat, considerdim urmitoarele siruri de variabile

aleatoare independente si identic distribuite, independente de asemenea unele de altele:

i) (Y;);cy - variabile aleatoare ce iau valori +1 cu probabilititi egale (¥; reprezinta incre-
mentul pozitiei monedei la momentul de timp i, dacd individul ce are moneda la acest

moment de timp este de acord sd o dea unuia din vecinii sai)

i) (Ul-, j)i €Z.jeN - variabile aleatoare Bernoulli ce iau valoarea 1 cu probabilitate p € (0, 1)
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(U;j = 1 dacd individul i are moneda la momentul de timp j si este de acord sd dea

moneda unuia din vecinii sdi, $i U; j = 0 in rest)

Considerand cd moneda se afld initial In origine pozifia monedei in acest model este data

de drumul aleator (S,),,cy, unde

0, n=20
Sn = , (2.1.1)
Xi+...+X,, n>1
si
Y, 1s daca US,,, =1
Xpp1 =Us Y1 =4 " ., neN. (2.1.2)
0, in rest

Consideram de asemenea filtratia % =(.%,),cy, unde %o = o (Uip:i € Z) si F, =
6 (Uij,Yx:i€Z,j<n,k<n),n> 1 reprezinti c-algebra evenimentelor cunoscute la timpul
n e N*.

Sa observam ca 1n acest model considerdm ca decizia unui individ de a da (sau a nu da)
moneda vecinului sdu adiacent este luatd la momentul de timp “ n+ 1/2”, adica este cunoscuti
la momentul discret de timp n+ 1 dar nu este cunoscutd la momentul de timp n. De asemenea,
sd observdm cd in conformitate cu definitia datd, variabilele aleatoare U; ,_1 si Y, sunt .%,-
mdsurabile, iar U; ,, si Y¥,11 sunt independente de .%,, pentru orice i € Z sin € N.

Consideram de asemenea procesul V,, definit de

n n—1
V= Zl 1{5.,'%5],1} = ZZ)US_,',]'? n= 17 (213)
J= J=

ce reprezintd numadrul de tranzitii distincte ale drumului aleator corespunzator monedei pana la

momentul de timp 7.

2.1.2 Proprietati ale modelului

Cu aceasta pregatire putem acum enunta o prima proprietate a modelului studiat, dupd cum

urmeaza.

Lema 2.1.1 ([Pal3al). Are loc convergenta aproape sigurd lim,,_,., V,, = oo.
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Demonstratie. Cum (Ui7 j) este un sir de variabile aleatoare Bernoulli independente, obti-

i,jeEN
nem

P(USj,jzl) = ZP ii=1,8=i)

i€Z

= Y PU,;=1)P(S;=i)
i€Z

= pY P(Sj=i)
i€z

= p,

pentru orice j € N, deoarece variabilele aleatoare U; ; si S; sunt independente (variabila alea-
toare S; este .% j-masurabild, iar U; ; este independentd de .%)).
Cum din ipoteza p > 0, obtinem

ZP(US 1—1)

j=0
si concluzia lemei rezultd din lemma Borel-Cantelli dacd ardtdm cad A; = {U ;= 1} JEN,
formeaza un sir de evenimente independente.
Aceasta rezultd folosind independenta sirului de variabile aleatoare U; j, dupd cum ur-
meaza. Pentru orice 0 <i < j avem

P(USi’iZI’USjvjzl) = ZP US,, =1 Uk]—l S —k)
k,Z

= k%P Us,i=18;=k)P(Ug;=1),
S

deoarece Us, ; si S; sunt variabile aleatoare .7 ;-mdsurabile (reamintim cid Uy ; este o variabild
aleatoare .%;-mdsurabild, si conform ipotezei i +1 < j), si Uy ; este o variabild aleatoare

independentd de .%;. Obtinem

P(Usi=1Us,j=1) = Y P(Us,;i=1S8;=k)P(Ur;=1)
keZ
= pZP(USi,i:LSj:k)
keZ
- pP(US,',iZI)

= P(Usi=1)P(Us, =1).
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ce demonstreaza cd evenimentele A; = {US,.J = 1}, i=1,2,..., sunt independente doud cate
doud. Folosind un argument similar si inductia matematicd, se poate demonstra ca evenimentele

(A;) ;e formeazd un sir de evenimente independente, incheiand demonstratia. [

Lema anterioara aratd ca 1n afara unei multimi de probabilitate zero putem defini inversul

la dreapta o, al procesului V,, prin
0, =min{m >0:V,, > n}, n e N. (2.1.4)

Reamintim (a se vedea spre exemplu [No98]) ca un lant Markov se numeste ireductibil
dacd incepand dintr-un punct arbitrar al spatiului stirilor poate ajunge in orice alt punct al
spatiului stdrilor cu probabilitate pozitiva, si se numeste recurent dacd se reintoarce aproape
sigur la punctul initial de plecare (pentru orice alegere a acestuia in spatiul stérilor).

Cateva din proprietdtile drumului aleator S, sunt continute in urmatoarea.
Propozitia 2.1.2. Drumul aleator (Sy),c este 0 (F),cn-martingald recurentd si ireductibild.

Demonstratie. Din definitia proceselor S, si o, obtinem
San == San+1_] % San+1

si
1
P(SarH—l _San = il) = 57

pentru orice n € N, si deci procesul (S, ),y €ste un drum aleator simetric simplu pe Z.
Conform unei teoreme a lui Pélya, drumul aleator simetric simplu pe Z este recurent (a
se vedea spre exemplu [Bi95], pag. 117 — 118). Folosind acest rezultat si Lemma [2.1.] (care
aratd ca procesul V,, creste aproape sigur catre infinit, si deci si inversul sdu ¢, are aceastd
proprietate), rezultd ca drumul aleator (S,), .y este de asemenea recurent.
Cum S, este recurent, pentru a demonstra cd este si ireductibil, este suficient sad ardtam ca

incepand din origine, S, atinge orice punct k € Z* cu probabilitate pozitiva.
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Aceasta rezultd insd usor folosind urmdtoarea inegalitate:

P(En>1:S,=k > P(Si=1,....5 =k
= P(Uo=Uii=...=Uripm1=1Y1=...=Y=1)
K
- (3)
> 0

oricare ar fi k € N*. Demonstratia in cazul k£ < 0 fiind similara, o omitem.

Pentru a demonstra cd S, este o (%), .y-martingald, considerdm c-algebra
Fn=0(Uij,Yj i €Z,j<n)=0(FU{Uy,:icN}) D%,

generata de .%, si de variabilele aleatoare (Uiﬁ)ieZ’ si observam ca §,, este o variabild aleatoare
Fp-misurabild, Us, , este .#,-midsurabild, si Y, este independentd de .%,,.

Folosind proprietatile asteptdrii conditionate, obtinem

E(Sni1| Fn) = Sp+E(Xps1]|Fn)
= S, +E(E(Us,atn| 7)| 72)
= S +E<Us n ( n+1|§> %1)
= Sp+E (Us, nE (Yos1)| F)
= S,+E( n+1)E(US,,7n|<%;)
= Su+0-E (Us,n| Fn)
= S,
incheiand astfel demonstratia. 0

Rezultatele principale ale acestei sectiuni sunt continute Tn urmédtoarea teoremd, ce contine

trei legi limita pentru drumul aleator S, ce descrie traiectoria monedei in modelul construit.

Teorema 2.1.3. Drumul aleator (Sy),c definit de - verificd urmdtoarele.
(SLLN) Are loc convergenta aproape sigurd

Jim 2 — 0. 2.1.5)

n—e n
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(CLT) Are loc de asemenea convergenta in distributie

Sn 24 (2.1.6)

3

unde Z este o variabild aleatoare normald standard.

(FCLT) Mai mult, dacd (&, (t))y<,<; este procesul continuu

1 k k+1
)= — (S + X t—k — <t <
En (1) Vm—[;( i+ Xiy1 (n ), L Sts—

obtinut prin interpolare liniard intre puncte consecutive din sirul de puncte (

(k=0,1,....,n—1),

k Sk)
P Jo<k<n’

atunci toate distributiile finit dimensionale ale procesului &, (t) converg slab pentru n — o cdtre

distributiile finit dimensionale corespunzdtoare ale unei miscdri Browniene standard (By) g, <,

cu By =0.

Demonstratie. Din demonstratia propoziiei anterioare rezultd ci (Sg, ), €ste un drum aleator
simetric simplu pe Z. Conform SLLN (a se vedea spre exemplu [B195, Theorem 6.1]) are loc
convergenta aproape sigura

. Sq
lim —
n—oe n

=0. (2.1.7)

Conform Lemei[2.1.1]V,, este un proces ce creste aproape sigur citre oo, si deci convergenta

anterioara are loc in particular pentru subsirul de indici V,,, adica aproape sigur are loc

S
lim =2 — ),
n—ee V,

Sa observam ca in relatia anterioard este posibil ca V,, = 0 pentru anumiti indici n =

S(Xvn

Vi

1,2,..., sideci termenii corespunzdtori ai sirului nu sunt definiti pentru aceste valori ale lui

. 2 9
n. Conform Lemei [2.1.1]insd, V,, creste aproape sigur citre infinit, si deci numai un numar finit

S aVn
Va

de termeni ai sirului nu sunt (eventual) bine definiti; pentru acestia putem defini S{'% =0
daca 'V, = 0, fara a afecta comportamentului limitei sirului.

Din definitia procesului nedescrescdtor V,, si a inversului sdu o, rezulta cd dacd oy, = m
pentru un anumit indice m = m (@) € N, atunci V,, = ... =V, si deci S, = ... = S;,; aceasta

aratd cd S¢,, = Sm = Sy, $1 combinand cu relatia anterioard obtinem convergenta aproape sigurd

S
lim — =0. (2.1.8)

n—e V,
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In demonstratia Lemei am aritat ci evenimentele ({Us,; = 1}), sunt indepen-

dente. O demonstratie similard aratd cd si evenimentele ({Us,; =a;}),  sunt independente

ieN

pentru orice alegere a lui a; € {0,1}, i € N, si deci (USi,i) formeaza un sir de variabile alea-

ieN

toare independente. Cum (Usi’,‘) sunt de asemenea si identic distribuite (variabile aleatoare

ieN
Bernoulli cu medie E (U 5070) = p), folosind din nou SLLN obtinem convergenta aproape sigurd

n—1

v LU
lim - = lim ==02% — Fyg o = p. (2.1.9)
n—oo N n—soo n
Folosind relatiile (2.1.8)) and (2.1.9) obtinem
S S v,
lim = = lim —-lim —==0-p=0

n—oo n n—eo V, n—eo p
cu probabilitate 1, Tncheidnd prima parte a demonstratiei.
Propozi;iaaratﬁ cd Sy, este 0 .%,-martingald, si deci {S,;, Fpni, 1 <i<ky,n>1}este
0 matrice martingald (“martingale array” in Englezd), unde k, = n, s, = \/W , Fni = F;
si Sp; = s, 1S, (pentru notatia si terminologia clasici a se vedea spre exemplu [HaHe80, Ch. 3]).

Obtinem

n n—1
52 =Var(S,) =E (ZX,?) —E ( Ué_]’ilY,Z) —E (Z USN) = np,
i=1 1 i=0

si deci incrementii martingali corespunzdtori sunt X,,; = S,; —Sp ;-1 =35, X, = anXi, 1<i<ky,

T

n

1

n>1.
Pentru a demonstra a doua concluzie a teoremei, vom aplica varianta Martingald a Teore-
mei limitd Centrale (MCLT) matricei martingale S,; (Teorema 3.2).

Pentru € > 0 arbitrar fixat avem

P(max |Xm~|>8> = P

1<i<k,
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oricare ar fin > 1#’ de unde obtinem convergenta in probabilitate

max [ X,i| 2 0. (2.1.10)
1<i<ky

Din prima parte a demonstratiei rezultd cd lim,,—c ,11 ?;01 Us, ; = p aproape sigur, si deci

obtinem
lim kznxz.: lim ifUz Y7 = lim inZlU et =1
nﬁwi:l ni n—veo 1 - Si_1,i—141i n—eo np P Si—1,i—1
aproape sigur, si in particular
kn
Y x2 5o (2.1.11)
i=1

De asemenea, pentru orice n > 1 avem

1 1 1
E ( max X,i) =—F ( max Ubg, 1,-_1Y,~2) =—FE < max Uy, , il) < —,
1<i<k, np 1<i<k, ~70 np 1<i<k, ’ np
ceea ce arata ca

E ( max X,%l) este marginitd in n. (2.1.12)

1<i<k,

Relatiile (2.1.10) — (2.1.12)) arati ci ipotezele MCLT sunt verificate (a se vedea spre exem-

plu [HaHe80, Theorem 3.2]), si deci obtinem

unde Z este o variabild aleatoare normald standard .4 (0, 1), incheidnd demonstratia celei de a

doua concluzii a teoremei.

Pentru a incheia demonstratia, vom folosi o variantd Martingald a Teoremei Limitd Cen-

trale Functionale (MFCLT). Conform Propozitiei 2.1.2] S, este o .%,-martingali cu Sy = 0, si
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pentru orice n > 1 avem

[\

O, = F (X,%‘ ynfl)
= E (US,,_l,n—l|gn—l)

= Y E(Ukn1lgs, =1y Fu1)
keZ

= Z 1{Sn,1:k}E (Uk,nfl ‘ ynfl)
keZ

= Y s, =0 E (Ukn1)
keZ

= Y s =1
keZ

= p.

Rezultd cd Y | 67 = np sisi = E (¥, 67) = np, de unde obfinem

n G2
e S P 2.1.13)
E (Zizl 0; )
Sa observam de asemenea ca
L E (X?1 ) = izn" U2 . YA
s% ~ i HIXi|>esn} np = Si1,i—14i {Us,.,l,iflze\/@}
1 n
— P E ) - 1
np; <US,_1,z 1 {Usil,i_lzsﬁ}>
=0

oricare ar fi n > % (deoarece U; j € {0,1} oricare ar fii € Z,j € N).
In particular obtinem ci, conditia Lindeberg este verificatd pentru S, adici are loc con-

vergenta in probabilitate

N

1

2
S i=1

P
E (X7 1{x)5¢5,)) — O (2.1.14)

Ultima concluzie din teoremd rezultza acum din MFCLT (a se vedea spre exemplu
Theorem 2], sau Teorema[I.1.17) folosind (I.2.54) — (2.1.14), incheidnd demonstratia teoremei.
L]
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2.1.3 Concluzii

Pe langd importanta de sine stdtdtoare (legi limitd ale un drumuri aleatoare in medii aleatoare),
rezultatele obtinute Tn sectiunea anterioard au de asemenea importantd Economicd practica.
Spre exemplu, faptul cd, conform Propozitiei [2.1.2] drumul aleator corespunzitor traiectoriei
monedei este recurent aratd cd daca un individ este in posesia monedei la un anumit moment
de timp, atunci cu sigurantd el va primi din nou moneda 1n viitor (de o infinitate de ori). Din
punct de vedere Economic acesta este un deziderat, pentru cd aratd o bunad circulatie a banilor
in interiorul societatii.

Faptul cd drumul aleator ale monedei este ireductibil aratd cd modelul considerat este
corect (nepdrtinitor), in sensul ca fiecare individ al societdtii va fi in posesia monedei la un
anumit moment de timp. De asemenea, faptul cd drumul aleator este o martingald aratd din
nou cd modelul considerat este corect (nu existd o tendintd particulara a monedei de a favoriza
0 anumita regiune a societdtii). De asemenea, rezultatele de convergentd din Teorema [2.1.3]
pot fi folosite pentru scopuri practice, pentru a calcula diverse probabilitdti legate de drumul
aleator descris de monedd. Ideea principald este aici cd prin scalarea corespunzitoare (timpul
cu un factor de %, spatiul cu un factor de ﬁ)’ pentru valori mari ale lui n, probabilititile legate
de drumul aleator S,, pot fi aproximate prin probabilitdtile corespunzitoare ale unei miscari

Browniene 1-dimensionale standard.

2.2 Extensii ale modelului

2.2.1 Modelul extins

In constructia modelului din sectiunea anterioari am presupus ci deciziile membrilor populatiei
de a pastra/da moneda unuia din vecinii adiacenti sunt modelate de variabile aleatoare Bernoulli
cu acelagi parametru p € (0,1), adicd am presupus ca populatia este omogena din punctul de
vedere al luirii deciziilor. In practicd, populatia este insi in general neomogend, si deci este
de interes sa studiem cazul in care deciziile membrilor populatiei sunt modelate de variabile

aleatoare Bernoulli, dar nu neapdrat cu acelasi parametru pentru tofi indivizii, conducand astfel
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la urmatorul model extins, studiat de autor in [Pal?2].

Membrii populatiei decid sd pdstreze sau sd dea monedd cu o anumitd probabilitate (nu
neapdrat aceeasi pentru toti membrii, dar constantd in timp), decizia fiind independentd de
deciziile anterioare, precum si de deciziile restului populatiei. Dacd un individ decide sd dea
moneda, el o dd unuia din cei doi vecinii ai sdi, cu probabilitdti egale.

Drumul aleator reprezentand pozitia monedei poate fi descris dupd cum urmeaza. Pe un
spatiu de probabilitate (Q,.%, P) fixat, considerdm sirurile de variabile aleatoare independente

si identic distribuite, independente de asemenea unele de altele:

i) (Y;);cy - variabile aleatoare ce iau valori £1 cu probabilitati egale (Y; reprezinta incre-
mentul pozitiei monedei la momentul de timp i, dacd individul ce are moneda la acest

moment de timp este de acord sd o dea unuia din vecinii sdi)

ii) (Ui, f)i €Z.jeN " variabile aleatoare Bernoulli ce iau valoarea 1 cu probabilitate p; € (0, 1)
(U;,j = 1 dacd individul i are moneda la momentul de timp j si este de acord sd dea

moneda unuia din vecinii sdi, si U; ; = 0 In rest).

In ipotezele modelul extins prezentat, pozitia monedei la momentul de timp n € N este
datd de drumul aleator S, (p), unde p = (..., p_1,po,pP1,---), 1ar p; reprezintd probabilitatea
(constantd 1n timp) ca dacd individul aflat in pozitia i € Z este In posesia monedei, el este
de acord sd o dea unuia din vecinii adiacenti. Pentru a simplifica notatia, in aceastd sectiune
vom renunta la a indica explicit dependenta de p a drumului aleator corespunzator traiectoriei
monedei, si vom scrie S, in loc de S, (p).

Considerand cd moneda se afld initial In origine, pozitia monedei in acest model extins

este datd de drumul aleator (S,,), . unde
0, n=0
S, = : 2.2.1)
Xi+...+X,, n>1
si
Yn+1, daca US,,,n =1
XI’H—I = USn’nY,H_l = y neN. (222)
0, in rest
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Considerdm filtraia % = (%,),,cy. unde o ={2,Q} si F, =0 (Ui j, Yy i € Z,j < n,k <n),
n > 1 reprezintd o-algebra evenimentelor cunoscute la timpul n € N*. Ca si in cazul sectiunii
anterioare, observam cd in conformitate cu definifia datd, variabilele aleatoare U; ;1 $1 ¥, sunt
Fn-masurabile, iar U; , i Y, sunt independente de .%,, pentru orice i € Z sin € N.

Ca si 1n sectiunea anterioard, introducem procesul

n n—1
= z:1 I{S.i%sj—l} - ;)Us-i7j’ n=1, (2.2.3)
J= J=

reprezintdnd numadrul de tranzitii distincte ale drumului aleator corespunzator monedei pana la
momentul de timp n.

O prima problema ce apare in cadrul acestui model extins este ca fara ipoteze supli-
mentare asupra parametrilor variabilelor aleatoare Bernoulli respective, este posibil ca drumul
aleator corespunzdtor traiectoriei monedei sa nu fie ireductibil/recurent. Spre exemplu, daca
pi = 0 pentru un anumit i € Z, atunci drumul aleator S,, corespunzétor traiectoriei monedei este
oprit la momentul de timp 7 = inf{n € N : §,}, si studiul comportamentului limitd al drumului
aleator S, este trivial. Din punct de vedere economic, aceasta aratd ca Tn acest model banii sunt
acumulati de anumiti membrii ai populatiei si rdman 1n posesia acestora pentru totdeauna, fapt
ce nu este evident de dorit.

Este insa posibil ca, chiar daca p; # 0 pentru orice i € Z, drumul aleator S, sd nu ramana
ireductibil si/sau recurent. Spre exemplu daca inf;c7 p; = 0, atunci drumul aleator S, este in-
cetinit foarte mult (membrii populatiei tind sd pastreze moneda o perioada foarte mare de timp
inainte de a o da unuia din vecinii adiacenti), fapt ce poate conduce la pierderea proprietdtilor
de ireductibilitate si/sau recurentd.

Asa cum vom vedea in sectiunea urmdtoare, o conditie suficientd care asigura ca drumul
aleator S, corespunzator traiectoriei monedei in modelul extins este ireductibil si recurent este

cap;>0oricare arfii € Z.

2.2.2 Proprietati ale modelului extins

In aceastd sectiune vom ardta cd in ipoteza suplimentard p; = p > 0, drumul aleator §,, cores-

punzdtor modelului extins are aceleasi proprietdti ca drumul aleator din modelul prezentat in
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Sectiunea [2.1] Ipoteza infjcz p; = p > 0 este necesard pentru a arita cd drumul aleator S, este
ireductibil si recurent.

Un prim rezultat este urmatorul.

Lema 2.2.1 ([Pal2])). Dacd p; > 0 oricare ar fi i € Z, atunci are loc convergenta aproape sigurd

llmn_>°o Vn = 0o,

Demonstratie. Din definitia procesului V,, se observa usor cd acesta este un proces nedescres-

cdtor, si deci exista limita lim,,_,.. V;;. Avem de asemenea

{limv,<eo} < J{V=Vjri=")

n—yoo
JjEN*

- U {O:Usj7j:USj+1,j+l:...}
JjEN*

= Y {0=Us,;=Us, js1="..}
JjEN*

J
C U U{O:Ui7j:Ui7j+1:...},

JENti=—j

deoarece Uy, j = 0 implicd S; | = Sj, §i S; € {—,..., j} oricare ar fi j € N*.

Conform ipotezei, pentru orice i € Z fixat (U,; j) este un sir de variabile aleatoare

jeN
Bernoulli independente cu P (Ui, i= 1) =1-P (U,-7 = 0) = p; > 0, de unde obtinem

PO=Uj=Ujp1=...) = lmP0=Ui;=Upjp1=...=Unj1)
— 1 _ A\
= r}gl(}o(l i)
— 0,

datoritd ipotezei p; > 0 oricare ar fi i € Z.

Obtinem
. J
P(limV,<e) < ¥ Y P0=Uyj=Upjs1=...) =0,
JeEN*i=—j
sau echivalent P (lim,_,o V,, = o0) = 1, incheiénd astfel demonstratia. O
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Lema anterioara aratd ca 1n afara unei multimi de probabilitate zero putem defini inversul

la dreapta o, al procesului V,, prin
0, =min{m >0:V,, > n}, ne N. (2.2.4)

Cu aceastd pregdtire putem arata cd si in cadrul modelului extins drumul aleator S, este o

martingald. Similar Propozitiei [2.1.2] are loc urmitoarea.

Propozitia 2.2.2 ([Pal2]])). Dacd p; > 0 oricare ar fi i € Z, atunci drumul aleator (Sn)neN este

0 (Fn) pen-martingald recurentd §i ireductibild.

Demonstratie. Demonstratia faptului ca §,, este drum aleator ireductibil este aceeasi cu cea din
Propozitia[2.1.2] folosind Lema[2.2.1]in locul Lemei [2.1.1]

Cum S, este un drum aleator recurent, pentru a demonstra ca este si ireductibil este su-
ficient sa aratam ca pornind din origine, S, va atinge lua orice valoare k € Z* cu probabilitate
pozitivd. Aceasta rezultd insd din independenta variabilelor aleatoare U; ; i Yy, si din ipoteza

pi > 0 oricare ar fi i € Z, dupd cum urmeaza:

P(HnZl:Sn:k) > P(Slzl,...,Sk:k)

= P(Uo=Uii=...=U11=1Y1=...=Y=1)
I k-1

= gI_L-:o pi

> 0,

oricare ar fi k € N*. Demonstratia fiind similara in cazul k < 0, o omitem.
Demonstratia faptului ca (S,),cy este 0 (#,),n-martingald fiind identicd cu cea din

Propozitia[2.1.2] o omitem. O

Ca si 1n cazul modelului din sectiunea anterioard, putem obtine o Lege Tare a Numerelor
Mari pentru drumul aleator S, corespunzitor traiectoriei monedei in cazul modelul extins, in

ipoteza suplimentard inf;cy p; = p > 0. Rezultatul este urmatorul.
Teorema 2.2.3 ([Pal2]],(SLLN)). Dacd inficy p; = p > 0 §i (Sn),,cny este drumul aleator definit
de (2.2.1) — (2.2.2), atunci are loc convergenta aproape sigurd
S,
lim 2% — 0. (2.2.5)

n—eo p
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Demonstratie. Conform Propozitiei 2.2.2 S, este o (F,),y-martingald cu Sy = 0. Cum
ES2;< n < o oricare ar fi n € N, procesul S2 este 0 (%), y-submartingald.
Notéind cu A, = (S), variatia pitratica a lui S,, (unicul proces previzibil si nedescrescétor

cu Ag = 0 pentru care S2 — A, este o martingald), avem
E(S%+1+An+l|gzn) =52 — Ay, neN,

care datorita faptului ca procesul A,, este previzibil (si deci A, | este o variabild aleatoare .%,-

masurabild), se poate scrie echivalent sub forma

An+l_An = E(S%+1—S%’yn)
_ E((Sn+1—sn)2 %)

= E(Xi| 7).

Cum X, 11 = Us, nYn+1, si folosind faptul cd S, € {—n,...,n} este o variabild aleatoare
Fp-masurabild, iar U;, € {0,1} sunt variabilele aleatoare independente de .%,, pentru orice

n € N, din relatia anterioard obtinem

Apsl —A, = USZMY”ZH!%’”)

E (
= E<USn,n|¢6/\n)

= E( Y. Uinlis,=i)

I=—n

= Z’ 1{Sn:l}E (Ul,n)
- Z pil{Sn_l}

Sumand relatiile anterioare pentru n =0, 1,. .., si folosind faptul ca Ay = 0, obtinem

n.Jj
Ant1 = Z Z Pil{sj:i}7 neN. (2.2.6)
J=0i=—j
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Folosind ipoteza inf;cy p; = p > 0, obtinem

Ant1 = ]sz—szll{s 1= Z ,—Z,pl{s’_l} p Z L=t} =P Z I=(n+1)p,
(2.2.7)
care 1n particular aratd ca lim;,_,.. A,, = oo aproape sigur.
Aplicand o variantd martingald a Legii Tari a Numerelor Mari (a se vedea [W191], pag.
123 — 124), obtinem convergenta aproape sigurd
lim — =0. (2.2.8)

n—ee A,

Sa observam cd din relatia (2.2.6) obtinem

n i n n
Apy1 = Z Z pil {s;=i} S Z Z I{szi} = zbl{sjz{—i,...,i}} = Z(')l =n+1,
j= j= =

j=0i=—j Oi=—j
si deci
S| _|SufAn |5n] o N
n Ayl n A,

Combinand cu relatia (2.2.7) obtinem deci convergenta aproape siguri

S
lim = =0,
n—o n

incheiand astfel demonstratia. 0

Observatia 2.2.4. Asa cum se poate observa usor din demonstratie, teorema anterioard rdmadne

valabild dacd inlocuim ipoteza inficy p; = p > 0 cu ipoteza mai generald

lim (n-min{p_,,...,py}) = (2.2.9)

n—yoo

(cazul infieny pi = p > 0 este un caz particular al acestei conditii mai generale, deoarece

limy, e (n-min{p_,,...,pn}) > lim, e (np) = o).

2.2.3 Concluzii

Sa observam cd in cazul alegerii particulare a probabilitdtilor

P= (-~'7P—17P07p17~-~) = ("'7p7p7p7"')7
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drumul aleator S, = S, (p) din modelul extins devine drumul aleator S,, din modelul din Sec-

tiunea [2.1] si in particular din Lema [2.2.1] Propozitia [2.2.2] si Teorema [2.2.3] se regisesc Lema
[2.1.1] Propozitia[2.1.2]si respectiv prima parte a Teoremei [2.1.3]

In cadrul modelului extins, studiul comportamentului drumului aleator §,, este mult mai

dificil deoarece in acest caz variabilele aleatoare (USM) nu mai sunt independente. Spre

neN

exemplu, se poate observa ca

P(Us,0=1Us,1=1) = PUpo=1U11=1Y1=1)+PUpo=1U;1=-1,Y1=1)

1 1

= EPOPI + 51)01?—1
Po

- 5 (p—1+p1)

si

P<U5070 = I)P(Ushl = 1) -
= PUoo=1)(P(Uopo=0,Up1=1)+PUpp=1U11=1Y1=1)+PUo=1U11=-1"=-1))

1 1
= Do ((1 —po) po+ EPOPI + 51?01?—1)

(@) \S]

p
= 7(2—2p0+p—1 +p1),

si deci 1n general P (USO,O =1,Us, 1 = 1) %P (U5070 = 1) P (US171 = 1) , ceea ce arata ci varia-
bilele aleatoare Us, o si Us, 1 nu sunt independente (cu exceptia alegerii particulare a probabi-
litatilor p_y,po si py astfel incat py = £=521). Un caleul similar aratd ci (Us, ), oy este in

general un sir de variabile aleatoare dependente.

De asemenea, in cazul modelului extins variabilele aleatoare (Usmn)n oy U mai sunt nici

N
identic distribuite. Spre exemplu, se poate observa ca

P (Usyo=1) =P(Uyp=1) = po,
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iar

P(USul = 1) =
= P(U()7() :O,U()J = 1)—|—P(U()7() = 1,U171 =1,Y = 1)+P(U()7() = 1,U1’1 =-1,Y = —1)

1 1
= (1=po)po+ 2PoP1+ 5 Pop-—i
P-1+Dp1
2 b

si deci in general P (Us, o =1) # P (Us,,1 = 1), ceea ce aratd ci variabilele aleatoare Us, o si

= Po (1 —po+

Us, 1 nu sunt identic distribuite (cu excepfia alegerii particulare a probabilitafilor p_1, pg si pi
astfel incat pp = p*lTﬂ)l). Un calcul similar arata ca (USn,n)n cy ©ste in general un gir de variabile
aleatoare cu distributii diferite.

Faptul cd variabile aleatoare (US,,,n) sunt dependente, si nu au aceeasi distributie, face

neN
mult mai dificild obtinerea unei Teoreme Limitd Centrale (sau a variantei functionale a acesteia)
pentru drumul aleator S, in cadrul modelului extins din aceasta sectiune, si ramane o problema
deschisd care urmeaza a fi studiatd in continuare.

Asa cum am ardtat, in ipoteza minimald p; > 0 oricare ar fi i € N, drumul aleator S,
corespunzitor traiectoriei monedei in modelul extins este (ca si in modelul din Sectiunea[2.1)) o
martingald recurenta si ireductibild. De asemenea, 1n ipotea suplimentard inf;c7, p; = p > 0, sau
mai general dacd este verificatd ipoteza (2.2.9), atunci are loc si Legea Tare a Numerelor Mari
pentru acest model.

Pe langd importanta de sine stitatoare (proprietiti martingale si legi limitd ale unui drum
aleator Tn medii aleatoare), aceste rezultate dau informatii Economice cu privire la traseul des-
cris de o moneda 1n cadrul acestui model extins. Spre exemplu, faptul cd, conform Propozitiei
[2.2.2) drumul aleator corespunzitor traiectoriei monedei este recurent aratd cd daca un individ
este in posesia monedei la un anumit moment de timp, atunci cu siguranta el va primi din nou
moneda in viitor (de o infinitate de ori). Din punct de vedere Economic acesta este un deziderat,
pentru ca aratd o bund circulatie a banilor 1n interiorul societitii.

Faptul cd drumul aleator corespunzdtor traiectorie monedei este ireductibil aratd ca mo-
delul considerat este corect, in sensul cd fiecare individ al societdtii va fi In posesia monedei la

un anumit moment de timp. De asemenea, faptul ca drumul aleator este o martingald aratd din
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nou cd modelul considerat este corect (nu existd o tendinta particulard a monedei de a favoriza

0 anumitd regiune a societdtii).
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Capitolul 3

CONCLUZII

3.1 Rezultate asteptate si rezultate obtinute

In aceasta sectiune vom analiza comparativ rezultatele obtinute si cele estimate a fi obti-
nute, prin prisma obiectivele proiectului de cercetare (conform Planului de lucru al proiectului,
din Sectiunea 5.5 a propunerii de proiect), respectiv a existentei si unicitdtii proceselor studiate,
a proprietdtilor si a diferitelor reprezentdri ale acestora, respectiv a aplicatiilor economice sau
in domenii conexe. Pentru fiecare din acestea a fost planficatd elaborarea cate unei lucrari (ISI
sau BDI), fiind realizate un total de 5 lucrari (ISI sau BDI), ce acopera fiecare din obiectivele
mentionate, asa cum se poate vedea detaliat din sectiunile urmatoare. Considerdm deci cd au

fost Indeplinite obiectivele proiectului de cercetare depus.

3.1.1 Existenta si unicitate pentru procesele studiate

Unul din obiectivele proiectului este studiul existentei si unicitafii pentru diversele ecuatii dife-
rentiale stochastice reprezentand perturbari ale miscarii Browniene.

Ca o consecintd a Teoremei obtinutd de autor in [PaPallal], in Consecinta s-a
obtinut existenta si unicitatea tare a solutiilor acestei ecuatii in clasa functiilor ce petrec timp
Lebesgue nul in origine. Asa cum s-a ardtat in Observatia acest rezultat poate fi privit

ca si caz limitd o ™\, 0 al rezultatului obtinut de autori in [BaBuChO7]], si completeazd acest
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rezultat cu cazul ¢ = 0.

In Teorema ([PaPallbl]), autorul a demonstrat existenta solutiilor slabe a ecuatiei
diferentiale stochastice (1.2.13)), si a demonstrat unicitatea in modul (unicitatea |x|-soluiilor
tari, in sensul Definitiei [I.2.13)) a solutiilor acestei ecuatii.

In lucrarea [Pal3b], autorul a introdus notiunea de @-solutie tare a unei ecuatii diferen-
tiale stochastice, si notiunile corespunzdtoare de @-existentd tare si ¢-unicitate tare. Notiunea
de @-solutie tare interpoleaza intre notiunile clasice de solutie slabd si solutie tare, iar in ca-
zul particular cand ¢ este o functie injectiva, o ¢-solutie tare coincide cu notiunea clasica de
solutie tare. In Teorema autorul a demonstrat existenfa unei @, ,-solutii tari a solutiei
ecuatiei @), pentru o anumita functie ¢, ce depinde de parametrii ecuatiei diferentiale
considerate, precum $i @, ,-unicitatea acesteia.

In Teorema ([Pal3b]), autorul a demonstrat existenta unei |x|-solutii tari a ecuatiei
diferentiale stochastice , precum si a |x|-unicititii acesteia. Asa cum se arati in discutia
de la sfarsitul Sectiunii[[.2.3] acest rezultat este un prim pas in inlocuirea conditiei “c > €” din

teorema lui Le Gall (Teorema|l.1.9)), cu conditia mai generald “|c| > €”.

3.1.2 Reprezentari si proprietati ale proceselor studiate

In Teorema ([PaPallal]) s-a obtinut o noua reprezentare a solutiei ecuatiei diferentiale
(I.2.1) ce corespunde unei miscéri Browniene sticky. Asa cum se aratd in Observatia [[.2.4]
aceastd reprezentare este diferitd cea clasica datoratd lui Engelbert si Schmidt, care foloseste
notiunea de time delay (a se vedea [EnSc85], Definitia 4.1 si Teorema 5.5).

In Teorema obtinutd de autor in [PaPallbl], s-a obtinut o reprezentare explicitd
a tuturor solutiilor slabe ale ecuatiei diferentiale stochastice (I.2.15). Aceastd reprezentare
foloseste notiunea de alegere de semn introdusa de autor in Definitia [T.2.9] si explicd existenta
unei solutii tari a acestei ecuatii, precum si unicitatea in distributie a tuturor solutiilor slabe.

In Teorema ([Pal3b]), autorul a obtinut o reprezentare a tuturor solutiilor slabe
ale ecuatiei (I.2.21), in functie de o alegere de semn independenta si identic distribuitd. Acest

rezultat explica pe de o parte inexistenta unei solutii tari a acestei ecuatii, iar pe de alta parte
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poate fi privitd (in cazul particular a = —b = 1) ca un mod de a reconstrui (in distributie, nu

traiectorial) miscarea Browniand din miscarea Browniana reflectatd, folosind o alegere de semn,

adicd schimband aleator semnul excursiilor miscarii Browniene reflectate.

In Teorema|1.2.22|din [Pal3b], autorul a ob’inut o reprezentare a tuturor solutiilor slabe
ale ecuatiei diferentiale stochastice (1.2.50)), in functie de notiunea de alegere de semn indepen-

denta si identic distribuita.

3.1.3 Aplicatii ale proceselor studiate

Recent, in lucrarea [Pal3al, autorul a introdus un model probabilist pentru circulatia banilor,
intr-o societate in care membrii decid sd pastreze sau sda dea moneda unui vecin adiacent cu
0 anumitd probabilitate. Alternativ, modelul este adecvat pentru o economie in care firmele
iau una din doud decizii posibile: sd pdstreze banii obtinuti sau si ii dea uneia din firmele
adiacente (sd 1i investeasci, spre exemplu). In Propozitia s-a ardtat cd drumul aleator
corespunzator traiectoriei unei monede in acest model este o martingala recurenta si ireductibila,
iar in Teorema [2.1.3]s-au obtinut trei legi limitd ce dau comportamentul asimptotic pentru acest
drum aleator: Legea Tare a Numerelor Mari, Teorema Limita Centrald, si varianta Functionala
a Teoremei Limitd Centrald. Aceastd teoremd aratd cd drumul aleator corespunzator traiectoriei
monedei 1n acest model poate fi aproximat printr-o migcare Browniand cu o anumita schimbare
de timp, si este identificatd explicit aceastd schimbare de timp (in functie de probabilitatea p ca
un membru al populatiei sd decidd sd dea moneda unuia din vecinii sdi adiacenti). Asa cum s-a
ardtat in Sectiunea[2.1.3] aceste rezultate dau informatii de interes economic, puténd fi folosite

pentru luarea de decizii sau masuri economice cu privire la circulatia banilor in societate.

Extinzand aceste rezultate, In lucrarea [Pal2], autorul a extins modelul anterior, consi-
derand o populatie neomogena din punctul de vedere al ludrii deciziilor. Mai precis, dacad in
varianta anterioard decizia de a da moneda unuia din vecinii adiacenti era aceeasi pentru toti
membrii populatiei (populatie omogend), in modelul extins aceastd probabilitate poate diferi de
la individ la individ. Ca si Tn modelul anterior, si Tn acest model extins am ardtat cd drumul

aleator al monedei este o martingald recurentd si ireductibila (Prpozitia [2.2.2)), si in ipoteza ca
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probabilitdtile din modelul extins sunt uniform marginite inferior de o constantd pozitivd, am

obtinut o Lege Tare a Numerelor Mari pentru drumul aleator al monedei in interiorul populatiei.

3.2 Evidentierea rezultatelor proprii obtinute

Cecetarea stiintificd efectuatd a vizat 1n principal doud categorii: cercetarea teoretica ori-
ginald si cercetarea aplicativa originald. Prezentdm in continuare contributiile originale proprii

obtinute 1n fiecare din aceste categorii.

3.2.1 Cercetare teoretica originala

Cercetarea teoretica efectuatd a vizat studiul proceselor inrudite miscarii Browniene, din per-
spectiva existentel si unicitdtii solutiilor ecuatiilor stochastice diferentiale ce definesc aceste
procese, precum si a proprietdtilor si a reprezentarilor acestora.

Rezultatele proprii obtinute au constat 1n introducerea unui nou tip de solutie a unei ecu-
atii stochastice diferentiale (¢-solutie tare a unei ecuatii stochastice diferentiale), a doud noi
notiuni ce permit descrierea in anumite conditii a tuturor solutiilor slabe ale ecuatiilor stochas-
tice diferentiale (alegere de semn si alegere de semn independentd si identic distribuitd), si a
mai multor rezultate privind existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor stochastice diferentiale.

Astfel:

— in lucrarea [PaPalla] (Teorema [I.2.3) a fost obtinutd o reprezentare a solutiei ecuatiei di-
ferentiale stochastice (1.2.1)), diferitd de reprezentarea clasicd datoratd lui Engelbert-
Schmidt (a se vedea Observatia[I.2.4).

— 1in lucrarea [PaPalla] (Consecinta[I.2.6)), ca o consecinta a reprezentdrii obtinute in Teorema
1.2.3| s-a obtinut un rezultat de existentd si unicitate pentru solutiile ecuatiei (1.2.1)), in

clasa functiilor ce petrec timp Lebesgue nul in origine.

— in lucrarea [PaPallb] (Teorema [[.2.T1) s-a demonstrat existenta solutiilor slabe ale ecuatiei

(1.2.15), s-a obtinut reprezentarea tuturor solutiilor slabe ale ecuatiei in functie de o ale-
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gere de semn (notiune introdusi de autor), si s-a demonstrat |x|-unicitatea tare a solutiei
(in sensul Definitiei [I.2.13)). Acest rezultat completeazd un rezultat obtinut anterior de

alti autori ([BaBuChQ7]) cu cazul limita o ~\, 0.

— 1n lucrarea [Pal3bl] autorul a introdus notiunile de alegere de semn (Definitia|1.2.9) si ale-
gere de semn independentd i identic distribuitd (Definitia[I.2.17)), notiuni importante ce

permit descrierea solutiilor ecuatiilor diferentiale.

— inlucrarea [Pal3b], autorul a introdus notiunea importantd de ¢-solutie tare (Definitia[I.2.13)),
notiune ce interpoleaza intre notiunile clasice de solutie slaba si solutie tare a unei ecua-
tii diferentiale stochastice. Autorul a demonstrat (Teorema existenta si unicitatea
@ p-solutiilor tari ale ecuatiei (T.2.21)) pentru o anumitd functie ¢, ce depinde de para-
metrii a si b ai acestei ecuatii, si a obtinut reprezentarea explicitd a tuturor solutiilor slabe

ale acestei ecuatii, in functie de o alegere de semn.

— in lucrarea [Pal3b], autorul a obtinut existenta si unicitatea |x|-solutiilor tari pentru ecuatia
diferentiald stochastica (I.2.50), precum si o reprezentare explicitd a tuturor solutiilor

slabe a acestei ecuatii in functie de o alegere de semn.

3.2.2 Cercetare aplicativa originala

Cercetarea aplicativd a vizat in principal mediul economic, mai precis circulatia banilor. Circu-
latia banilor 1n societate Tn general, sau in mediul economic, in particular, este un factor esential
al bunei functionari a acesteia. Dacd membrii societifii (sau firmele) pastreaza banii pentru peri-
oade mari de timp, si nu asigura o circulatie suficient de bund a acestora, rezultatul este aparitia
blocajelor financiare, ce au impact negativ asupra intregii societdti (si a bundstarii individuale
a fiecaruia din membrii sdi). Este asadar de dorit intelegerea factorilor ce determind circula-
tia banilor, si modul in care aceasta se realizeazd. Inspirat de o serie de articole (a se vedea
[BeQ9], [BeO7], [Be93] si referintele citate in aceste articole) care plecand de la convingerile
personale ale indivizilor modeleaza si analizeaza diverse procese economice sau jocuri intre

membrii societdtii, am construit un model pentru circulatia banilor (0 moneda) intr-o societate
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in care indivizii pdstreazd sau dau moneda unuia din vecinii adiacenti cu o anumita probabilitate
fixatd. In modelul astfel construit, traiectoria descrisi de monedi reprezinti din punct de vedere
matematic un drum aleator intr-un mediu aleator (populatia ce poate opri sau nu moneda la un
anumit moment de timp), si am analizat proprietatile acesteia.

In lucrarea [Pal3a] am aritat ci drumul aleator al monedei este o martingald recurenta
si ireductibild (Propozitia [2.1.2)), fapt ce aratd ca circulatia banilor in societate este “corectd”
(proprietatea de martingald aratd cd asteptarea conditionatd a pozitiei viitoare a monedei dat
fiind prezentul coincide cu pozitia curentd a monedei), ca este “nepartinitoare” (proprietatea
de ireductibilitate aratd ca tofi membrii societdtii vor fi la un moment dat de timp in posesia

>

monedei), si cd este de asemenea “trainicd” (proprietatea de recurentd aratd cd daca un individ
este la un moment dat Tn posesia monedei, el va fi si in viitor in posesia ei, chiar de o infinitate
de ori).

Am obtinut de asemenea si comportamentul limitd al traseului monedei, prin obtinerea
unei Legi tari a Numerelor Mari, a Teoremei Limita Centrale, si a variantei Functionale a Te-
oremei Limitd Centrale (Teorema [2.1.3). Ultimul dintre aceste rezultate aratd spre exemplu cd
drumul aleator al monedei poate fi aproximat printr-o schimbare de timp a unei miscari Brow-
niene, schimbare de timp ce depinde de parametrii modelului considerat, si care este determi-
natd Tn mod explicit. Aceste rezultate pot fi folosite de specialistii In domeniu pentru a calcula
diverse probabilitdti referitoare la drumul aleator al monedei, si pentru a lua masurile financi-
are necesare pentru a preintampina unele neajunsuri, sau pentru a favoriza circulatia banilor in
sensul cresterii economice, si implicit a cresterii bunastdrii generale a populatiei.

In lucrarea [Pal2]], am extins acest model considerdnd o populatie neomogeni, in sensul
cd dacd in modelul anterior membrii populatiei luau decizia de a da moneda unuia din vecini cu
aceeasi probabilitate (populatie omogena), in modelul extins am considrat cd aceastd probabili-
tate este variabild de la individ la individ (populatia este deci neomogena).

In Propozitia in ipoteza ca probabilititile de a da moneda unuia din vecini sunt
pozitive pentru toti membrii populatiei, am ardtat ca drumul aleator al monedei raiméane, ca si in
modelul anterior, o martingala recurenta si ireductibild, avand aceleasi interpretdri si implicatii

economice.
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In ipoteza suplimentari ci probabilititile de a da moneda unuia din vecini sunt mirgi-
nite inferior de o constantd pozitivd pentru toti membrii populatiei, am obtinut si Legea Tare a

Numerelor Mari (2.2.3)) pentru drumul aleator corespunzitor traiectoriei monedei.

3.3 Impactul posibil al rezultatelor obtinute

3.3.1 In domeniul matematic

Este de asteptat ca notiunile introduse si rezultatele obtinute sd fie urmdrite si dezvolatet de
cdtre alti cercetatori de specialitate din domeniu. Avem in vedere aici in special notiunile de
@-solutie tare a unei ecuatii diferentiale stochastice (Definitia[I.2.13), ce interpoleaza intre no-
tiunile clasice solutie slaba si cea de solutie tare a unei ecuatii diferentiale stochastice , notiunea
de alegere de semn (I.2.16) si de alegere de semn independenti si identic distribuita (1.2.17)), ce
permit (ca in Teorema [I.2.11] Teorema sau Teorema descrierea tutror solutiilor
slabe ale unei ecuatii diferentiale stochastice.

Simplificand mult lucrurile, situatia este oarecum asemanatoare ecuatiilor algebrice, spre
exemplu a ecuatiei x> = 1, in care nu avem unicitate (ecuatia are doud solutii posibile, x =
1 si x = —1), dar este posibila descrierea tuturor solutiilor plecand de la solutia x = 1 prin
inmultire cu 41 (o alegere de semn). Dupd cunostinta noastrd, acest fapt este nou si unic:
posibilitatea determindrii tuturor solutiilor unei ecuatii diferentiale stochastice, si credem ca va
avea un impact favorabil asupra cercetdrilor din domeniu.

Ca si element specific, dat fiind cd Tn comunitatea de cercetatori specialisti in domeniul
matematic producerea si consumul de informatie este cel mai important tip de activitate, si poate
deci fi privitd ca o societate informationald, aceasta se poate Incadra in sens larg n obiectivul

transveral al proiectului societate informationald §i tehnologia informatiei si comunicdrii (TIC).

3.3.2 In domeniul economic

In domeniul economic, este de asteptat ca cercetirile aplicative legate de circulatia banilor in

societate (sau intre firme) sd fie utilizate pentru studiul efectiv al acestui proces si al ludrii de-
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ciziilor financiare necesare de organele competente sd facd aceasta. Rezultatele cercetarilor
efectuate indicd un comportament Brownian al circulatiei banilor (cu o anumitd schimbare de
timp, ce poate fi privitd ca parametru al modelului), si este deci posibil sd se studieze stiintific
acest comportament, Tn scopul cresterii economice si implicit a bunastirii membrilor popula-
tiei. Spre exemplu, se pot calcula probabilititile ca moneda sa se afle Intr-o anumitd regiune
a populatiei la un anumit moment de timp, si dacad valorile obtinute nu trec de un prag minim
stabilit, se pot determine valorile minimale ale parametrilor din modelul elaborat care duc la
trecerea pragului necesar. Ca urmare a acetui studiu, se pot pune 1n functiune parghiile financi-
are necesare care duc la modificarea convenabild a parametrilor astfel incat circulatia banilor sa
se incadreze 1n marjele dorite. Aceasta poate fi incadratd in obiectivul transversal de dezvoltare

durabild a proiectului.

3.3.3 1in domeniul social

Modelul economic elaborat poate (si ar trebui sa aibd) si impact Tn domeniul social, Tn sensul
in care el aratd, chiar in situatia de crizd economica si/sau financiard prin care trecem, cd daca
nu se mentine un prag minim al probabilitétilor din modelul din Sectiunea[2.2] atunci circulatia
banilor in societate 1si poate pierde proprietdtile dorite. Astfel, dacd membrii societdtii hotarasc
sd “nu mai dea bani”, aceasta poate duce la pierderea proprietitii de recurentd, ireductibilitate
si/sau martingald a drumului aleator al monedei, cu implicatii negative asupra Intregii societatii.

Ideea generala este ca, chiar daca trecem cu totii printr-o perioada dificild, trebuie sa men-
tinem un circuit minimal al banilor in societate, altfel riscim sa ajungem la un colaps financiar
general (blocaje financiare 1n lant, imposibilitate de plata, etc).

Aceasta poate fi incadratd Tn obiectivul transversal al proiectului privind egalitatea de

sanse (a tuturor membrilor societdtii) sau a dezvoltdrii durabile.
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